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前   言

本书的主要内容由以下三方面的特点构成: 第一个特点是发汗研究的角度不同. 发汗

冷却研究起始于 1904年 L. Prandtl 的一篇论文中. 它属于空气动力学范畴, 是黏性气体边

界层理论的分支学科.二次世界大战之前, 仅限于德国国内发展;二次世界大战之后, 才扩展

到美、英、法及其他一些国家.大战之前研究的主要对象是飞机, 中心问题是为了增加升力和

减少阻力而探索发汗对边界层分离的影响,理论基础是边界层方程. 大战之后研究的主要对

象是导弹和飞船,中心问题是发汗引起壁面加热的变化, 理论基础是含传质影响的边界层方

程.至今仍有不少学者在这方面继续探索. 可以发现, 近百年来发汗研究总离不开气体边界

层方程. 然而,从飞行器防热工程设计角度讲, 最关心的设计数据是结构温度. 就是说,温度

引起的结构强度的可靠性是安全设计的重要内容. 于是, 这本书对发汗问题的研究, 不是从

气体边界层角度.就是说, 我们不去研究表面加热,也不去研究热的阻塞, 而是从发汗对结构

温度和传热的影响为出发点, 针对飞行器外壳, 建立发汗对结构传热和温度影响的方程. 这

是该项研究的第一个特点.

第二个特点是变域的“快烧蚀”模型. 20 世纪 70年代, 在烧蚀试验过程中, 发现多数防

热材料不适合液态层烧蚀理论. 也就是说, 烧蚀表面在某些焓值和热流状态下, 几乎不能发

现液态状流体在烧蚀表面上的流动现象, 却存在无数固体颗粒状物质亮点脱离表面注入气

体边界层的闪烁现象. 集中到闪烁点观察(某个局部点)时, 发现该点在明亮一小段时间后,

突然出现暗点. 随后暗点逐渐变亮并保持一段时间之后, 随即又突然出现暗点. 从明到暗过

程中有颗粒状物质脱离表面进入气体边界层.它的尺度相对一般烧蚀而言较大. 这一现象的

发现迫使我们在处理烧蚀工程问题时放弃液态层烧蚀理论,而不得不转向试验中发现的现

象的研究.我们把这种现象称为剥蚀. 它是在边界层气流对固体表面加热和剪切的联合作用

下,防热材料到达熔化之前使之以固态物质被剥离的形式出现的. 它的特征是烧蚀边界以快

速变化的形式移动.从这种物理现象进行抽象和归纳, 它不像冰的熔化和冻土带边界的移动

那样缓慢, 因而把这类烧蚀称做“快烧蚀”模型. 相对而言, 冰和蜡的溶蚀相变就属于“慢烧

蚀”一类. 因此在数学模型上有所不同. 所谓溶蚀相变就是有关拉梅( Lame) 与克拉珀龙

( Clapeyron )于 1931年及斯蒂芬于 1891 年针对冰的形成和溶化所进行的早期研究著作中

提出来的.冰的形成或溶化现象的过程十分缓慢, 以至于在一段时间内几乎难以发现边界的

运动. 对于“慢烧蚀”, 边界移动对热传导和温度的影响可以忽略;对于这本书所要集中研究

的“快烧蚀”数学模型,具有较广泛的用途;不仅用于“快烧蚀”问题,也用于“慢烧蚀”问题. 这

是该项研究的第二个特点.

顺便指出,书中将会证明,“慢烧蚀”数学模型可以由“快烧蚀”数学模型在简化条件下推

导而来.关于烧蚀的学说, 我国科学家卞荫贵先生在中国科学技术大学近代力学系授课期间

所著《高速边界层传热》(见第一章的文献[ 53] )一书包含烧蚀理论的经典著作.他总结了 60

年代之后烧蚀理论快速发展时期的国内外最重要的研究成果.
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当发汗剂流经多孔材料时, 能够携带内部热量, 因而改变内部温度剖面,同时也能阻塞

外部加热对受热体的影响,改变烧蚀量. 将前人在气体边界层加热和表面阻塞方面的研究成

果,纳入本项研究的边界条件中, 得到带烧蚀发汗冷却数学问题.通过对冷却剂流量的调节,

达到控制结构温度和表面烧蚀的目的,因而提出了控制概念. 这是该项研究的第三个特点.

于是我们建立了变域传热发汗控制问题的研究项目.

该项目所要研究的内容包括: 就发汗剂而言, 分为可压缩发汗剂和不可压缩发汗剂;就

传热域而言, 分为固定域和可变域;控制而言, 分为烧蚀控制和温度场控制;控制类型而言,

分为开环控制和闭环控制;每类问题又有一维、二维、和多维之分;每项研究又包括数学模

型、数值方法、数学仿真、数学理论、控制理论、试验研究和应用研究等. 该项目的发展形成了

变域传热发汗控制研究的“问题网”.这个网所提出的问题十分庞大, 曾获中国国家自然科学

基金委员会的连续三期研究经费支持 (时间、编号和题目分别为: 1991—1993 年,

69074010, 发汗冷却控制研究; 1995—1997 年, 69474009,活动边界分布参数控制的基本性

质研究; 1998—2000 年, 69774013, 分布参数系统—发汗冷却控制特性研究) , 结题后被基金

委员会的专家们评选为“特优”项目.虽然目前该项目的研究处于初期阶段, 作为这个阶段的

总结, 也作为对国家自然科学基金委员会的感谢, 同时为了将这些成果奉献给读者, 撰写这

本书.

书中分为八章, 第一章为数学模型, 内容中回顾了固定域热传导, 讨论了变域热传导和

相变传热数学模型之间的关系;给出了变域传热发汗开环控制和闭环控制模型, 以及固定域

温度控制模型和变域边界控制模型、多维模型、发汗剂为不可压缩模型和可压缩模型等. 第

二章为一维变域传热发汗冷却控制数学模型的数值方法和数学仿真研究. 第三章为二维和

三维模型的数值方法和数学仿真研究.第四章是发汗剂为可压缩气体的变域传热发汗冷却

控制数值方法和数学仿真研究.第五章为上述模型的数学特性和数学定理证明. 第六章为控

制特性研究.第七章为试验研究. 第八章为应用研究.

这本书的内容自成体系,在讲述物理问题时, 力求从工程事例出发使概念清晰、具体. 再

结合抽象的理论研究(数学理论和控制理论) ,整体上以易懂的方式由浅入深. 我们在进行该

项目的研究过程中,始终坚持理论与实践相结合的原则, 实践验证理论,理论指导实践, 并使

二者互相促进. 从另一角度讲,这本书在格式上,内容的完整上,难易的程度上, 肯定是参差

不齐的. 鉴于变域传热发汗冷却控制数学模型的复杂性和高难度, 加之我们的水平有限, 在

完成本书之际, 控制性质一章的某些重要定理还未得到满意的结果, 在此不能不说遗憾, 只

能留待后来学者去补充.

作者对国家自然科学基金委员会的研究经费支持表示深深谢意, 这些经费支持对我们

研究工作的开展十分宝贵. 于景元研究员为该项目的建立及获得国家自然科学基金资助所

做的贡献值得敬佩,并直接参与研究. 朱广田研究员为协助该课题的组织实施有突出的贡献

并直接参与研究.瞿寿德教授为该课题同俄罗斯科学家 T . K . Sirazet dinov 院士进行的学术

交流所做的努力值得赞赏.直接参与该项目研究的有: 袁兆鼎研究员、刘德贵研究员、罗学

波教授、郭应钧大校、武津刚教授、王侠超研究员、徐燕侯教授、吴清松教授、梁本中教授、齐

忠涛教授、杨醒民教授、郝涌教授、刘幸东副教授、孙冀博士、郭宝珠博士、卜春霞博士、陈丽

容博士、谢亚军博士、许香敏博士等 30多位专家学者. 还有卞荫贵研究员、吴朔平研究员、黄
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培康研究员、丁夏畦院士、张履谦院士、庄逢甘院士、崔尔杰院士、陈德仁院士、黄纬禄院士等

对此项目研究所给予的关心、帮助和指导, 在此一并表示衷心感谢.

本书是从事控制理论研究,尤其从事分布参数控制理论研究的专家学者的研究参考书;

也是大学教授、研究生、大学生以及防热设计工程师和控制设计工程师从事教学、研究和气

动力学防热工程设计和控制设计的重要参考. 同时,在短时间内完成这本著作有一定的难

度,书中难免存在这样那样的缺点甚至错误, 希望读者批评指正.

在完成第五章(数学性质)书稿的过程中得到杨万利博士的协助;孙冀博士为全书校对,

刘瑞玲高级工程师为该书文字录入做了艰苦细致的工作,在此表示谢意.

杨学实
2001 年 12 月 10 日 ,北京
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第一章  数 学 模 型

热传导的研究在 1822 年由 J . B. F ourier 公布了他的研究笔记《热的分析理论》而开始,

即文献[ 1] ① .依靠物质的粒子从物体较热的区域向较冷的区域提供的能量称为热. 热的传

导依靠物体内部的温度梯度进行能量传输. 尽管热流不能直接测量, 但它与温度标量相联

系, 即 F ourier 定律, 使它在概念上变得具体了. 也就是说, 虽然热流是一个抽象的概念, 但

是通过它与温度梯度的关系,使它具有明确的物理意义. 热传导的基本任务就是确定固体内

的温度分布.这一章要讨论的数学模型包括变域(烧蚀)热传导和固定域 (无烧蚀)热传导;

“快烧蚀”和“慢烧蚀”;发汗防热的开环控制和闭环控制;可压缩发汗剂和不可压缩发汗剂;

一维二维和高维等等不同条件下热传导问题的数学模型. 鉴于在“变域”条件下的快烧蚀热

传导方程增加了热传导修正项, 表现出它在形式上与固定域热传导方程的差别;于是,有必

要将数学模型单独作为一章, 详细叙述变域热传导的特点, 以及快烧蚀与慢烧蚀的区别, 为

的是在物理概念上有个清楚的认识.首先从固定域热传导开始.

§ 1. 1 一维固定域热传导方程及其定解条件

1. 1. 1 固定域热传导方程

假设有一长度为 l 的棒, 沿一维 y 轴放置. 一端在原点 0, 另一端在 y 轴上 l 处 (图

1. 1) , 它在 y 轴上保持着热传导的区域( 0, l)固定不变. 也就是说, 受热不膨胀也不收缩, 称

“固定域”.假定棒足够细, 使得在垂直于 y 的同一截面上温度保持均等,棒内物质均匀分布,

无化学反应, 无热源和热漏.按照 Fourier 早在 1822 年建立热传导方程的思想
[ 1]

, 对一维导

热, 在棒内垂直于 y 轴上任意选取两个相邻截面( i 和 i+ 1)构成长为Δy 的微元体(图 1. 2) ,

体积为 1·1·Δy .分析它的热平衡.

图 1 �. 1 一维棒沿坐标放置 图 1 ;. 2 微元体热平衡示意图

1

① 如不特别说明 ,文献号均指本章的文献编号 .



  根据 Fourier 定律,在 y i 截面处传入微元体的热量为- K i
ΔT
Δy i

,在 y i + 1截面处传出微

元体的热量为- K i + 1
ΔT
Δy i+ 1

.微元体内热能随时间 Δt的增加
�
�t

(Δyρicp iT i ) , 按照能量守恒

定律和前述假设条件,等于传入热量减去传出热量. 由于在整个时间过程中, Δy 是固定的,

因此下式成立:

�
�t

(ρi cp i T i) =
K i + 1

ΔT
Δy i + 1

- K i
ΔT
Δy i

Δy
.

假定棒是固体材料, 且密度ρ和比热容 cp 为常值. 导热系数 K 是温度的函数, 在所讨论的温

度场中温度变化不太剧烈时,可视为常数. 当Δy→0取极限,得

�T
�t

= α
�

2
T
�y

2 ,  y ∈ ( 0, l) , ( 1. 1. 1)

式中 α= K /ρcp . 方程式( 1. 1. 1)称 Fourier 方程. 在数学物理方程学科中归入抛物型方程一

类.在此详细地叙述 Fourier 方程的建立, 是为了在后面建立变域数学模型之前对方程的应

用条件能有一个清晰的了解. 这种类型的方程有广泛的应用: 描述热传导现象、扩散现象、

海底电缆的电压、导电线圈围成柱内的磁场、以及边界层理论中涡的扩散等,它们都具有方

程( 1. 1. 1)的形式.

1. 1. 2 定解条件

对上述每类问题由各不相同的初始条件和边界条件可以得到它们的定解. 这些解的性

质在文献[ 2～4]中有代表性的成果.初始条件为:

t = 0,  T = φ( y) . ( 1. 1. 2)

  边界条件有三种形式:

1) 第一边值条件(在边界上函数值已知)

T│s = f ( y, t) ; ( 1. 1. 3)

  2) 第二边值条件(在边界上函数的一阶导数值已知)

�T
�y s

= f ( y, t) ; ( 1. 1. 4)

  3) 第三边值条件(第一和第二边值条件混合)

K
�T
�y

+ hT
s

= f ( y, t) , ( 1. 1. 5)

式中 K 和 h 为系数; s 为表面边界; φ和 f 为任意函数.如果对某物体的局部考察热传导过

程,以致边界的影响在研究的时间范围内达不到所研究的地方,或虽达到但影响甚小,则此

时只对方程( 1. 1. 1)附加初值条件而没有边值条件, 这种问题通常称为初值问题.反之, 边值

条件为主要因素时,这也是热传导工程中最普通的问题, 即经典固定域热传导问题在第二边

值条件下当 t> 0时的提法为
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�T
�t

= α
�

2
T
�y2 ,  y ∈ ( 0, l) ,

�T
�y y = 0

= -
q
K

,

�T
�y y = l

= 0,

( 1. 1. 6)

式中 q为边界上的热流;数学模型( 1. 1. 6)描述的热传导物理背景是,一端的加热为 q, 另一

端绝热, 由均匀物质构成的长度为 l 的一维棒在受热过程中既不膨胀也不收缩条件下的温

度传播规律.

1. 1. 3 飞行器结构温度设计

当飞行器的外壳结构为单层金属,在大气层内飞行时, 方程( 1. 1. 1)可以简化
[ 5]

.此时飞

行器和空气摩擦而生热,这种热造成了飞行器的结构温度升高. 温度升高对飞行器的强度不

利. 在远离飞行器的驻点和音点之外的大面积上, 在烧蚀出现之前 (这一情形总是存在的) ,

沿母线 x 方向温度梯度很小(零攻角飞行)热的传递可以忽略不计. 此时的温度在弹体厚度

y 方向为一维固定域传热,弹体外表面受到气动加热 q, 内表面处绝热,壳体厚度为 l, 可以使

用数学模型( 1. 1. 6)描述热传导规律.

气动加热 q的计算方法见附录 1A . 数学问题( 1. 1. 6)具有通用性. 对于壳体由铝合金构

成的良导热材料而言
[ 5]

, 在实际计算中发现壳体内外温差很小,仅仅相差 3～5 度,如果允许

将热层中的温度取平均值,于是计算可以大大简化. 只要在固定域( 0, l)内对( 1. 1. 6)式中的

主方程取积分

∫
l

0

�T
�t

dy =∫
l

0
α
�

2
T
�y

2 dy =
1
ρcp
∫

l

0
K
�

2
T
�y

2 dy,

函数
�T
�t
在固定域[ 0, l ]内有界、可积且连续,根据中值定理, 有下式成立:

dT
dt∫

l

0
dy =

1
ρcp

K
�T
�y l

- K
�T
�y 0

.

利用( 1. 1. 6)中的边界条件, 不计辐射热,上式化为

dT
dt

=
q

lρcp
.

将附录 1A 中的热流公式代入, 差分,得到

T w i =

Δt
lρcp

q0
h e

h
*

0 . 648

+ T w i - 1

1 +
Δt

lρcp
q0

h e

h
*

0. 648

·
cp

h r

, ( 1. 1. 7)

式中 h e 为边界层外边界焓值; h r 滞止焓; h
* 为 Ekert 焓;下标 w 为表面值;下标 i - 1为前

一刻;下标 i 为当前值.利用( 1. 1. 7)式求解良导热壳体的温度是很方便的, 且大大节省计算

量.
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§ 1. 2 一维可变域热传导方程及其定解条件

我们在前言中已经提到过,此处必须再次强调: 在探索飞行器的防热材料适合何种烧

蚀模型的实验过程中,发现多数防热材料不适合液态层烧蚀理论(见附录 1B) . 也就是说, 烧

蚀表面很少见到液态状流体流动的现象, 却存在无数固体颗粒状物质的亮点快速脱离表面

注入气体边界层.放大观察烧蚀表面, 存在一明一暗的闪烁现象.集中到闪烁点观察时, 发现

该点在明亮一小段时间之后, 突然出现暗点.随后暗点逐渐变亮并保持一段时间之后,随即

又突然变暗. 从明到暗过程中,有颗粒状物质脱离表面进入气体边界层. 它的尺度相对于一

般烧蚀而言较大.我们把这种烧蚀现象称为剥蚀(见附录 1C) . 亮点温度为表面温度,暗点温

度为剥蚀温度.它是在边界层气流对固体表面防热材料的加热和剪切联合作用下, 防热材料

到达熔化之前使之以固态物质被剥离的形式出现的.冰的溶化是相变;冰和水之间交界面的

移动在文献[ 3]中有详细叙述. 相变问题也称溶蚀, 它的特点是,在自然条件下, 冰和水之间

的界面移动非常缓慢. 剥蚀一类物理现象的烧蚀问题可以归类到“边界快速移动”的热传导

问题.于是移动边界问题可以分为两种: 一种为边界快速移动的热传导问题;另一种为边界

慢速移动的热传导问题,这是移动边界问题的两个方面, 无论“快速”移动或“慢速”移动, 在

防热工程上通称烧蚀. 我们把前者称做“快烧蚀”问题,后者称做“慢烧蚀”问题. 烧蚀状态中

的热传导称可变域热传导,或称变域热传导. 变域热传导习惯上也称动边界传热或自由边界

问题.动边界传热将和控制密切相关连. 这里所称“传热”的概念包含固体和流体(发汗剂)同

时存在的传热. 在工业中的电极放电烧蚀控制, 电磁导轨炮的放电轨道的烧蚀控制, 火箭再

入大气的烧蚀分析以及重要结构部件的温度控制都是在本书所涉及的“快烧蚀”传热范围之

内.为了体现“快烧蚀”的特点, 我们将采用“运动微元法”来建立传热数学模型.

1. 2. 1 变域热传导方程

选取一维空间坐标 y 和时间坐标 t构成坐标系( t, y) ,在 ( t, y )坐标系中建立方程.将图

1. 3中的空间坐标y的原点始终固定在烧蚀边界的初始外表面上, 成为固定坐标系 , y与

图 1 /. 3 微元位置示意图 图 1 <. 4 有限元热平衡示意图

t 相互独立. 将厚度为( l - s)的变域等分成 N P 个节点.在任意两个相邻的节点 i 和 i+ 1 处

选取垂直于 y 轴的两个单位截面, 它们之间的距离为 Δy . 微元的体积为 1·Δy. 参照文
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献[ 6] , 两个截面之间所构成的微元的两个边界在 Δt 时间过程中分别从图 1. 4的虚线位置

移动到实线位置, 微元的体积也发生了变化, 构成“运动微元”. 我们的兴趣是分析“运动微

元”的热能平衡. 假设热的传递只在 y 方向进行,即一维热传导;微元体内热能随时间的改变

只与左右界面能量传递有关,当变域内没有化学反应发生也没有热源和热漏时, 根据能量守

恒定律,有下式成立:

�
�t

(Δyρicp i T i) = K i+ 1
ΔT
Δy i + 1

- K i
ΔT
Δy i

+ ρi + 1cp i + 1T i + 1 s
·

i + 1 - ρicp T i s
·

i , ( 1. 2. 1)

式中ρ为材料密度; cp 为比热容; T 为温度; K 为导热系数; s
·
为边界移动速率. 必须强调,

观察图 1. 4从虚线位置移动到实线位置的观察者所处的位置是在固定坐标系中, 该坐标系

就是“坐标原点始终固定在烧蚀边界的初始外表面上”的 ( t, y )坐标系,同时注意,“y 与 t 相

互独立”.有了这种共同认识, 才不至于发生思维混乱和运算错误. 然而微元体的体积 ( 1·

Δy )是随时间变化的, 即

d
dt

(Δy ) =
d
dt

1 - s( t)
N P - 1

=
- s
·

( t)
N P - 1

,

则( 1. 2. 1)式为

Δy
�
�t

(ρicp iT i) - ρicp iT i
s
·

( t)
N P - 1

= K i+ 1
ΔT
Δy i + 1

- K i
ΔT
Δy i

  + ρi + 1 cp i + 1 T i + 1 s
·

( t)
N P - i
N P - 1

- ρicp T i s
·

( t)
N P - i + 1

N P - 1
, ( 1. 2. 2)

同类项合并

ρi + 1cp i + 1 T i + 1 s
·

( t)
N P - i
N P - 1

- ρicp iT i s
·

( t)
N P - i + 1

N P - 1
-

1
N P - 1

  = (ρi + 1cp i + 1 T i + 1 - ρicp iT i) s
·

( t)
l - y

l - s( t)
.

将上式代入( 1. 2. 2)式, 全式除Δy ,当 Δy→0取极限得到下式:

�
�t
ρ∫

T

T
0

cp dT =
�
�y

K
�T
�y

+ s
·

( t)
l - y

l - s( t)
�
�y
ρ∫

T

T
0

cp dT . ( 1. 2. 3)

对于固体材料, 密度ρ和比热 cp 为常值. 导热系数 K 是温度的函数, 在所讨论的温度场中温

度变化不太剧烈时,可视为常数. 此时,方程( 1. 2. 3)化为

�T
�t

= α
�

2
T
�y

2 + s
·

( t)
l - y

l - s( t)
�T
�y

,  y ∈ ( s( t) , l) . ( 1. 2. 4)

方程 ( 1. 2. 4)考虑了“变域”为主要因素后所得到的热传导方程
[ 7]

, 称变域热传导方程.鉴于

物理实验中观察到的剥蚀现象已经抽象为“快烧蚀”规律,因此, 在相对于固定坐标系中观测

到域边界的变化特性,即 s( t)可以满足所需要的数学上的连续性性质.

1. 2. 2 定解条件

在外边界处,表面受到边界层的气动加热的实际热流为 q( t) . 假定烧蚀物的潜热为 L,

表面烧蚀速率为 s
·

( t) , 密度为ρ,不计辐射加热, 根据能量平衡,外表面边界条件为

ρL s
·

( t) - K
�T
�y y = s( t)

= q. ( 1. 2. 5)
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一般情况下舱内是空气,由于空气的导热系数很小, 可以认为内边界处绝热,有

- K
�T
�y y = l

= 0. ( 1. 2. 6)

初始条件为

t = 0, s( 0) = 0, s
·

( 0) = 0, T = T 0 ( y ) ,

t < t 1 , s( t) = 0, s
·

( t) = 0,

t ≥ t 1 , s
·

( t) ≠ 0, s =∫
t

t
1

s
·

( t) dt.

( 1. 2. 7)

于是,一维可变域热传导数学问题为

�T
�t

= α
�

2
T
�y

2 + s
·

( t)
l - y

l - s( t)
�T
�y

,  y ∈ ( s( t) , l) ,

ρL s
·

( t) - K
�T
�y y = s( t )

= q,

- K
�T
�y y = l

= 0,

( 1. 2. 8)

式中气动加热 q( t)的计算方法见附录 1A .

图 1. 5 固定坐标系和运动坐标系

1. 2. 3  �变域热传导方程与固定域热传导方程之间的

关系

将固定坐标系 ( t, y )的坐标原点 0 取在烧蚀过程的

初始外表面上. 站在该坐标系中能够观测到表面的移动

距离 s( t ) . 选取 (τ, η)坐标系的坐标原点 0′与移动边界

s( t) 固连(见图 1. 5) , 构成运动坐标系. 此时 η= η( t)是时

间 t 的函数,并与 y 轴平行. 同时取η为量纲一坐标. 站在

( τ, η)运动坐标系中观测到 η选取的域为 ( 0, 1) . 于是在

(τ,η)坐标系中的研究对象是固定域( 0, 1)的热传导问题.

假定均匀固体材料受热不膨胀也不收缩, 无化学反应、无

热源和热漏条件时. 根据固定域热传导方程 ( 1. 1. 1) , 有

下式

�T′(η, τ)
�τ

= α′
�2T′(η,τ)
�η2

,  η∈ ( 0, 1) ( 1. 2. 9)

成立.做变换

τ= t,

η=
y - s( t)
l - s( t)

.
( 1. 2. 10)

此时, η= 0时 y= s( t) ; η= 1 时 y = l. 两个空间的温度函数 T′(η, τ) = T ( y , t) ; α′是坐标中

的导温系数.同时有下式

�η
�t

= - s
·

( t)
l - y

( l - s( t) )
2 ,  
�η
�y

=
1

l - s( t)
.

方程( 1. 2. 9)式左端为
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