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论绪

计算机科学与技术学科是以数学和电子学科为基础发展起来的，该学科主要包含

两方面的内容：一方面是研究计算机领域中的一些普遍规律，描述计算的基本概念与模

型，其重点是描述现象，解释规律。另一方面是包括计算机硬件、软件（系统软件和应用

软件）在内的计算系统设计和实现的工程技术。因此，我们称这个学科为计算机科学与

技术学科。在科学的“发现自然规律”“、实验”和“计算”三个范型中，计算机科学与技术

学科的研究与实践主要涉及实验范型和计算范型，这也表明，有些研究可以是以理论研

究为主，有些研究可以是以实践为主。所以，对计算机科学与技术学科来说，理论和实

践教学都是非常重要的，而其中的理论是基础。按照计算机科学与技术学科方法论的

“抽象”“、理论”“、设计”三个过程来看，实际工作通过理论得到升华，而在理论指导下的

设计（实现）才可能是理性的、高水平的。实际系统设计的突破往往等待理论上的突

破 新理论的诞生。

简单地说，计算机科学与技术学科通过在计算机上建立模型并模拟物理过程来进

行科学调查和研究，它系统地研究信息描述和变换算法，主要包括信息描述和变换算法

的理论、分析、效率、实现和应用。

随着计算机科学与技术学科的发展，以及人们对该学科的认识的不断深化，我们认

为，该学科的根本问题是：什么能被（有效地）自动化。

问题的计算机求解建立在高度抽象的基础上，问题的符号表示及处理过程的机械

化、严格化等固有特性决定了数学是计算机科学与技术学科的重要基础之一，数学及其

形式化描述以及严密的表达和计算，是计算机科学与技术学科所用的重要工具。建立

物理符号系统并对其实施变换是计算机科学与技术学科进行问题描述和求解的重要手

段。学科所要求的计算机问题求解的“可行性”限定了从问题抽象开始到根据适当理论

的指导进行设计（实现）的科学实践过程“，可行性”所需要的“形式化”后呈现出的“离散
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特征”，实质上限定了计算机科学与技术学科进行问题求解的重要特征。

本章简要回顾离散数学中学过的部分基本概念和方法，以使读者能够顺利地进行

本书主要内容的学习。如果读者对这部分内容比较熟悉，建议快速地浏览

节，从而熟悉本书的符号使用方式和对问题的叙述方式。

另外，建议读者能较好地完成本章后面所列的习题，尤其是一些构造性的题目，以

及关于语言的所有题目，因为它们对后续内容的学习是十分重要的。

本章的主要内容有两部分：一是有关集合、关系、图、证明方法的基本知识；另外讲

述形式语言及其相关的基本概念。

集合的基础知识

集合论（ ）是德国数学家 ）于康托（ 年创立的，至今已经

历了两个阶段： 年以前称为朴素集合论，又称为康托集合论。在朴素集合论中，存

在着严重的集合悖论的问题。在朴素集合论刚出现时，人们认为找到了数学的基础，而

集合悖论的发现使得人们无比沮丧，觉得数学失去了重要的基础，甚至有人认为以严密

为重要特征的数学是不可靠的。为了避免集 于 年提合悖论，哲墨罗（

出了第一个集合论公理系统，后经富兰科尔（ ）和斯库利姆（

罗素也给出了关于集合的型的公理系统。同年，）的改进和补充，形成了

层 类型论。次理论

无论如何，人们还是公认集合论在数学中占有非常重要的地位，它的基本概念已经

渗透到许多领域。计算机科学与技术学科出现后，也将集合论作为其重要基础之一。

计算机科学与技术领域中的大多数基本概念和理论几乎都采用了与集合论有关的术语

来描述。

集合及其表示

集合是集合论中最原始的概念。我们只能给出它的非形式描述，以说明它的意义：

一定范围内确定的，并且彼此可以区分的对象汇集在一起形成的整体叫作集合（

简称为集。简单地说，集合是具有某种性质的对象的全体。构成集合的每一个对象称

为这个集合的一个成员，它们可以是具体的东西，也可以是抽象的概念。通常称集合的

成员为该集合的元素

例 集合的实际例子。

）北京市的所有交通工具汇集在一起构成一个集合。

北京市的所有公共汽车是一个集合。
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中国所有高等院校组成一个集合。

）某高校的所有院系构成一个集合。

全体自然数构成一个集合；全体有理数构成一个集合；全体实数构成一个

集合。

一个学校的所有班级的全体是一个集合；一个班的学生的全体是一个集合；一

个学生的所有用品的全体是一个集合。

构成一个集合。

学生、教师构成一个集合。

显然，对象和集合之间有这样一种关系：该对象要么是该集合的一个元素，要么不

是该集合的元素，两者必居其一。一个集合中的元素可能都在另一个集合中，也可能部

分在另一个集合中。一个对象可以是某一个集合的元素，它本身也可以是一个集合。

通常我们用大写的英文字母 ⋯和大写的希腊字母 ，⋯表示集合，用

小写字母 ⋯表示集合的元素。例如，一般地，

表示全体自然数集合

表示全体有理数集合

表示全体实数集合

表示字母的集合

关于集合和元素，我们用如下的记法：

如果 是集合 的一个元素，则记为 属，读作 于 ；否则记

， 不属于 不，或者 含读作

例 集合与元素。

） ，

，）

设 是中国所有高等院校组成的集合，则有

，北京清华大学 大学 ，北京工业大学

设北京工业大学表示该校所有院系组成的集合，则有

计算机学院 北京工业大学

集合可以用两种形式加以描述：

第一种形式称为列举法 ：将所有的元素逐一 ，读者能地列举在大括号

立即看出规律时，某些元素可用省略号表示。

例 集合的列举表示。

，（ ， ， ， 。
）

。，⋯，

含，或者 有

为

，（ ，

， ，

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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。

， 。，

， 。， ， ， ⋯ ，

与

。
且（

。

。

。
本科生，硕士研究生，博士研究生，进修生

在有的集合中，一个元素可以重复出现，这种集合称为多重集合。本书不考虑多重

集合的问题，所提到的集合均不允许一个元素重复出现。

由有限个元素构成的集合叫作有限集 ，又称为有穷集。由无穷多个元

素构成的集合叫作无穷集（ 。这是一个直观的描述，作为一个思考题，读者

可以根据定义 分别给有穷集和无穷集一个比较严格的定义。

定 如果集合义 之间有一个一一对应，则称它们具有相同的基数

，通常用 表 的基数。示集合

集合的基数又叫作集合的势。

对有穷集来说，它的基数就是它所包含的元素的个数。

例 有穷集合的基数。

且（

。

。， ⋯ ，

本科生，硕士研究生，博士研究生，进修生

为空集如果 ，则称 ，一般用 表示。

）和不无穷集可以分成可数集（ 或 可数集

。

｛本科生，硕士研究生，博士研究生，进修生

，， ， ⋯

值得注意的是，在使用列举法时，集合中元素出现的先后顺序是没有意义的。例

如， 表示的是同一个集合。

集合的第二种表示形式称为命题法（ ，其基本形式为

｝

其中 为谓词，表示此集合包括所有使 为真的

例 集合的命题表示。

（ ） （ ）

，

设 是一个无穷集，如果集合 与自然数集 ）具有相同的基数，则

称 是可数无穷的集合，简称 是可数的；否则，称 是不可数集。

例如，整数集、有理数集是可数的，实数集是不可数的。实数集的不可数性质可以
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进行证明。用著名的对角线法（ 在本书的后续章节中，有穷集和可数无

穷集是我们讨论的主要对象。如果读者不了解对角线法，建议查阅相应的参考书，因为

该方法是计算机科学中的一个非常重要的方法。

集合之间的关系

前面曾经提到，一个集合中的元素可能都在另一个集合中，也可能部分含在另一个

集合中。一个对象可以是某一个集合的元素，它本身也可以是一个集合。这就是说，集

合之间有着不同的关系，显然，这些关系是集合所表示的对象之间关系的一种抽象，这

就是子集和相等的概念。

定义 设 是两个集 的元素，则合，如果集合 中的每个元素都是集合

的子集 的包集（ 。记作是集合 （称集合 ，集合 是集合

也可记作

包含在集 读作集合读 合作集合 包中； 含集合

的充要条件是：由定义可知 对于 ，均有 。为了简， 中的每一个元素

洁 是起见， 的充要条件记为

或者

此外，今后还会经常地使用如下全程量词和存在量词：

”表示“对 ；　所有的 ”表示“存在一个

按照此约定，有

成立，

也就是

成立。

例 子集。

，

⋯ ， ， ， ， ⋯ 。，⋯ ，

⋯ ， 。， ⋯ ，

⋯”。

） ， ， ，（

｛

）对任意集合

，，在此例 与（中， 是有差 个小别的， 中除了含有

写英文字母外，还含有 个大写英文字母，而这 个大写英文字母在 中

是没有的。直观上 是， ｝的真正的子集。

的真定义 ，设 是两个集合，如 且 ，，但 则称果 是
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子集 ，记作（

例 真子集。

， ，） ， ，（

， ⋯ 。，

种写法表达的意义不同。）

）对任意非空集合

根据包含的定义，

且，对任意 与的集合

集合。

定义 如果集合

，记作

对于任意集合

）（
。

且

。，则）如 果

。）如 果 ，则

。如果 是有穷集，且 ，则

）如 ，则对果 ，有

如果 ，则对 ，有

）如 ，则果 且

如果 且 ，则

。
）如 果 ，则

） 且如果

集合的运算

年招收了两个班的学生，其 表示，另一个班的学某专业 中一个班的学生用

表示，那么如何表示这两个班的学生呢？显然，这两个生用 班的学生应该是 中的

中的元素合并在一元素和 起构成的集合。为了解决类似的问题，和其他数学系统一

样，我们在集合中引入若干种运算。当然，引入运算的最初目的是为了如上所提由已知

集合获取新的集合，但是，除此之外，我们还能通过所引入的运算的特性，而达到获取相

关集合的特性、简化所得公式等目的。

本节简单介绍集合的几个基本运算。

， ⋯， ，⋯ ， ，

（注意， 也成立，但这

与 有互相包含、互为子集的关系，而

也有互相包含、互为子集的关系，因为它们实际是同一个

含有 与集合的元素完全相同，则称集合 相等

，我们不难得到如下结论：

并且 ，但

，或 且 ，则者
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并

定义 设 的并（与 是一个集合，该集合中的元素

要么是 的元素，要么是

或者

” 并为并运算符， 与 的并）。

例 集合的并。

。
）设 ，则

）设 紫，青，绿，橙，黑 ，则 紫，青，绿，橙，黑，

。红，黄，蓝，白

。

）设 ，则

）设 紫，蓝，青，绿，橙，黑 ，则

绿，橙，黑，红，黄，蓝，白｝。

对任意集合

（
。

）

。

。

。
）

。

定义 设

⋯

可记为

设

⋯

是两个集合，

的元素，记作

读作

红，黄，蓝，白

红，青，黄，蓝，绿，白 紫，青，

，不难证明以下结论：

下面将集合的并推广到多个和无穷多个集合上。

是 个集合，则它们的并

， ，使得

⋯是一个集合的无穷序列，则它们的并

，使得

可记为

当一个集合的元素都是集合时，我们将这样的集合称为集族。设 是一个集族，

则 中的所有元素的并为

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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交

是设 两个集合定义 与 的交（，

，又属于 的所有元素组成，由既属于 记作

且

如果 ，则称 与 不相交。

与交 的交”为交运算符， 读作 ）。

例 集合的交。

。
）设 ，则

）设 是哈尔滨工业大学

班的当过尔滨工业大学 工人或者农民的同学 ，则

。
学 班的来自于南方的并且当过工人或者农民的同学

）设 ，则

）设 红，青，黄，蓝，绿，白

。
蓝，绿

对任意集合 ，不难证明以下结论：

。
（ ）

。

。

。

。
（

， 。
（

（
。

。

。

是一个集合，该集合是

班的 是哈来自于南方的同学

是哈尔滨工业大

紫，蓝，青，绿，橙，黑 ，则 青，

）

（

根据交的基本定义，读者可以用与定义 类似的方式将集合的交推广到多个和

无穷多个集合上。

差

定义 设 的差与 （ ）是一个集合，该集合是是两个集合， 由

属于 ，但不属于 的所有元素组成，记作

且
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”为减（差）运算 减 之差）。与符 读作

集合例 的差。

）设 ，则

班的来自于南方的同学）设 是哈尔滨工业大学

，则班的当过工人或者农民的同学尔滨工业大学

。学 班的来自于南方的并且没有当过工人或者农民的同学

。）设 ，则

）设 红，青，黄，蓝，绿，白 紫，蓝，青，绿，橙，黑

。黄，白

。）设 ，则

。，）设 则

对任意集合 ，不难证明以下结论：

）
。

。
）

。
）

。

。

。

且

，记作

。

“

是哈

是哈尔滨工业大

，则 红，

（

（

） （

）（

定义 设 是两个集合， 与 的对称差（ ）是一个集合，

但不属于 ，以及属于 但不属于 的所该集合由属于 有元素组成，记作

且 或者

显然，对集合 ，有

） （

“④”为对称差运算符， 对称减 与 的对称读作 差）。

笛卡儿积

定义 ）设 是两个集合 与， 的笛卡儿积（ 是 个集

合，该集合由所有这样的有序对（ 组成，其中

｛ 且

”为集合的笛卡儿积运算符， 读作 叉乘 与 的笛卡儿积）。

例 集合的笛卡儿积。

）设 ，则

是任意的正奇数， 是任意的正偶数
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，

，绿）， ，青），

。

，则

， ，，）， ，（ ，（

，， ， ，， 。
），

开，关

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

定义 设 的幂集（ ）是一是一个集合， 个集合，该集合由

。有子集组成，记作

读作 的幂集。

例 集合的幂集。

， ，，则）设

设有红、绿、黄、白四种不同颜色的标志，问这些标志的不同取法有哪些？

为解决此问题，设 红，绿，黄，白 ，则

，， ，， ， ， ，， 红，白黄 白 红，绿红 绿 红 绿，黄，黄

，，， ， ， 。红，黄黄，白 红，绿，黄 绿，，白 红，绿 黄，白 红，绿，黄，白，白

，则）设 红，绿，青

，青） ，青），，绿），，红） ，红）， ，绿）， ，红），，

，青，红） ，绿） ）

）设

， ， ， ， ，， ，，（ ）， ）， ），（ ，（ ），（ （

， ， ， ，

个电灯，设楼上、楼下共有两个开关控制同 开关的状态有两种：开、关。设此

状态集为集合 ，则系统开关的状态可用如下集合表示：

（开 ，开）（，开 ，关）（，关 ，开）（，关 ，关）

对任意集合 ，不难证明以下结论：

。
（ ）

） ） （

） （

（ ） （

当 为有穷集时，

幂集

的所

。

，绿，白
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。

。

。

。

。

。

。

上的一个集叫作论域。如果集合 是论域 合，则

于对 上的集合的讨论。

定义 设 是论 的补集（域 上的一个集合，

合，该集合由在 中，但不在 中的所有元素组成，记作

。
补集又叫作余集。有的书上使用其他符号表示补运算，如

）的补集（ 中 的补集）。子集

例 集合的补集。

。
设 ，则

设 是论域， 是 上的集合，则有下列结论：

（ ）

。

如果 ，则

。

且

。

种取法。例如 红，绿 表示取红、中的每个元素对应一种取法，共有 绿两个，

表示标志；红，绿，黄，白 表示取全部标志； 什么标志都不取。

，不难证明以下对任意集合 结论：

）

（ ）

如果 是有穷集，则

）如果 ，则

集

在实际工作和生活中，我们都会在一定的范围内讨论问题，我们把讨论问题的范围

。在这里对集合的讨论均限

是一个集

， 读 （关于论域作

）是著其中（ 名的 公式的简单形式。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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关 系

具有某种性质的一些对象可以组成一个集合。这就是说，集合描述的是事物。但

世界上的事物是运动的、变化的，它们既相互区别，又相互联系。我们用关系这一个概

念来反映对象（集合元素）之间的联系和性质。

元关系

我们希望关系能够表达集合中元素之间的联系和性质。实际上，关系的概念正是

建立在日常生活中关系的基础上，用来抽象地表达这些关系的。例如，一个班的同学中

存在有同龄、同乡、成绩好、 的兴趣不同等各种关系。集合 和集合

元素之间存在大于、大于等于、小于等关系。下面先从通常意义下的大于、小于关系的

描述开始，逐步给出二元关系的描述。

的元素之间存在的小于关系集合 和集合 有

， ， 。

， ， ， 。

， 。
）， ，（ ） ），

的

，， ， ， ， 。， ） ，，

， ， ， ， ，， 。
｛ ｛

到集合 的

设 的二元关系

。

满足关系 称为定义

。当

上的二元关系，有

， ， ，，

存在的大于关系有

，

现在将小于关系换一种表示方法，如 表示成（ ，这样我们可以将集合

和集合 的元素之间存在的小于关系表示为

， ，（ ）
，

，（ ）， ， ，，（

这是一个集合，我们将其记作 。类似地，可以将集合 和集合

元素之间存在的大于关系表示为

， ， ， ，， ， ，｛（

并记为 。显然，

，， ， ，｝

可见，集合 ｝的不同的二元关系实际上是

不同子集，而“ ”和

｝只是表现形式不同罢了。于是，我们有

定义 是 到两个集合，任意的 是

，表示 与 ，按照中缀形式，也可表示为

域（ 称为值域（ 时，则称 是 上的二元关系。

定义 设 是
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）如果 ，有（对任意 是自反的（，则称一个

是反，）如 有（ ，果对任意一个 则称 自反的（

当） 时，必有如果对任 则称意的

。

，当（ 和（ 同时成立时，必有

，当 和（（ 同时成立时，必有（

。称 是传递的（

条件（ ）合并在一起叫作关系的三歧性。

例 关系的性质。

”关系是自反的、对称的、传递的。

”关系是反自反的、传递的。

”关系是自反的、反对称的、传递的。

集合之间的包含关系是自反的、反对称的、传递的。

整数集上的模 同余关系是自反的、对称的、传递的。

通常意义下的父子关系是反自反的、非传递的。

通常意义下的兄弟关系是反自反的、传递的。

通常意义下的祖先关系是反自反的、传递的。

等价关系与等价类

定义 上的二元如果集合 关系 是自反的、对称的、传递的，则称 是等价

关系（

例如，实数集上 ”关系，整数集上的模的“ 同余关系，通常意义下的“在同一个学

校工作”的关系“，户口在同一个省、市”的关系等都是等价关系。

在“在同一个学校工作”的限制下，我们将全国的教师分成不同的集合，每个集合对

应一所学校。按照不考虑兼职问题和其他的类似“不在册”等问题的假设，每个教师在

且仅在一个学校对应的集合中。而在“户口在同一个省、市”的限制下，我们将全国人民

分成不同的集合，每个集合对应一个省、市。按照我国现行的户籍制度，每个人在且仅

在一个省、市对应的集合中。由此，我们可以考虑利用集合 上的等价关 将 划系

分成若干个等价类。

⋯
， ， ⋯ ，

设 是集定 合义 上的等价关系，则满足如下要求的 的划分

称为 关于 的等价划分， 称为等价类（

⋯

是对称的

（

）如果 ，则称对任意的

是反对称的（

，则）如果对任意的

（ ） ⋯ 。



第 14 页

）如 果 ，则

中的对任意的 任意 恒成立。两个元素

中对任意的 的 和任 中的任意元素意元素

分成的等价类的个我们把 将 上的指数（在数称为

具有有穷指数；分成有穷多个等价类，此时称 可将有时候，

价类，此时称 具有无穷指数。

等价例 类。
“ ”关系将自然数集

非负整数集上的模

，，， ， ， ⋯

， ， ⋯， ， ，

，， ， ， ， ⋯

，， ， ， ⋯，

， ，， ， ， ⋯

。

关系的合成

在日常生活中，关系是可以合成的。例如，“父子”关系，“父女”关系就可以合成为

“祖孙女”关系。张宏是张春的父亲，张春是张燕的父亲，所以，张宏是张燕的爷爷。形

式上，可以描述为

（张宏 父子，张春）

（张春，张 父女燕）

（张宏，张燕） 祖孙女

这就是说，关系“父子”与“父女”合成关系“祖孙女”，这个合成要求“父子”在前“，父女”

在后。显然“，父女”在前“，父子”在后是无法合成的。而“父女”在前“，母子”在后是可

以合成的。

定义 设 到 的关系，到是 的关系 是 则 与

恒不成立。

。有 可时候，

分成将 无穷多个等

分成无穷多个等价类：

同 分成 个等价类：余关系将

｛

年某计算机学院 名，分成 个班，按同班同学的关系划招收本科生

分，这 个同学分成 个等价类，每个等价类对应一个班。

值得注意的是，给定集合 就确定了 的一个等价类。当上的一个等价关系

给定 的一个新的等价类。另一个不同的等价关系时，它会确定

例如，令 ，通常意义下的“ ”将 分成 个等价类：

如果取 ，则 分成将

，两个等价类：
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的合成

且

为了方便起见，约定在今后的叙述中，如果意义明确，关系的合成运算符“ ”可以省

略不写 可以写成，如

上例 １－１６ 设 是集合 的关系，其中

（结合律）

（右分配律）

（左分配律）

１．２．４递 归 定 义 与 归 纳 证 明

在后续章节中，我们会用到一些递归定义及相关的表示方法。利用它们能够很方

便地表达一些对象，也能够比较容易地处理相应方式下定义出来的对象，包括算法和证

明。我们先介绍递归定义。

递归定义（ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ）又称为归纳定义（ｉｎｄｕｃｔｉｖｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ），我们用它来

定义一个集合。通常一个集合的递归定义由三部分组成：

（１）基础（ｂａｓｉｓ）：它指出某一些对象是该集合的元素，定义了该集合的最基本的元

素，使得被定义的集合是非空的。

（２）归纳（ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ）：它指出用集合中的元素来构造集合的新元素的规则。归纳

的形式一般为：如果ａ，ｂ，ｃ，⋯，ｄ是被定义集合的元素，则用某种运算、函数或者组合方

法对这些元素进行处理后所得的结果也是集合中的元素。

（３）极小性限定：指出一个对象是所定义的集合中的元素的充要条件是该对象可

以通过有限次地使用基础和归纳条款中所给的规定构造出来。

上述三条中的前两条会因定义的对象不同而不同，但第三条基本上是一样的。所

以，在许多时候，我们只强调对第一条和第二条的叙述，而省略对第三条的叙述，这通常

是不会引起误解的。

到 的关系是 。
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著名的斐波那例 ）数的定义：契（

基础： 是第一个斐波那契 是第二个斐波那契数。数，

归纳：如果 是 是第个斐波那契数，则第个斐波那契数，是第

为大于 的正整数。个斐波那契数，这里 等于

和（ 的数才是斐只有满足（ 波那契数。

根据上述定义，我们从第一个斐波那契数开始，将这些数依次排列，就构成了斐波

那契数列：

，， ， ， ， ， ， ， ， ⋯

我例 们可以按下列方法定义算术表达式：

基础：常数是算术表达式，变量是算术表达式。

归纳： 是表达式，则如果

）是算术表达式 为函数名， 与表示 的乘积，，其中

表示 的 次幂。

和（ 的表达式才是算术表达只有满足（ 式。

次幂下面用递归方式定义关系的 。

定义 如下递归定义：设 是 上的二元关系，则

。
） ）（

，， ， ， ，⋯ ）。

递归定义提供了一种良好的定义方式，使得集合中元素的构造规律明确地表现出

来，这也给集合性质的归纳证明提供了良好的基础。归纳法证明与递归定义相对应，由

三步组成：

基础：证明该集合的最基本的元素具有性质

归纳：证明如果被定义集合的元素 具有 ，则用某种运算、函性质

。数或者组合方法对这些元素进行处理后所得的结果也具有性质

由归纳法原理，集合中的所有元素具有性质 集合具有性质

。例 对有穷集合 ，证明

证明：设 为一个有穷集合，现施归纳于

，而时，由幂集定义， ，从而基础：当

所 对以有 成立。

归 时结论成立，这里纳：假设 ，往证当 时结论成立。

为此，不妨设 ，这里 ，即

由幂集的定义知
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｛

由 所以于

由

）

所以

故

显然， ，由归纳假设知

从而有

这就是说，结论对 成立。

例

前缀形式为＋

的前缀形式为

式可以用这里定义的前缀形式表示。

证明：设 为例

的个数实施归纳。为了叙述方便，设

基础：当

归纳：假设

由于 中含有

时，我① 当 们知道

前缀形式 ，从而 的前缀形式为＋

② 当

时 和③ 当 ，

设 ， 对应的前缀形式分别为

④ 对

论，它们对应的前缀形式分别为：

的构造方法知 ，使道，可以按如下方法构造一个一一对应

）由归纳法原理，结论对任意有穷集合成立。

表达式的前缀形式是指将运算符写在前 的面，后跟相应的运算对象。如

的前缀形式为＋ 的前缀形式为

。证明例 所定义的表达）的前缀形式为

所定义的表达式，现在对 中所含的运算符（包括函数引用）

中含 个运算符。

时，表达式为一个常数或者变量，结论显然成立。

时结论成立，这里 ，往证当 时结论成立。

个运算符 必是如下形式之一：，所以

中的运算符的个数 有对应的，由归纳假设，为

时，用与①相同的方式进行讨论，可得 的前缀形式为

中所含的运算符 ，由归纳假的个数分别小于等于

，从而 的前缀形式为

，　 的情况进行类似的讨
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