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　　【内容简介】　本书系统地介绍了信号相位匹配原理及其应用。首先讲述了信号

相位匹配原理的信号处理方法，其内容包括利用三元阵和多元阵的信号相位匹配原理

的数学表达式；利用三元阵的信号相位匹配原理在复平面表示的几何解释；接收信号

相位和幅度不一致性对信号估计及空间方位估计影响的分析等。最后介绍了该原理

在信号参数估计、波达方向估计及高分辨方位估计等方面的应用。

本书所论述的信号相位匹配原理是无须信号、噪声统计假设的求解信号的方法，是

不同于常规和现代信号处理方法的另类方法，这一方法为信号处理开拓了新的途径。
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前　　言

将本书的信号处理原理称为“信号相位匹配原理”是经过了近
十年的研究后，对其物理意义深入理解的结果。
笔者涉足信号处理领域完全是一个偶然的机会。那是在

１９９３年，我的多年至交请我帮忙找个学生解决“低信噪比条件下
的信号估计”问题，以满足隐身目标的辐射噪声测量要求。这是属
“极微弱信号估计”问题，它是目前许多信号处理专家致力解决的
难题。对于“半路出家”的我就更难。我只能老老实实从头开始，
首先对目前已有的噪声抵消方法，如自适应噪声抵消法、利用神经
网络法、子波变换法和混沌分形法进行研究并加以改进，以期能用
于极微弱信号的估计，但结果却令人失望。正当“山穷水复疑无
路”时，Ｇ．Ｊ．Ｏｒｒｉｓ等人的一篇论文《相位匹配的噪声抵消》中的仿
真结果说明，能从信噪比为－１００ｄＢ的条件下估计信号，这给我
“柳暗花明又一村”的感觉。但深入研究结果后知道，该方法只有
在信号中的环境噪声谱已知时才能从信噪比为－１００ｄＢ的条件下
估计信号，当噪声谱存在起伏时，信号估计性能急剧下降。但是它
给我一个启发：即当信号和噪声线性可加时，可实现在复数域求解
信号。
在复数域求解信号的探索过程经历了很长一段时间。首先，

分析了Ｏｒｒｉｓ相位匹配法抵消噪声原理的物理意义及其优缺点，
以及可改进的方法；然后，研究了利用二元、三元阵接收信号来求
解期望信号的方法；最后，发现只有利用三元阵接收信号才能获得
期望信号的实部与虚部，但必须假设三个阵元接收信号中的噪声此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



功率必须近似相等。因此一开始定义这种方法为“噪声功率匹配
法”。利用该方法在信噪比为－３０ｄＢ的条件下进行仿真，获得了
令人满意的结果，真是喜出望外。因为信号相位匹配原理是无须
信号、噪声统计假设的求解信号的方法，它是不同于目前已有的信
号参数估计的另类方法。这种另类方法要融入常规和现代信号处
理并非易事。此后笔者加强信号处理的基础知识学习，并对该方
法进行深入的仿真计算，以求对该原理的物理意义、误差产生的原
因及在工程中应用的可行性有更深入的理解。在发表论文方面，
将该原理与应用相结合，而不是采取原理的纯数学分析。经过近
四年的不懈努力，终于渡过了最困难的时期。近四年来，已在国内
重要刊物发表有关论文１７篇，获得包括国家自然科学基金项目等
多项资助。更令人可喜的是完成了信号相位匹配原理的目标定向
的消声水池和水库实验研究，实验结果证明利用该原理的定向算
法具有超指向性和超增益的优越性能以及良好的工程应用前景。
根据目前我们对该原理物理意义的理解，将这种信号处理原理由
“噪声功率匹配原理”改为“信号相位匹配原理”。
尽管研究工作已经走过了“万事开头难”的过程，但是要将该

原理应用于实际工程尚待解决的问题还很多。笔者对可应用该原
理的方面亦有诸多设想，但是由于实际条件的限制，也难以实现。
因此用出版“小册子”（还称不上专著）的方法将该原理公布，一方
面是敬请信号处理专家赐教，使该方法得以逐步完善；另一方面使
感兴趣的研究者能在其研究领域得到改进、应用。如果能做到这
一点，那笔者这几年的辛勤劳动就没有白费，也达到了写作本书的
目的，这就是对笔者的最大安慰。由于知识水平有限，错误和不当
之处在所难免，欢迎读者批评指正。
本书分为六章。第１章介绍了信号相位匹配原理的信号估计

算法中用到的一些基本知识。第２章是本书的核心，叙述了信号
相位匹配原理的基本思想、数学表述、物理解释、误差分析和利用

２ 信号相位匹配原理及其应用



多元阵的目标方位及信号估计的算法等。相干干扰抵消是信号处
理中的难题之一，第３章研究了利用信号相位匹配原理的相干干
扰抵消原理，干扰幅度起伏，以及截断误差对干扰抵消的影响。第

４章阐述了利用三元阵和多元阵的信号相位匹配原理的定向算
法，其中包括了大量的实验结果，从理论仿真和实验两个方面证明
了信号相位匹配原理定向算法具有超指向性和超增益的优越性，
这也是提出信号相位匹配原理的初衷。第５章叙述了信号相位匹
配原理在正弦信号参数估计、时延估计和信号检测中的应用。第

６章是试图利用信号相位匹配原理分辨同一常规波束中两个和三
个源方位的高分辨方位估计，在此仅仅做了一些仿真工作，尚待深
入研究。参考文献中有关信号相位匹配原理的论文均是作者近年
来发表的，其中大量的有关阵列信号处理的文章对从事阵列信号
处理的研究者极有参考价值。
在近十年中，王惠刚、孙轶源、张小蓟、刘理、梁红、肖卉、杨建

华、王敏庆、姜小权等先后参加了研究工作，他们在不同的研究阶
段陪伴我渡过了最艰难的时刻，这是令笔者难以忘却的。
在这里，要特别感谢杨士莪院士自始至终对该研究工作的鼓

励、帮助和支持，他的支持是笔者能长期坚持不懈努力的动力。在
研究工作初期，感谢马远良院士和保铮院士提出的宝贵意见。
信号相位匹配原理及其应用研究，历经十年，在研究过程中先

后获得国防科学技术工业委员会的基础科研项目、国家自然科学基
金项目、航空科学基金项目、航天创新基金项目和陕西省自然科学
基金项目的资助。没有这些资助，研究工作难以为继，特别是在最
困难的初期，那更是雪中送炭。为此，笔者表示深切的感谢。
最后，对有关学术论文提出过宝贵意见的专家和读者表示衷

心感谢。

孙进才

２００４年１０月

３前言
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书书书

第１章　基本知识

本章简要介绍书中将会用到的一些有关信号处理的方法，

其中主要涉及最小二乘（ＬＳ）法、奇异值分解（ＳＶＤ）法和常规波
束形成（ＣＢＦ）法，为以后的讨论提供必要的基础知识。

第１节 　 最小二乘法

考虑矩阵方程

ｘ＝Ａθ＋ε （１．１）

其中，ｘ＝ ［ｘ１ ｘ２ … ｘＮ］Ｔ，为一观测值向量；Ａ是Ｎ ×ｐ
（ｐ≤Ｎ）维的系数矩阵，ｘ和Ａ为已知；θ＝［θ１ θ２ … θｐ］Ｔ

是ｐ维未知参数向量；ε＝ ［ε１ ε２ … εＮ］Ｔ 是Ｎ 维“拟合误
差”向量，它也是未知的。现在提出的问题是：如何利用已知的ｘ
和Ａ来确定θ？

为了确定θ，选择这样一种准则：使误差平方和

∑
Ｎ

ｉ＝１
ε２ｉ ＝εＴε＝ （ｘ－Ａ^θ）Ｔ（ｘ－Ａ^θ） （１．２）

为最小。这种估计方法叫最小二乘（ＬＳ）法；θ的估计值记作^θＬＳ，

称为θ的最小二乘估计值。将误差的平方和展开，得

εＴε＝ｘＴｘ－ｘＴＡ^θ－^θＴＡＴｘ＋^θＴＡＴＡ^θ （１．３）

将上式对θ^求导，得

ｄεＴε
ｄ^θ ＝－２ＡＴｘ＋２ＡＴＡ^θ （１．４）



也就是说，^θ必须满足

ＡＴｘ＝ＡＴＡ^θ （１．５）
这个方程有两类不同的解：
第一类：ｒａｎｋ（Ａ）＝ｐ
由于ＡＴＡ非奇异，我们称θ是可识别的，换言之，^θＬＳ是由

θ^ＬＳ＝ （ＡＴＡ）－１ＡＴｘ （１．６）
惟一确定。
第二类：ｒａｎｋ（Ａ）＜ｐ
在这种情况下，由不同的θ均能得到相同的Ａθ值。显然观

测向量ｘ可以提供有关Ａθ的某些信息，但我们无法区别对应于
同一Ａθ值的各个不同的θ值，因此，称θ是不可识别的。更一般
地讲，如果某参数的不同值给出在抽样空间上的相同分布，则
称这一参数是不可识别的。
定理１（ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ定理）　 令ｘ是一可表示为ｘ ＝

Ａθ＋ε的随机向量，其中Ａ是Ｎ×ｐ（ｐ≤Ｎ）维矩阵，其秩为ｐ；

θ是一个未知向量，ε为一误差向量。若Ｅ（ε）＝０，ｖａｒ（ε）＝σ２Ｉ，
其中σ２ 未知，则对线性参数函数β＝ＣＴθ的任何一个别的无偏
估计值珘β，有Ｅ（^θＬＳ）＝θ，且ｖａｒ（ＣＴ^θＬＳ）≤ｖａｒ（珘β）。

ＧａｕｓｓＭａｒｋｏｖ定理表明，当误差向量的各分量具有相同
的方差，而且各分量不相关时，最小二乘估计在方差最小的意
义上是最佳的。
证明 　 因为Ｅ（ε）＝０及ｖａｒ（ε）＝σ２Ｉ，可以求出

Ｅ（ｘ）＝Ｅ（Ａθ）＋Ｅ（ε）＝Ａθ （１．７）
及

ｖａｒ（ｘ）＝ｖａｒ（Ａθ＋ε）＝ｖａｒ（Ａθ）＋ｖａｒ（ε）＝
ｖａｒ（ε）＝σ２Ｉ （１．８）

因此有
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Ｅ（^θＬＳ）＝Ｅ［（ＡＴＡ）－１ＡＴｘ］＝ （ＡＴＡ）－１ＡＴＥ（ｘ）＝
（ＡＴＡ）－１ＡＴＡθ＝θ （１．９）

利用这一结果，有

Ｅ［ＣＴ^θＬＳ］＝ＣＴＥ［^θＬＳ］＝ＣＴθ＝β （１．１０）

故ＣＴ^θＬＳ是无偏的。由于珘β是一线性估值，所以它可用珘β＝ｂＴｘ的
形式来表征。又由于珘β是β的无偏估计值，故对任意θ可得

ｂＴＡθ＝ｂＴＥ（ｘ）＝Ｅ（ｂＴｘ）＝Ｅ（珘β）＝β＝ＣＴθ（１．１１）
结果有ｂＴＡ＝ＣＴ。现在有

ｖａｒ（珘β）＝ｖａｒ（ｂＴｘ）＝ｂＴｖａｒ（ｘ）ｂ＝σ２ｂＴｂ （１．１２）
类似地，有

ｖａｒ（ＣＴ^θＬＳ）＝σ２ＣＴ（ＡＴＡ）－１Ｃ＝σ２ｂＴＡ（ＡＴＡ）－１ＡＴｂ
（１．１３）

比较ｖａｒ（ＣＴ^θＬＳ）和ｖａｒ（珘β）可知，为了证明本定理，必须证明

ｂＴＡ（ＡＴＡ）－１ＡＴｂ≤ｂＴｂ （１．１４）
或等价证明Ｉ－Ａ（ＡＴＡ）－１ＡＴ是半正定的。大家知道，若Ｆ２＝Ｆ，
则矩阵Ｆ是幂等矩阵，而且任一幂等矩阵都是半正定的。因此，
容易验证Ｉ－Ａ（ＡＴＡ）－１ＡＴ 是幂等矩阵，从而定理得证。

第２节 　 奇异值分解与最小二乘法

奇异值分解（ＳＶＤ）法主要用于线性方程组求解。与该方程
组相关联的矩阵不仅表征所期望解的特征，而且还常常传达动
态性能的信息。因此，应该研究此特征矩阵的特性。首先了解一
下有关奇异值分解的定理。
定理２　 令Ａ是一个ｍ×ｎ维复数矩阵，则分别存在一个

ｍ×ｍ维和一个ｎ×ｎ维酋矩阵Ｕ 和Ｖ，使得

Ａ＝ＵΣＶ （１．１５）
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式中，上标“”表示矩阵的共轭转置；Σ是一个ｍ×ｎ维对角
阵，其中主对角线上的元素是非负的，并按下列顺序排列：

σ１１ ≥σ２２ ≥ … ≥σｈｈ ０
式中，ｈ＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ）。
一个实的酋矩阵Ｕ 又叫正交矩阵，即有Ｕ－１ ＝ＵＴ。对角元

素σｋｋ（ｋ≤ｈ）称为矩阵Ａ的奇异值，矩阵Ｕ和Ｖ分别叫作矩阵

Ａ的左奇异矩阵和右奇异矩阵，而Ｕ ＝ ［ｕ１ ｕ２ … ｕｍ］和

Ｖ＝ ［ｖ１ ｖ２ … ｖｍ］的列向量ｕｉ和ｖｊ分别称为矩阵Ａ的左奇
异向量和右奇异向量。
众所周知，非零的奇异值对应于非负Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ阵ＡＡ 和

ＡＡ的特征值的正平方根，而且，Ｕ（或Ｖ）的列对应于非负

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ阵ＡＡ（或ＡＡ）的适当排列的正交特征向量。
奇异值σｋｋ包含了有关矩阵Ａ的秩的特征的有用信息。这很

容易通过考虑下面的问题加以说明：求秩为ｋ的ｍ×ｎ维矩阵，
使得它在Ｆｒｏｂｅｎｉｏｕｓ范数意义上可最佳逼近Ａ，这里假定ｋ≤
ｒａｎｋ（Ａ）。

ｍ×ｎ维矩阵差Ａ－Ｂ的Ｆｒｏｂｅｎｉｏｕｓ范数定义为

‖Ａ－Ｂ‖Ｆ ＝ ∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
｜ａｉｊ－ｂｉｊ｜［ ］２ １／２ （１．１６）

现在寻找一个ｍ×ｎ维而秩为ｋ的矩阵Ｂ，并能使上述范数
为最小。这一逼近问题的解可以用下面的定理来描述。
定理３　在Ｆｒｏｂｅｎｉｏｕｓ范数意义下，能使最佳逼近ｍ×ｎ维

矩阵Ａ的惟一ｍ×ｎ维，且秩ｋ≤ｒａｎｋ（Ａ）的矩阵由

Ａ（ｋ）＝ＵΣｋＶ （１．１７）
给定，其中Ｕ和Ｖ如式（１．１５）所示，而Σｋ是通过在Σ内令除ｋ
个最大的奇异值以外的所有其他奇异值都等于零后得到的对

角阵。这一最佳逼近的质量由
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‖Ａ－Ａ（ｋ）‖Ｆ ＝ ∑
ｈ

ｉ＝ｋ＋１
σ２ｉ［ ］ｊ １／２

　　（０≤ｋ≤ｈ）（１．１８）

描述。
上述定理表明，Ａ（ｋ）逼近Ａ的程度取决于（ｈ－ｋ）个最小的

奇异值的平方和。当ｋ接近于ｈ时，这一求和将变得越来越小，
并在ｋ＝ｈ时最终趋于０。
考虑线性方程

Ａｘ＝ｂ （１．１９）
的求解。其中Ａ是ｍ×ｎ维矩阵，ｘ是ｎ×１维向量，ｂ是ｍ×１维
向量。在参数估计等许多信号处理问题中，通常ｍ＞ｎ，这样的
方程组称为超定的，其最小二乘解ｘ由

ｘ＝ （ＡＡ）－１Ａｂ （１．２０）
确定，其中Ａ＋＝ （ＡＡ）－１Ａ 叫做Ａ的最小二乘逆矩阵或简称
广义逆矩阵。现在用奇异值分解法来求解线性方程组。
首先，可以把

珘ｘ＝Ｖｘ　　（ｘ＝Ｖ珘ｘ） （１．２１）
看成是利用Ｖ 对ｘ进行的一种正交变换（也可认为是一种旋
转变换），将ｘ上的各点变换到了珘ｘ上的各点。同样地，也可以利
用Ｕ 对ｂ做正交变换，即

珘ｂ＝Ｕｂ （１．２２）
也就是将ｂ上的各点旋转一定角度后变为珘ｂ上的各点。将奇异
值分解式（１．１５）代入式（１．１９）并利用式（１．２１）和式（１．２２），
可得

珘ｂ＝Σ珘ｘ　　（珘ｘ＝Σ－１珘ｂ） （１．２３）
于是，式（１．１９）的求解过程可以解释为一系列的线性变换操
作，即
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ｂ →
Ｕ
Ｕｂ＝

槇

ｂ →
Σ
Σ－１珘ｂ＝珘ｘ →

Ｖ
Ｖ珘ｘ＝ｘ （１．２４）

其中Σ的求逆Σ－１ 可由Σ－１ ＝ｄｉａｇ［σ－１１１ σ－１２２ … σ－１ｈｈ］直接
计算。
利用ＳＶＤ求线性方程组（１．１９）的最小二乘解比直接计算

式（１．２０）的稳健性要高。

第３节　波束形成

空间信号处理的关键是波束形成技术，即在一个特定的方
向上形成一个波束图案，使其能够从空间过滤出从该方向来的
信号。
指向性函数是声纳系统的最基本特征之一，它是声纳设计

者应当优先考虑的问题。从设计者主观愿望来说，总是希望当
基阵放在各向同性的均匀噪声场中时，指向性函数在目标方向
的响应为１，而在其他方向的响应为零。也就是说Ｄ（θ）近似于
狄拉克函数，或者至少具有尖劈形的图形，如图１．１所示。

图１１　 理想的指向性图
（ａ）δ函数；　　（ｂ）尖劈形函数

但实际上做不到这一点，这是因为Ｄ（θ）作为水听器信号
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的多元函数，它的取值并不是随意的。为了在实际使用中比较
各种不同指向性性能的优劣，要用到下面这些与指向性函数有
关的参量，某基阵的指向性如图１．２所示。

图１２　 指向性图

（１）主瓣方向：Ｄ（θ）达到极大值的方向称为主瓣方向（见
图１．２中θ＝０的方向）。

（２）主瓣宽度：从主瓣方向开始，Ｄ（θ）下降到１／槡２的地方
（假定ｍａｘ［Ｄ（θ）］＝１），称为主瓣半宽度，在图１．２中Ｄ（θ０）＝

１／槡２＝０７０７。于是２θ０ 就叫主瓣宽度，也叫半功率点宽度。
在有些特殊场合，如果Ｄ（θ）有零点，也把主瓣附近的第一

个零点的宽度叫主瓣宽度。今后，如果不进行特别的说明，凡是
谈到主瓣宽度的地方，一律指的是半功率点宽度。

（３）最大旁瓣高度：在如图１２所示的曲线中，除Ｄ（θ）为极
大值之外的次极大值都称为旁瓣。旁瓣与主瓣的比值就叫做旁
瓣高度。图１．２中所示的最大旁瓣出现在θ１ 方向。
阵列信号处理的主要目的就是要使基阵形成的波束图尽
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可能地满足一定的要求，当然波束图越接近理想波束图越好。
但实际上由于基阵孔径有限，因而理想的波束图是无法实现
的。通常要求主瓣有比较尖锐的指向性，且旁瓣低而平坦。
通常，波束形成是通过对阵元输出的信号进行延迟、加权

求和等运算来实现的。下文首先介绍基阵接收信号的表示方
法，然后介绍波束形成方法。

一、信号的窄带假设和解析表示

１信号的窄带假设
窄带信号是指相对于信号的载频（中心频率）而言，其带宽

远小于信号频率的信号。假设基阵接收的所有Ｄ个信号都符合
窄带假设条件，且具有相同的中心频率ω０，则信号可以表示为

ｓｄ（ｔ）＝Ａｄ（ｔ）ｃｏｓ［ω０ｔ＋φｄ（ｔ）］　（ｄ＝１，２，…，Ｄ）
（１．２５）

式中，Ａｄ（ｔ）和φｄ（ｔ）为随时间慢变的幅度和相位函数。也就是
说，幅度和相位只是空间位置的函数，而在时刻ｔ，在整个基阵
孔径上的变化是可以忽略不计的，那么对于第ｋ个阵元，有

ｓｄ（ｔ－τｋ（θｄ））＝
Ａｄ（ｔ－τｋ（θｄ））ｃｏｓ［ω０（ｔ－τｋ（θｄ））＋φｄ（ｔ－τｋ（θｄ））］≈
Ａｄ（ｔ）ｃｏｓ［ω０（ｔ－τｋ（θｄ））＋φｄ（ｔ）］

（ｋ＝１，２，…，Ｋ）　（１．２６）

２希尔伯特变换
对于窄带信号，可以用信号的复包络形式来表示，首先介

绍希尔伯特变换的概念。
在某些情况下，为了分析方便，需要把一个实的连续信号

ｓ（ｔ）表示成一个仅含正频率成分的复信号的实部。也就是说，
要寻找一个复信号ｚ（ｔ），它的频谱Ｚ（ω）仅有正频率成分，即
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