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我国高等教育正在由精英教育向大众化教育转变，在办学形式、学校定位、人才培养模式

和人才培养标准各方面出现了多样化发展趋势。特别是“九五”期间，国家加大了人才培养模

式的改革力度，积极推进面向２１世纪教学内容课程体系的改革，调整了专业目录，拓宽了专业

口径，重组课程体系。作为教学内容改革成果重要体现形式的教材既是体现教学内容、教学方

法和传播知识的有形载体和基本工具，同时又是深化教育教学改革、全面推进素质教育、培养

创新人才的重要保证。因此，要满足不同类型、不同层次人才培养的需要，体现高校各自的办

学特色，教材体系和内容也必然向多层次、多样化发展。

西安工业学院作为一所非重点院校，正在努力从教学型向教学研究型大学发展。目前基

本完成了从以工为主的单科性学院向多科性大学的转变，初步形成了大规模办学的本科专业

框架和“以工为主，理工文商相结合，突出制造技术”的办学特色。学校在坚持“在层次结构上，

以本科教育为主；在学科内涵上，以突出特色为主；在教学内容上，以夯实基础为主；在教学效

果上，以培养能力为主”的教学工作原则的基础上将人才培养目标确定为具备“扎实的理论基

础；宽厚的专业基础；娴熟的动手能力；适应竞争的综合素质”。

教材作为教学的重要载体就是要将学校的办学宗旨、培养模式、质量标准等信息传递给学

生，要培养出具有本校特色的教育产品，就必须把教材建设目标、学校办学目标和人才培养目

标统一起来。此次出版的公共基础课和技术基础课系列教材既体现了西安工业学院“十五”期

间全面系统地推进教学改革的优秀成果，又为学科和专业发展奠定了坚实的基础。该系列教

材从体系到内容都充分体现了学校的定位和办学特色。我们衷心希望它能对广大读者在夯实

基础、强化素质、提高能力方面起到积极作用。

西安工业学院
教材工作委员会

２００４年７月



前　言

　　实现四个现代化，这是当前大家十分关心的问题。谈到现代化，就离不

开机械化和自动化。在科学发达、技术进步的今天，自动化和现代化就好像

是双胞胎，各种生产机械、武器装备、科学仪器，凡是现代化的几乎也都是自

动化或半自动化的。因此，自动化水平的高低已经成为衡量工农业生产、国

防、科学技术现代化程度的显著标志之一。所谓自动化，简单地讲，就是机

器能自动模仿或代替人去做各种工作。为了适应现代化工作的需要，就必

须掌握自动化技术的基本理论。经典控制理论特别适合分析和处理单输

入、单输出的单变量线性定常系统的控制问题，而对于时变系统、复杂的非

线性系统以及多输入、多输出系统却显得无能为力，另外经典控制理论有局

限性，这表现在它是系统性能的端部描述，仅考虑输入和输出变量，且常是

零初始条件。

１９６０年前后提出的一种新方法———状态空间法，并逐步形成现代控制

理论。用它可以分析设计复杂的、高精度要求的系统，而且常采用对于控制

过程来说是直接的时域方法进行系统分析研究，因此，有可能针对由时域给

出的性能指标来实现系统的最优控制。这一方法比起经典理论依据复数

域、频率域的间接指标来定性地了解和评价系统的品质要直观得多。虽然

状态这个概念并不是一种新概念，长期以来就应用于经典力学和其他一些

领域中，例如相平面法就是二维状态空间法，但是从经典控制理论发展到现

代控制理论并不是方法上、理论上的简单延伸和推广，而是人们认识上的一

个飞跃。它使得人们通过直接量测的输入量与输出量进而认识了系统的状

态变量之后，就能更深刻、更全面地把握控制系统的运动规律。

现代控制理论包括的内容非常丰富，本书主要介绍其最基本的知识。

其中，第一至六章以线性定常系统为例，研究如何建立系统在状态空间的表

达式，并以此表达式作为系统的数学模型进而讨论系统的可控性、可观测性

及稳定性和极点配置等控制问题；第七章介绍多项式矩阵和矩阵分式；第八

至十二章扼要介绍最优控制的有关问题。第一章、第七章以及后续各章在

内容上有一定的独立性，可视具体情况适当取舍。



全书由李少康、林燕合编，其中林燕编写了第一章，李少康编写了其余各章并对全书进行

了统编。在本书的编写过程中，参阅了国内外大量同类书籍，在此对各位作者表示衷心感谢。

西安工业学院各级领导对本书的出版给予了大力支持和热情帮助，在此表示感谢。

编　者

２００５年１０月
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第一章　矩阵基本知识

阅读本章，读者应具备一定的线性代数知识。

１．１　基本概念和定义

矩阵常用来简化复杂的数学表达式。矩阵表示法并不能减少解数学方程式所需要的工作
量，但却常使方程式易于统一处理。
例如：ｎ个联立代数方程组

ａ１１Ｘ１＋ａ１２Ｘ２＋…＋ａ１ｎＸｎ ＝ｂ１
ａ２１Ｘ１＋ａ２２Ｘ２＋…＋ａ２ｎＸｎ ＝ｂ２
　　　　　

ａｎ１Ｘ２＋ａｎ２Ｘ２＋…＋ａｎｎＸｎ ＝ｂ

烅

烄

烆 ｎ

可用矩阵方程表示为

ＡＸ ＝Ｂ
矩阵定义：矩阵是按矩形阵列排列的若干个元素的集合，或者由ｍ×ｎ个元素有次序地排

列成ｍ行ｎ列的表，叫做ｍ×ｎ阶矩阵。
如ｍ×ｎ阶矩阵表示为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ
或 Ａ＝ ［ａｉｊ］ｍ×ｎ
式中，ａｉｊ 叫做矩阵的第ｉ行第ｊ列元素。
按国家标准规定，以黑体符号表示矩阵。
方阵：行数和列数相同的矩阵叫做方阵。值得注意的是，方阵与行列式是两个不同的概念。

ｎ阶方阵只是由ｎ２个元素排列成的一个正方形的表，而ｎ阶行列式却是由ｎ２个数按一定规律
进行运算，最后得到一个唯一的数值，即行列式表示一个数值。
列矩阵：只有一列的矩阵称为列矩阵，又称为列向量。

ｎ×１阶矩阵又称为ｎ维列向量，如

Ａ＝

ａ１１
ａ２１


ａｎ

熿

燀

燄

燅１

＝

ａ１
ａ２


ａ

熿

燀

燄

燅ｎ



行矩阵：只有一行的矩阵称为行矩阵，又称为行向量。

１×ｍ阶矩阵又称为ｍ 维行向量，如

Ｘ＝ ［Ｘ１１　Ｘ１２　…　Ｘ１ｍ］＝ ［Ｘ１　Ｘ２　…　Ｘｍ］
这样常可把矩阵看成是由列向量或行向量所组成的，如

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

熿

燀

燄

燅ｍｎ

＝ ［ａ１　ａ２　…　ａｎ］

式中

ａｉ ＝

ａ１ｉ
ａ２ｉ


ａ

熿

燀

燄

燅ｍｉ
或者

Ａ＝

ａ１
ａ２


ａ

熿

燀

燄

燅ｍ
式中

ａｉ ＝ ［ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ］

　　对角矩阵：若一个ｎ阶方阵Ａ除主对角线元素外，其余的元素都是零，就称Ａ为对角矩阵，
记为

Ａ＝

ａ１１ ０
ａ２２


０ ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
单位阵或幺阵：在对角矩阵中，当主对角线上的元素全等于１时，则称此对角矩阵为单位

阵（或幺阵），记为

Ｉ＝

１ ０
１
１


熿

燀

燄

燅０ １

＝ｄｉａｇ（１，１，…，１）

　　 零阵：指所有元素全等于零的矩阵，例如

Ｏ＝
０ ０ ０［ ］０ ０ ０

矩阵相等：两个矩阵Ａ和Ｂ只有在满足条件 ① 行数和列数分别相等；② 对应的元素都相
等时，才是彼此相等的，记为

—２—
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Ａ＝Ｂ
对称矩阵：如果方阵Ａ对于所有的元素满足条件ａｉｊ ＝ａｊｉ，那么方阵Ａ称为对称矩阵。

例如

６ ５ 　１
５ ０ １０
１ １０ －

熿

燀

燄

燅１

和
　１ －４
－４ 　［ ］１ 等均为对称短阵。

转置矩阵：如果ｎ×ｍ阶矩阵Ａ的行、列互换，那么由此而得的ｍ×ｎ阶矩阵叫做Ａ的转置
矩阵。以ＡＴ（或Ａ′）表示，如

Ａ＝
３ 　２ １
０ －［ ］１ ５

，　　　ＡＴ ＝
３ 　０
２ －１
１ 　

熿

燀

燄

燅５
　　 反号对称矩阵：如果方阵Ａ等于它的转置矩阵的负值，即Ａ＝－ＡＴ，那么方阵Ａ叫做反号
对称矩阵。
不言而喻，对称矩阵有Ａ＝ＡＴ。
共轭矩阵：如果矩阵Ａ的复数元素分别用它们各自的共轭复数来替换，那么由此得到的矩

阵叫做Ａ的共轭矩阵。用Ａ表示，如

Ａ＝
０ １ ０

－１＋ｊ －３－３ｊ －１＋４ｊ
－１＋ｊ －１ －２＋４

熿

燀

燄

燅ｊ
则

Ａ＝
０ １ ０

－１－ｊ －３＋３ｊ －１－４ｊ
－１－ｊ －１ －２－４

熿

燀

燄

燅ｊ
　　 逆阵：设有一个方阵Ａ，若存在另一个方阵Ｂ满足关系式

ＡＢ＝ＢＡ ＝Ｉ
则把方阵Ｂ叫做Ａ 的逆矩阵，记为

Ａ－１ ＝Ｂ
奇异矩阵：如果方阵所对应的行列式为零，则把该方阵称为奇异矩阵。
非奇异矩阵（满秩矩阵）：如果方阵所对应的行列式不为零，称之为非奇异矩阵。
矩阵的秩：矩阵Ａ的秩是Ａ中线性独立的列（或行）向量的最大数目（即列向量或行向量线

性无关向量的最大个数），或Ａ中包括的最大的非奇异矩阵的阶数，即矩阵所对应的不等于零
的子行列式的最大阶数。例如最大阶数为ｒ，记为

ｒａｎｋＡ＝ｒ
向量线性无关指的是，若

ｋ１ａ１＋ｋ２ａ２＋…＋ｋｍａｍ ＝０
式中，ａｉ为ｎ维向量；ｋｉ为常数，且ｉ＝１，２，…，ｍ，仅当ｋ１＝ｋ２＝ … ＝ｋｍ ＝０时，该式成立，
则称ａ１，ａ２，…，ａｍ 线性无关，否则线性相关。例如

ｒａｎｋ
０ １［ ］０ ０

＝１，　　　ｒａｎｋ
０ ０［ ］０ ０

＝０

余子式Ｍｉｊ：从ｎ×ｎ阶矩阵Ａ中去掉第ｉ行、第ｊ列所得的（ｎ－１）×（ｎ－１）阶矩阵所对
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应的行列式叫做矩阵Ａ的余子式Ｍｉｊ。
余因子式Ａｉｊ：矩阵Ａ中元素ａｉｊ 的余因子式定义为Ａｉｊ ＝ （－１）ｉ＋ｊＭｉｊ，也就是说方阵中元

素ａｉｊ 的余因子式Ａｉｊ 是用（－１）ｉ＋ｊ乘以从Ａ 中去掉第ｉ行和第ｊ列后构成的矩阵所对应的行

列式。

伴随矩阵：矩阵Ｂ，其第ｉ行和第ｊ列元素等于Ａｊｉ 时，称Ｂ为方阵Ａ 的伴随矩阵，记为

　　Ｂ＝ａｄｊＡ＝

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１
Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２
  

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ

，　　　　 即 　ｂｉｊ ＝Ａｊｉ

例如，求矩阵

Ａ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ
［ ］

２２

的伴随矩阵。

由于 　　Ａ１１ ＝ （－１）１＋１·ａ２２ ＝ａ２２；　　　Ａ１２ ＝ （－１）１＋２·ａ２１ ＝－ａ２１；

　　Ａ２１ ＝ （－１）２＋１·ａ１２ ＝－ａ１２；　　　Ａ２２ ＝ （－１）２＋２·ａ１１ ＝ａ１１

故 ａｄｊＡ＝
ａ２２ －ａ１２

－ａ２１ ａ［ ］
１１

可见，对于二阶矩阵其主对角线上的元素互换位置，其余元素数值不变，符号反号即构成

了原矩阵的伴随矩阵。

正交矩阵：若ｎ阶方阵Ａ 和它的转置矩阵ＡＴ 满足如下关系式：

ＡＴＡ＝Ｉ　 或 　Ａ－１ ＝ＡＴ

则称矩阵Ａ为正交矩阵。

三角矩阵：形如

ａ１１ 

ａ２２


０ ａ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
的方阵称为上三角矩阵。式中， 为任意数。

形如

ｂ１１ ０

ｂ２２



 ｂ

熿

燀

燄

燅ｎｎ
的方阵称为下三角矩阵。式中， 为任意数。

当ａ１１＝ａ２２＝ … ＝ａｎｎ ＝１，ｂ１１＝ｂ２２＝ … ＝ｂｎｎ ＝１时，分别称为单位上三角阵和单位

下三角阵。
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矩阵的迹：方阵Ａ的迹定义为主对角线上的元素之和，记为ｔｒＡ，即

ｔｒＡ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｉ

矩阵的范数：范数是一个度量数量大小的量。如同向量的范数一样，矩阵的范数也有许多

种定义方法。例如范数可以是最大元素的大小，也可以为矩阵中所有元素模之和。矩阵Ａ常用
的范数是

‖Ａ‖ ＝ ［ｔｒ（ＡＴＡ）］
１
２ ＝ ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ ）２

１
２

１．２　 基本运算

１矩阵的加减法
两个矩阵只有对应行数和列数相等时才能进行加减法运算。此时所构成的新矩阵其元素

由该两矩阵对应元素相加减而组成。

２矩阵的乘法
标量乘矩阵相当用该标量遍乘矩阵的每个元素，因此有

｜ａＡ｜＝ａｎ｜Ａ｜
式中，Ａ为ｎ阶方阵。
这与数乘行列式的法则是不相同的。
矩阵乘矩阵，只有第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数时两矩阵才能相乘。运算法则

是乘积矩阵的第ｉ行第ｊ列元素值为第一个矩阵第ｉ行的元素与第二个矩阵第ｊ列的元素对应
乘积之和，即

Ｃｍ×ｐ ＝Ａｍ×ｎＢｎ×ｐ

式中 ｃｉｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ

例如 ［１　０］　［］０１ ＝ ［０］
［］０１ 　［１　０］＝

０ ０［ ］１ ０
０ ０［ ］１ １

１ １［ ］０ ０
＝
０ ０［ ］１ １

，　
０ ０［ ］１ ０

０ ０［ ］０ １
＝
０ ０［ ］０ ０

１ １［ ］０ ０
０ ０［ ］１ １

＝
１ １［ ］０ ０

，　
０ ０［ ］０ １

０ ０［ ］１ ０
＝
０ ０［ ］１ ０

可见，矩阵相乘，一般不满足交换律，即ＡＢ≠ＢＡ。由矩阵乘法运算规则，很容易证明：
（１）ｔｒ（ＡＢ）＝ｔｒ（ＢＡ）。设Ａ为ｎ×ｍ阶矩阵，Ｂ为ｍ×ｎ阶矩阵，那么

Ｃｎ×ｎ ＝ＡＢ，　Ｄｍ×ｍ ＝ＢＡ

式中 ｃｉｉ ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｉ，　　ｄｋｋ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｋｉａｉｋ

则 ｔｒ（ＡＢ）＝ｔｒＣ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
∑
ｍ

ｋ＝１
ａｉｋｂ（ ）ｋｉ ＝
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∑
ｍ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ｂｋｉａ（ ）ｉｋ ＝∑

ｍ

ｋ＝１
ｄｋｋ ＝

ｔｒＤ＝ｔｒ（ＢＡ）
（２）（ＡＢ）Ｔ ＝ＢＴＡＴ。设

Ｃ＝ＡＢ，　ＣＴ ＝Ｅ，　ＢＴ ＝Ｆ，　ＡＴ ＝Ｇ，　Ｐ＝ＢＴＡＴ ＝ＦＧ
式中，Ａ为ｎ×ｍ阶矩阵，Ｂ为ｍ×ｐ阶矩阵，则

ｅｉｊ ＝ｃｊｉ ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ａｊｋｂｋｉ　　　

ｐｉｊ ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ｆｉｋｇｋｊ ＝∑

ｍ

ｋ＝１
ｂｋｉａｊｋ

可见 ｅｉｊ ＝ｐｉｊ
即 Ｅ＝Ｐ　 或 　（ＡＢ）Ｔ ＝ＢＴＡＴ

若Ａ，Ｂ为对称矩阵，则其积可以是非对称的，这是因为此时
（ＡＢ）Ｔ ＝ＢＴＡＴ ＝ＢＡ ≠ＡＢ

如
０ １［ ］１ ２

１ １［ ］１ ２
＝
１ ２［ ］３ ５

一般说来，矩阵相乘，乘积阵的秩不大于每个因子矩阵的秩，但若用满秩阵乘另一个矩阵

Ａ，则乘积阵的秩就等于矩阵Ａ的秩，另外有ｒａｎｋＡ＝ｒａｎｋ（ＡＡＴ）。

例如
０ ０［ ］１ ０

０ ０［ ］１ ０
＝
０ ０［ ］０ ０

，　
０ ０［ ］１ ０

０ １［ ］０ ０
＝
０ ０［ ］０ １

３分块矩阵
把一个矩阵进行分块运算不仅使得计算方便，而且矩阵之间的关系更为清楚明了，具有十

分重要的理论意义。矩阵分块不但要满足所有子块行数、列数之和，分别等于原矩阵的行数、列
数，而且根据不同的运算还应满足其他条件。
矩阵加减法运算时，两矩阵中相应子块应具有相同的行数和列数。
矩阵进行乘法运算时，第一个矩阵所分的子块的列数要与第二个矩阵所分的子块的行数

相同，且第一个矩阵的列子块所含列数应等于第二个矩阵相应行子块所含的行数，如

　
［Ａ１　Ａ２］
ｐ１ 　ｐ２

Ｂ１
Ｂ［ ］
２

ｑ１

ｑ２

＝ ［Ａ１Ｂ１＋Ａ２Ｂ２］

式中 ｐ１ ＝ｑ１，　ｐ２ ＝ｑ２
可见，矩阵分块后每个子块就如同矩阵的元素一样进行运算，但应该注意分块矩阵的转置

为两次转置，首先把子块行列互换，然后再把每个子块转置。如

Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ［ ］

２３

Ｔ

＝
Ａ１１Ｔ Ａ２１Ｔ

Ａ１２Ｔ Ａ２２［ ］Ｔ
４矩阵的初等变换（满秩变换，保秩变换）
矩阵的初等变换包含如下内容：
（１）矩阵的某一行（或列）乘以不为零的常数ｋ。
（２）矩阵的某一行（或列）乘以不为零的常数ｋ再加到另一行（或列）的对应的元素上去。
（３）对调矩阵的任意两行（或列）。
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利用矩阵的初等变换可求矩阵的秩，例如，设法使ａ１１ ≠０，其余同行同列的元素全为零，

然后再使ａ２２ ≠０，继续变换等等。

５矩阵的求逆运算
设有一个满秩的ｎ阶方阵Ａ，求它的逆阵常用三种办法：
（１）如果已知伴随矩阵ａｄｊＡ，则有

Ａ－１ ＝ １
｜Ａ｜

ａｄｊＡ

（２）利用矩阵的初等变换求逆。通常为方便起见，总是将原矩阵Ａ与单位阵Ｉ排列在一起，
同时进行初等行变换，当原矩阵成为单位阵Ｉ时，原单位阵就成为Ａ－１，即

［Ａ　　Ｉ］ →
初等行变换

［Ｉ　　Ａ－１］
（３）利用分块矩阵求逆。

１）分块矩阵呈对角线方阵。若

Ａ＝

Ａ１１
Ａ２２


Ａ

熿

燀

燄

燅ｋｋ
式中，Ａｉｉ 为子方块方阵，那么由乘法法则很容易验证

Ａｎ ＝

Ａ１１ｎ

Ａ２２ｎ


Ａｋｋ

熿

燀

燄

燅ｎ

Ａ－１ ＝

Ａ１１－１

Ａ２２－１


Ａｋｋ－

熿

燀

燄

燅１

２）分块矩阵求逆公式。设

Ａｎ×ｎ ＝
［Ａ１１］ｋ×ｋ　 ［Ａ１２］ｋ×（ｎ－ｋ）　
［Ａ２１］（ｎ－ｋ）×ｋ ［Ａ２２］（ｎ－ｋ）×（ｎ－ｋ［ ］

）

Ｂｎ×ｎ ＝
［Ｂ１１］ｋ×ｋ　 ［Ｂ１２］ｋ×（ｎ－ｋ）　
［Ｂ２１］（ｎ－ｋ）×ｋ ［Ｂ２２］（ｎ－ｋ）×（ｎ－ｋ［ ］

）

且ＡＢ＝ＢＡ ＝Ｉ，则 Ａ－１ ＝Ｂ
比较上式各元素相等的条件，得

① 若Ａ１１－１ 存在，则

Ａ－１ ＝
Ａ１１－１＋Ａ１１－１Ａ１２Ｂ２２Ａ２１Ａ１１－１ －Ａ１１－１Ａ１２Ｂ２２

－Ｂ２２Ａ２１Ａ１１－１ Ｂ［ ］
２２

（１ １）

式中 Ｂ２２ ＝ ［Ａ２２－Ａ２１Ａ１１－１Ａ１２］－１

如果Ａ１２ ＝Ｏ，则
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Ａ－１ ＝
Ａ１１－１ Ｏ

－Ａ２２－１Ａ２１Ａ１１－１ Ａ２２－［ ］１ （１ ２）

如果Ａ２１ ＝０，则

Ａ－１ ＝
Ａ１１－１ －Ａ１１－１Ａ１２Ａ２２－１

Ｏ Ａ２２－［ ］１
（１ ３）

② 若Ａ２２－１ 存在，则

Ａ－１ ＝
Ｂ１１ －Ｂ１１Ａ１２Ａ２２－１

－Ａ２２－１Ａ２１Ｂ１１ Ａ２２－１Ａ２１Ｂ１１Ａ１２Ａ２２－１＋Ａ２２－［ ］１ （１ ４）

式中 Ｂ１１ ＝ ［Ａ１１－Ａ１２Ａ２２－１Ａ２１］－１

如果Ａ１２ ＝Ｏ，则得式（１ ２），Ａ２１ ＝Ｏ，则得式（１ ３）。
无论用式（１ １）还是用式（１ ４）都可逐步求出方阵Ａ的逆阵，例如用式（１ １）求逆阵，其

步骤如下：
第一步：计算［Ａ１１］１×１ 的逆阵；
第二步：计算［Ａ１１］２×２ 的逆阵；
第三步：计算［Ａ１１］３×３ 的逆阵；
第四步：一直计算到［Ａ１１］ｎ×ｎ 的逆阵。

例如：求Ａ＝
　３ 　２ －１
　１ －１ 　２
－２ 　１ －

熿

燀

燄

燅１

的逆阵。

第一步：计算 ［Ａ１１］１×１－１ ＝ ［３］－１ ＝ １３
第二步：计算［Ａ１１］２×２－１。因为

［Ａ１１］２×２ ＝
３ 　２
１ －［ ］１ ＝

［Ａ１１］１×１ ［Ａ１２］１×１
［Ａ２１］１×１ ［Ａ２２］１×［ ］

１

由式（１ １）知

Ｂ２２ ＝ ［Ａ２２－Ａ２１Ａ１１－１Ａ１２］－１ ＝ ［－１－１×１３×２
］－１ ＝－３５

Ｂ１２ ＝－Ａ１１－１Ａ１２Ｂ２２ ＝－１３×２×
（－３５

）＝ ２５

Ｂ２１ ＝－Ｂ２２Ａ２１Ａ１１－１ ＝＋３５×１×
１
３ ＝

１
５

Ｂ１１ ＝Ａ－１１１ －Ａ１１－１Ａ１２Ｂ２１ ＝ １５
由此

［Ａ１１］－１２×２ ＝ １５
１ 　２
１ －［ ］３

用它作为第三步分块矩阵［Ａ１１］３×３ 的逆阵Ａ－１。
第三步：计算［Ａ１１］３×３－１ ＝Ａ－１。由于

　３ 　２ －１
　１ －１ 　２
－２ 　１ －








熿

燀

燄

燅１
＝
Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ［ ］

２２
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而 Ａ１１－１ ＝ ［Ａ１１］－１２×２ ＝ １５
１ 　２
１ －［ ］３

依式（１ １）可得

Ａ－１ ＝ １８

１ －１ －３
３ 　５ 　７
１ 　７ 　

熿

燀

燄

燅５
３）矩阵反演公式。比较式（１ １）和式（１ ４）中第一行，可得如下矩阵反演公式：

［Ａ１１－Ａ２２Ａ２２－１Ａ２１］－１ ＝Ａ１１－１＋Ａ１１－１Ａ１２［Ａ２２－Ａ２１Ａ１１－１Ａ１２］－１Ａ２１Ａ１１－１

Ａ１１－１Ａ１２［Ａ２２－Ａ２１Ａ１１－１Ａ１２］－１ ＝ ［Ａ１１－Ａ１２Ａ２２－１Ａ２１］－１Ａ１２Ａ２２－１

６矩阵的因式分解
将方阵Ａ分解成两个三角矩阵的乘积叫做矩阵的因式分解，即

Ａ＝ＬＤＵ
式中，Ｌ是单位下三角矩阵；Ｕ 是单位上三角矩阵；Ｄ是对角阵。
矩阵可进行因式分解的条件是：方阵Ａ的所有主子式非零。
利用矩阵乘法的结合律，上式可组合成为

Ａ＝Ｌ（ＤＵ） （１ ５）
或 Ａ＝ （ＬＤ）Ｕ （１ ６）
以式（１ ５）为例，由于Ａ的行由Ｌ相应行乘以（ＤＵ）阵得到，Ａ的列由Ｌ阵乘以（ＤＵ）阵相

应列得到，所以矩阵进行因式分解时，采用交替行列计算法就可求得（ＤＵ）和Ｌ各元素，即轮流
计算（ＤＵ）的第ｉ行和Ｌ的第ｉ列（ｉ＝１，２，…，ｎ）就可把矩阵Ａ分解成两个三角矩阵的乘积。

例如 　 Ａ＝
０ ２［ ］１ ３

＝
１ ０
ｘ１［ ］１

ｘ２ ｘ３
０ ｘ［ ］

４
＝

ｘ２ ｘ３
ｘ１ｘ２ ｘ１ｘ３＋ｘ［ ］

４

比较得 ｘ２ ＝０　　　ｘ３ ＝２
ｘ１ｘ２ ＝１ ｘ１ｘ３＋ｘ４ ＝３　　 无解

又如 　 Ａ＝
２ ２［ ］２ ２

＝
１ ０
ｘ１［ ］１

ｘ２ ｘ３
０ ｘ［ ］

４
＝

ｘ２ ｘ３
ｘ１ｘ２ ｘ１ｘ３＋ｘ［ ］

４

比较得 　　 ｘ２ ＝２　　　ｘ３ ＝２
ｘ１ｘ２ ＝２ ｘ１ｘ３＋ｘ４ ＝２

则 ｘ１ ＝１ ｘ４ ＝０

即 　 Ａ＝
１ ０［ ］１ １

２ ２［ ］０ ０
＝
１ ０［ ］１ １

２ ０［ ］０ ０
１ １［ ］０ １

说明不满足Ａ的所有主子式非零时，某些情况下Ａ仍能进行因式分解，但此时所得对角阵

Ｄ其主对角线上元素不全非零。

同理得 Ａ＝
１ ２［ ］２ ２

＝
１ ０［ ］２ １

１ ２
０ －［ ］２ ＝

１ ０［ ］２ １
１ ０
０ －［ ］２

１ ２［ ］０ １

一般地，若Ａ为对称矩阵，即Ａ＝ＡＴ，此时Ａ可分解为如下形式：

Ａ＝ＭＭＴ

式中 Ｍ ＝ 槡Ｌ Ｄ
—９—

第一章　矩阵基本知识


