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本书系统地介绍了微／纳米力学测试技术中最常用的压入和划入

技术及其典型应用。全书共分１３章。测试技术方面，内容涉及接触
力学、测试原理、方法、校准、仪器、力学参量、影响因素。典型应

用方面，内容涉及在表面工程、微机电系统、生物、高聚物和金属玻

璃等领域内的微／纳米力学行为的测试。
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前 言

微／纳米尺度材料和结构的力学行为的测试是工程技术界关注的

前沿问题，也是发展微／纳米尺度力学学科的基础。十多年来，通过

连续测量载荷和深度确定硬度和模量的压入技术飞速发展，基于该技

术发展起来的仪器，逐渐成为微／纳米尺度力学行为测试中的标准设

备。目前，大量有关测试原理和应用的科技文献出现在各类专业期刊

中，２００２年ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇＮｅｗＹｏｒｋＩｎｃ出版了《Ｎａｎｏｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ》
（纳米压入）一书。有关国际标准也已形成。为了适应目前国内微／纳

米尺度力学行为测试的需要，作者根据科研和技术服务的工作经验，

参阅了国外大量文献，主要从测试技术和典型应用角度编写了此书。

本书着重于实用性，除了对纳米压入和纳米划入技术进行较为系统的

理论和测试方法的介绍外，还将用较多的篇幅介绍该技术在各领域的

典型应用。

本书共分１３章。前５章分别介绍纳米压入和纳米划入测试技术的
发展和涉及的接触力学、测试原理、测试方法、校准技术；第６章～
第８章分别介绍纳米压入和纳米划入的测试仪器、力学参量的测试和
影响测试的因素；第９章～第１３章分别介绍该技术在表面工程、微机
电系统、生物、高聚物和金属玻璃等领域中的典型应用。最后，附录

回答具体测试中的一些常见问题。

本工作得到国家自然科学基金项目（１０３７２１０３）和中国科学院知
识创新工程项目（ＫＪＣＸ２ＳＷＬ２）的资助。
由于该技术涉及学科多，发展快，加上作者学识有限，在取材和

论述方面存在不妥之处，敬请广大读者批评指正。
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第１章 绪 论

力学性能是评价材料质量的主要指标，也是进行设计与计算的主要依据。在

过去的一百多年中，根据材料使用环境的要求，人们发展并使用不同的标准试验

测量其力学性能参数。一类是简单应力状态的试验，如单轴拉伸、压缩和扭转

等，主要获得材料的应力应变等数据，这是最常用、最直接的测试方式；另一
类是复杂应力状态的接触试验，如硬度试验，主要用来检验产品的质量和确定合

理的加工工艺，用以表征材料抵抗局部变形的能力，是衡量材料软硬程度的一种

性能指标［１］。

近年来，随着新材料的合成和制造工艺的提高，其特征尺寸越来越小。对于

尺度在１００μｍ量级以下的样品，会给常规的拉伸和压缩试验带来一系列困难。
例如，如何制作、夹持、对中（保持样品与载荷方向的同轴）微小样品，如何提

高载荷和位移测量的分辨力［２、３］。材料力学性能的测试方式也在悄然变化。原来

主要用于工业质量检测的硬度试验，由于工作方式简单，如仅在材料表面局部体

积内产生很小的压痕，于是又重新唤起对硬度试验的研究热情。目前，在微尺度

上相对比较材料力学性能方面，接触试验比较方便和有效，例如压入测试能提供

硬度和模量等，划入测试能提供诸如断裂起始的失效机理和区分韧性和脆性断裂

方式等的定量信息。目前，接触试验正逐渐成为微／纳米尺度力学测量的主要工

作方式。该方式也在不断地完善和发展，例如，如何提高测试技术获得精确的载

荷和位移，如何建立合适的力学模型从复杂应力状态中获得可靠的力学参量。

１１ 硬度的定义和分类

硬度是评价材料力学性能的一种简单、无损、高效的手段，已有近百年的应

用历史。关于硬度的定义，目前尚未统一。从作用方式上，可定义为“某一物体

抵抗另一物体产生变形能力的度量”；从变形机理上，可定义为“抵抗弹性变形、

塑性变形和破坏的能力”或“材料抵抗残余变形和破坏的能力”。无论如何定义，

在测量固体材料硬度时，总是将一定形状和尺寸的较硬物体即压针以一定的压力

接触被测材料表面。硬度为在最大载荷下的平均压力，与材料的弹塑性变形、测

量条件和方法有关，所以它不是一个基本的物理量［４］。从形式上看，硬度是材

料局部区域力学性能在特定条件下的整体表现。它是材料对外界物体机械作用，

如压入或划入局部抵抗能力的一种表现，反映了固体物质凝聚或结合强弱的程此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



度［５～１０］。从本质上看，硬度是否为在特定条件下几个力学性能参量如弹性模量

和泊松比、屈服应力和应变硬化指数等的组合？Ｔａｂｏｒ认为，金属材料的硬度随
压入变形的增加和硬化过程的产生，直接与单轴屈服应力相联系［５］。否则，硬

度测量只能作为材料力学性能的相对比较。

为了比较各种固体材料的软硬，人们定出多种不同的硬度标准及其测量方

法，归纳起来有：静态压入硬度（ｓｔａｔｉｃｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎｈａｒｄｎｅｓｓ），动态或回弹压入
硬度（ｄｙｎａｍｉｃｏｒｒｅｂｏｕｎｄｈａｒｄｎｅｓｓ），划入硬度（ｓｃｒａｔｃｈｈａｒｄｎｅｓｓ）［５～１０］。

图１１ 静态压入硬度的载荷范围

静态压入硬度测量，通过球

体、金刚石锥体或其他锥体将载荷

施加在被测材料上，使材料产生压

痕，即发生塑性变形；再根据总施

加载荷与所产生压入面积或深度

之间的关系，给出其硬度值。目

前，有关压入测试的国际标准ＩＳＯ
１４５７７［１１］根据施加载荷Ｐ和压入
深度ｈ 的范围分成：宏观硬度，

２Ｎ≤Ｐ≤３０ｋＮ；显微硬度，Ｐ＜
２Ｎ，ｈ＞０２μｍ；纳米硬度，ｈ≤
０２μｍ。近二十年来，随着各种表
面处理技术的迅速发展，微尺度的

压入测试逐渐成为研究表层材料

力学性能的标准试验。不同静态

压入硬度的测试方法见表 １
１［７、１２］，载荷范围见图１１［１２］。
动态或回弹压入硬度测量，将一个具有标准重量与尺寸的物体从某一高度

（具有一定的势能）下落到被测物体的表面，并从其表面弹起，根据回弹高度确

定被测物体的硬度值。该方法主要用于金属材料［６～８］。

划入法是在小曲率半径的硬质划针上施加一定的法向力，并使划针沿样品表

面刻划，通过样品表面的划痕来评价其硬度。它是测量块体材料或表面涂层材料

抗划入、摩擦、变形和薄膜附着力的方法［６～８］。

各种硬度的定义不同，测定的方法和适用的材料各异，彼此不能直接换算。

某些金属材料的硬度与其强度指标有一定关系，可通过简单、经济的硬度测量近

似求得强度指标［６～１０］。在高温下，金属材料的硬度随承载时间的延续而下降。

根据下降规律可近似求得材料的疲劳强度，从而减小耗时很多的疲劳强度试

验［６］。

２



表１１ 常用静态压入硬度测量方法比较［７、１２］

硬度试验 压头形状
压痕对角线

或直径／μｍ
压入深度

／μｍ
载荷

／Ｎ
测量方法 表面制备 应用范围 备 注

布氏（Ｂｒｉｎｅｌｌ）
ＨＢ

２５ｍｍ 或
１０ｍｍ直径球
体

１０００～５０００ ＜１０００ 钢 铁 用

３００００，软 金
属低于１０００

显微镜下测

压痕直径；换

算表上读值

为精确测量

直径，需精磨

表面 块状金属

使用轻载荷

的球形压头，

使表面的破坏

程度减至最小

洛氏（Ｒｏｃｋｗｅｌｌ）
ＨＲ

１２０°金刚石
锥 体， 或

１５９ｍｍ 直径
的球体

１００～１５００ ２５～３５０ 主载荷６００，
１０００， １５００；
副载荷１０

从显示屏上

直接读取硬度

值

通常不需要

特殊制备表面

块状硬材料 从压入深度

测量看，可用

于测量比布氏

试验薄的材料

表面洛氏

（Ｓｕｐｅｒｆｉｃｉａｌ
Ｒｏｃｋｗｅｌｌ）

１２０°金刚石
锥 体， 或

１５９ｍｍ 直径
的球体

１００～７００ １０～１００ 主载荷１５０，
３００，４５０；副
载荷３０

从显示屏上

直接读取硬度

值

抛光表面 用于薄样品 压痕尺寸和

载荷均比洛氏

小

维氏（Ｖｉｃｋｅｒｓ）
ＨＶ

两对面夹角

为１３６°的金刚
石正四棱锥

１０～１０００ １～１００ １０～１２００，
可低于０２５

显微镜下测

压痕对角线；

换算表上读值

光滑、清洁

的表面（呈镜

面）

用于表面层

和 薄 至 １μｍ
的样品

对于表面性

能变化的灵敏

度低于努氏硬

度试验

努氏（Ｋｎｏｏｐ）
ＨＫ

棱 夹 角 为

１７２５°和１３０°
的金刚石四棱

锥

１０～１０００ ０３～３０ ２～４０，可
低于００１

显微镜下测

压痕长棱对角

线；换算表上

读值

光滑、清洁

的表面（呈镜

面）

薄表面 用于脆性材

料或微观结构

及组分的研究

纳米压入

测量仪

ＨＩＴ

中心线与锥

面之间夹角为

６５３°的三 棱
锥

０１～１０ ００１～１ ≤０５ 实时测量压

入深 度 和 载

荷，直接获得

硬度和模量

光滑、清洁

的表面（呈镜

面）

超薄表面



１２ 纳米压入和划入技术的发展

材料制备的进步推动了纳米压入测试技术的发展。２０世纪８０年代早期，制
备的薄膜和表面改性层厚度越来越小。对显微压入测试，卸载后的压痕表面积通

常由残余压痕对角线获得。为了避免薄膜基体的影响，压入深度一般要控制在

１／１０膜厚的范围内。显微硬度测量仪器难以提供如此小的载荷，同时残余压痕
的尺寸也难以精确测量。例如，用光学显微镜测量，如果对角线为５μｍ维氏残
余压痕，测量不确定度为２０％；如果对角线为１μｍ，测量不确定度高达

１００％［１３］。显然，当残余压痕的尺寸在亚微米及其以下时，传统的光学显微镜由
于受放大倍数和分辨力的限制难以适用。于是，通过测量压入深度计算接触投影

面积的纳米压入测量技术应运而生。事实上，早在１９６１年，Ｓｔｉｌｌｗｅｌｌ和Ｔａ
ｂｏｒ［１４］就已经提出利用压入的弹性恢复测定力学性能的方法。而现代利用载荷深
度曲线卸载部分测量接触面积的处理方法可能开始于Ｂｕｌｙｃｈｅｖ等人［１５］在１９７５年
的工作。１９８１年Ｐｅｔｈｉｃａ［１６］首次将这种技术应用于离子注入金属表面的力学性能
测量中，１９８４年Ｌｏｕｂｅｔ等人［１７］使用这种方法进行１Ｎ量级载荷的测试，１９８６年

Ｄｏｅｒｎｅｒ和Ｎｉｘ［１８］将载荷测量拓宽到ｍＮ量级。１９９２年Ｏｌｉｖｅｒ和Ｐｈａｒｒ［１９］在Ｄｏ
ｅｒｎｅｒ和Ｎｉｘ［１８］工作的基础上完善了压入测量原理，奠定了纳米压入测量技术的
基础，这是目前最为流行的分析方法。

在许多工业应用中，了解机器部件表面的抗微摩擦磨损性能和变形机理是非

常重要的。以前，尽管划入测试包含了许多变形和破坏过程，但它不能提供定量

和重复的结果，仅作为一种定性的方法，应用受到限制。随着测试技术的发展，

载荷和位移传感器分辨力明显提高。目前，纳米划入测量仪主要针对法向力量程

为１０２ｍＮ量级的刻划能力而设计的，已能定量分析样品表面的微摩擦磨损行为
和描述划入变形机理。同以前的划入仪相比：载荷和位移的分辨力明显提高；改

进对临界载荷的确定方式［１２］。但是，由于作用较为复杂，不易建立相应的力学

模型，仍难以提供科学的硬度定义［２０］。

目前，纳米压入和划入方法是先进的微尺度力学测试技术。尽管人们对这种

新兴技术尚未完全认识，但是该技术已显示出良好的发展前景，吸引了材料科

学、力学、物理、化学、生物等多学科研究人员的兴趣，大量关于测量原理和应

用的科技文献出现在各类专业期刊中。美国材料研究学会（ＭＲＳ）定期召开这
方面的国际会议，并出版会议论文集［２１～２３］。所属的材料研究杂志（Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＭａｔｅｒｉａｌｓＲｅｓｅａｒｃｈ）分别于１９９９年６月［２４］和２００４年１月［２５］出版了相应的专辑。

１９９９年专辑的编辑ＡｄｒｉａｎＭａｎｎ等人在引言中预测，在不久的将来，纳米压入
测量仪将不仅成为纳米力学测量的标准仪器，而且在许多方面成为研究纳米尺度

４



物理现象的有力工具。２００４年专辑的特邀编辑ＹａｎｇＴｓｅＣｈｅｎｇ（郑仰泽）等人
在引言中总结了该技术在四个方面的进展：第一，测试仪器方面，目前已有多家

公司能制造出基于深度测量的高分辨力纳米压入测量仪，而且还发展了大载荷量

程的显微压入测量仪；基于扫描探针显微镜的接触共振技术已用于测量样品表面

的接触刚度、存储模量和损失模量等；集成先进的观察手段，如原位透射电子显

微镜（ＴＥＭ）和三维Ｘ射线显微镜，用以研究变形机制。第二，拓宽了材料行
为的测量范围，可测量硬度、模量、断裂韧度、蠕变特性、粘弹特性、温度变化

特性等。第三，扩大了材料种类的测量范围，不仅能测试金属、陶瓷、高聚物，

还包括表面工程系统、粉末、复合材料、微系统器件和生物材料等。第四，在分

析模型方面有了显著进展，提高了对压入测量的认识水平，发展了新分析方法，

如分子动力学模拟等。

目前，基于深度测量技术仪器的名称较多。从测试原理上看，是通过测量作

用在压针上的载荷和压入样品表面的深度获得硬度和模量的，所以称为深度测量

压入仪（ｄｅｐｔｈｓｅｎｓｉｎｇｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ，ＤＳＩ）。从工作方式上看，能连续记录加卸载
过程中的载荷和深度，所以称为连续记录压入仪（ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｅｃｏｒｄｉｎｇｉｎｄｅｎｔａ
ｔｉｏｎ）。从压入深度上看，一般控制在微／纳米尺度，要求测试仪器的位移传感器
具有优于１ｎｍ的分辨力，所以称为纳米压入仪（ｎａｎｏｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎ）。从载荷量程
上看，一般在１０２ｍＮ，所以称为超低载荷压入仪 （ｕｌｔｒａｌｏｗｌｏａｄｉｎｄｅｎｔａ
ｔｉｏｎ）［１２、２６］。２００２年的国际标准ＩＳＯ１４５７７称此类仪器为压入测量仪（ｉｎｓｔｒｕ
ｍｅｎｔｅｄｉｎｄｅｎｔａｔｉｏｎｔｅｓｔｉｎｇ）［１１］。目前，该类仪器主要用于测量材料微小体积内或
薄膜的硬度和模量，并不断发展用于测量其他力学性能参量。从实际的测试能力

来看，应称为微／纳米力学测量探针。下面，为了叙述上的统一，按国际标准称

为压入测量仪。对应的划入仪器，则称为划入测量仪。

１３ 纳米压入和划入技术的特点

１操作方便
纳米压入测量仪通过连续记录载荷和压入深度，从而获得材料的硬度和模

量。这种技术能从载荷位移曲线中直接获得接触面积，把人们从寻找压痕位置
和测量残余面积的繁琐劳动中解放出来，并可以大大地减小误差，适合于微／纳

米尺度压入深度的测量。

２样品制备简单
压入或划入深度一般控制在微米甚至纳米尺度，对样品的几何尺寸和形状无

特殊要求。例如，对薄膜、涂层、表面改性等样品，不需要将表层从基体上剥

离，可以直接给出材料表层力学性质的空间分布；能无损检测出活体昆虫翅膀等

５
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部位的力学性质；即使材料大到可以用其他宏观方法检测，该方法仍然是一种可

供选择的方法。

３测量和定位分辨力高
目前，商用压入和划入仪的载荷和位移分辨力已分别达到优于１００ｎＮ和

１ｎｍ的水平。商用仪器均装有样品定位平台，可以自动测量样品近表面的力学
性能的空间分布。目前，电动平移台的定位精度达到微米级，基本能满足微小结

构的定位要求。压电陶瓷定位分辨力达到纳米级，可以实现压痕和划痕的原位图

像扫描。详见第６章。

４测试内容丰富
连续记录的载荷深度数据中包含了丰富的力学响应信息。通过建立合适的

力学模型，可测量多种力学参量。目前，纳米压入测量仪可以获得硬度、模量、

断裂韧度、应力应变曲线、高聚物的存储模量和损失模量、蠕变特性、疲劳特
性、粘附等，纳米划入测量仪可以获得薄膜的临界附着力和摩擦系数等。详见第

７章。

５使用范围广泛
能应用于金属、陶瓷、高聚物、复合材料、表面工程系统、微系统器件、生

物材料等众多材料的测试。
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第２章 压入接触力学

微／纳米尺度力学测试结果的可靠性主要依赖于力学分析模型和测试仪器等。

本章简要介绍纳米压入文献中经常引用的力学公式，这些是以后各章的基础。该

内容主要取材于ＪｅｎｎｉｆｅｒＨａｙ编写的有关压入力学测试培训教材。
在实际压入测试中，已知力学性能的压针压入样品，基本测试量为作用在压

针上的载荷和压入深度。为了获得样品材料的某些力学性能参数，需要选择合适

的力学模型。当接触载荷足够小时，压入附近局部区域为弹性变形。随着载荷的

增加，最大剪应力处达到屈服极限，塑性变形区在周围的弹性材料内扩展，为弹

塑性转变阶段。当载荷进一步增加时，塑性区达到样品材料表面，压入变形进入

完全塑性阶段。下面，分别介绍这三个变形阶段所涉及的接触力学理论。

２１ 弹性接触

弹性半空间是具有一自由表面的、应力应变成正比的半无限固体。解这样的

弹性问题，意味着在弹性半空间内计算满足一定边界条件的变形和应力的分布。

Ｈｅｒｔｚ最早开展这方面问题的研究［１、２］。１９８５年Ｊｏｈｎｓｏｎ的《ＣｏｎｔａｃｔＭｅｃｈａｎｉｃｓ》
（接触力学）出版［３］，该书比较全面地总结了该领域的研究成果，系统介绍了各

种接触问题的解决方法。下面介绍的内容主要参考该书，部分内容列出了原始文

献。

图２１ 在Ｏ点接触的非协调表面

２１１ Ｓｎｅｄｄｏｎ解
在压入相关文献中，最常引用的弹性接触模型是Ｓｎｅｄｄｏｎ提出的［４］。在列出

弹性力学问题的方程之前，首先

对接触面做几何学上的描述。两

物体的非协调表面在图２１中的

Ｏ点接触，这个初始接触点始终
作为轴对称坐标系的原点。选Ｏｚ
轴与两表面的公法线一致，并分

别指向两物体的内部，于是ｚ＝０
平面是两表面的切平面。两物体

分别被认为是弹性半空间，每个

物体外形光滑。当两表面接触时，



其间距由函数ｆ（ｒ）描述。假设两物体是均匀各向同性的弹性体，其变形行为可
用两个弹性常数———弹性模量Ｅ和泊松比ν描述。
图２２是两物体在法向力Ｐ作用下的变形情况，ａ表示接触圆的半径。在法

向力作用下，两物体沿ｚ轴的位移分别为ｈ１和ｈ２。如果物体不变形，外形如图
中虚线所示。由于接触压力的作用，两表面平行于ｚ轴移动，位移量为ｕｚ１（ｒ，

０）和ｕｚ２（ｒ，０），指向物体内部的位移量为正。注意有ｈ１＝ｕｚ１（０，０）和

ｈ２＝ｕｚ２（０，０）。

图２２ 在法向力作用下的两物体变形

在压入测试中，感兴趣的是两物体之间的接近距离ｈ＝ｈ１＋ｈ２，这是可以测
量的位移量。在接触半径之内，总的与表面变形有关的位移为

ｕｚ１（ｒ，０）＋ｕｚ２（ｒ，０）＝ｈ－ｆ（ｒ） ｒ≤ａ （２１）
在接触半径之外，正应力

σｚｚ（ｒ，０）＝０ ｒ＞ａ （２２）
假设表面无摩擦

σｒｚ（ｒ，０）＝０ ｒ≤ａ （２３）
满足上述边界条件，Ｓｎｅｄｄｏｎ使用积分方法解Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ问题，给出了两物

体相互接近的位移ｈ和达到此位移的载荷Ｐ的公式，载荷为

Ｐ＝πＥｒａ∫
１

０
χ（ｔ）ｄｔ （２４）

式中

χ（ｔ）＝
２
π
ｈ－ｔ∫

ｔ

０

ｆ′（ｘ）

ｔ２－ｘ槡 ２
ｄ［ ］ｘ （２５）

定义无量纲径向坐标ｘ＝ｒ／ａ。如果在接触边缘，ｆ（ｘ）是光滑的，则有

ｈ＝∫
１

０

ｆ′（ｘ）

１－ｘ槡 ２
ｄｘ （２６）

９



则式（２４）可简化为

Ｐ＝２Ｅｒａ∫
１

０

ｘ２ｆ′（ｘ）

１－ｘ槡 ２
ｄｘ （２７）

式中，Ｅｒ是折合模量（ｒｅｄｕｃｅｄｍｏｄｕｌｕｓ）或复合模量（ｃｏｍｂｉｎｅｄｍｏｄｕｌｕｓ），表
示在压针和样品材料之间双向变形的能力，

１
Ｅｒ＝

１－ν２１
Ｅ１ ＋

１－ν２２
Ｅ２

（２８）

式中，Ｅ１和ν１是样品材料的弹性模量和泊松比，Ｅ２和ν２是压针材料的弹性模
量和泊松比。如果压针材料有很高的弹性模量，如金刚石，Ｅｒ则接近样品材料
的弹性模量。在Ｓｎｅｄｄｏｎ的原始分析中，假设压针为刚性的，如Ｅ２＝∞。如果
压针中有小位移，在式（２７）中使用Ｅｒ是合适的。
式（２６）和式（２７）是两弹性体法向接触的一般表达式。下面，分三部分

给出锥形、球形和圆柱压针作用在弹性半空间的解。

２１２ 锥形压针
研究半锥角为Ψ 的锥体和平面的弹性接触问题。在实际压入测试中，当使

用圆锥和棱锥时，该弹性接触模型普遍使用。首先，使用式（２６）和式（２７）
获得载荷和位移的表达式。其次，修正原始的载荷位移关系。最后，给出在接触

面和对称轴处的应力分布。

锥体的曲面函数

ｆ（ｒ）＝ｒｃｏｔΨ （２９）
如果使用无量纲径向坐标ｘ＝ｒ／ａ，有

ｆ（ｘ）＝（ａｃｏｔΨ）ｘ （２１０）
经微分为

ｆ′（ｘ）＝ａｃｏｔΨ （２１１）
由式（２６）可得位移即总的压入深度为

ｈ＝π２ａｃｏｔΨ
（２１２）

导致此位移的载荷为

Ｐ＝２Ｅｒａ２ｃｏｔΨ∫
１

０

ｘ２

１－ｘ槡 ２
ｄｘ （２１３）

使用ｘ＝ｓｉｎｔ，载荷为

Ｐ＝ π２Ｅｒａ
２ｃｏｔΨ （２１４）

式（２１２）和式（２１４）联立，消去接触半径后得

Ｐ＝２πＥｒ
（ｔａｎΨ）ｈ２ （２１５）
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式中，Ｐ和ｈ２成正比。如果压针是刚性的，当ｆ（ｘ）在ｘ＝１时，接触深度ｈｃ＝
ａｃｏｔΨ。与式（２１２）相比，当刚性锥体和平面接触时，接触深度和压入深度之
比为２／π。
其次，考虑接触产生的径向位移。Ｈａｒｄｉｎｇ和Ｓｎｅｄｄｏｎ［５、６］给出了当ｒ≤ａ时

的径向位移

ｕｒ（ｒ，０）＝
１－２ν
４（１－ν）ｒｃｏｔΨ ｌｎ

ｒ／ａ
１＋ １－（ｒ／ａ）槡 ２－

１－ １－（ｒ／ａ）槡 ２

（ｒ／ａ）
熿

燀

燄

燅２

（２１６）
该式右边为负，显示径向位移是向内的。注意，径向位移依赖于径向位置、

泊松比和ｃｏｔΨ。当自由表面半径为ｒ的点移动到最后径向位置ｒｓ，则有

ｒｓ＝ｒ＋ｕｒ（ｒ，０） （２１７）
由式（２１６）和式（２１７）可得

ｒｓ
ａ ＝

ｒ
ａ ＋

１－２ν
４（１－ν）ｃｏｔΨ

ｒ
ａ ｌｎ

ｒ／ａ
１＋ １－（ｒ／ａ）槡 ２－

１－ １－（ｒ／ａ）槡 ２

（ｒ／ａ）
熿

燀

燄

燅２

（２１８）
使用ｒ＝ｚｔａｎΨ，有

ｒｓ
ａ ＝

ｚ
ａｔａｎΨ＋

１－２ν
４（１－ν）

ｚ
ａ
ｌｎ
（ｚ／ａ）ｔａｎΨ

１＋ １－（ｚ／ａ）２ｔａｎ２槡［ Ψ

－１－ １－（ｚ／ａ）２ｔａｎ２槡 Ψ
（ｚ／ａ）２ｔａｎ２

］
Ψ

（２１９）

根据上式，将压针半锥角Ψ＝７０３°和三种泊松比的计算结果画成图２３。
这个角度具有特殊的意义，它和两种最常用的玻氏和维氏压针有相同的深度面
积比关系。对于ν＝０５的曲线，代表表面变形形状无径向位移的特例。Ｈａｙ、

Ｂｏｌｓｈａｋｏｖ和Ｐｈａｒｒ［７］由图２３说明，对模拟刚性压针产生的压入，边界条件式
（２１）～式（２３）虽然能获得解析解，但除了Ψ 接近９０°和ν＝０５的特例外，
并不太合适。为了确认这种看法，他们使用有限元方法检查各种角度锥形压针产

生的平面压入。有限元模拟时，指定样品的弹性常数Ｅ和ν，并采用两种边界条
件：第一种，使用边界条件式（２１）～式（２３）模拟Ｓｎｅｄｄｏｎ问题；第二种，
令在接触半径内的变形表面落在ｚ＝（ａｃｏｔΨ）ｘ线上。比较采用这两种边界条件
的模拟结果，发现在达到相同深度时第一种情况所需的载荷要比第二种情况大

１０％。式（２１５）是从第一种情况中获得的，可以重新从载荷深度数据中计算

Ｅｒ

Ｅｒ＝
π
２ｃｏｔΨ

Ｐ
ｈ２

（２２０）
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