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内 容 简 介

　　本书从函数的非线性逼近出发，介绍了多尺度几何分析方法和理论，以及在图像处理领域中的应

用。全书共１３章，第１章系统地介绍了推动多尺度几何分析发展的数学和生理学背景，综述了图像的

多尺度几何分析方法的历史沿革、最新成果及存在的问题；第２章从神经网络、统计估计、逼近论、调

和分析等角度研究了多变量目标函数的逼近问题，并指出了这一领域研究的有关问题以及在信号和图

像处理中的应用；第３章论述了基于脊波变换的直线特征检测方法；第４章介绍了脊波双框架系统；

第５章介绍了自适应连续脊波网络；第６～１３章分别介绍了曲线波、梳状波、子束波、楔形波、轮廓

波、条带波、方向波和剪切波的基本理论及其应用，应用范围涉及图像压缩、去噪、融合、分割和分类

等不同方面。本书从第３章起每一章都给出了相应的实验方法和实验结果。

本书可作为高校电子工程、信号与信息处理、应用数学等专业的高年级本科生或研究生的教材，

也可作为从事多尺度几何分析和数字图像处理方面研究工作的科技工作者的参考资料。
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第８章　子　束　波

８．１ 引　　言

　　　　　　　Ｄｏｎｏｈｏ和霍小明在２０００年提出了一种新的多分辨率图像分析框架，在
这个框架下，线段扮演的角色类似于点在小波分析中扮演的角色，称之为子
束波（Ｂｅａｍｌｅｔ）分析。本章的内容主要摘自文献［１］。

Ｂｅａｍｌｅｔ扮演了一个基本的理论逼进角色。Ｂｅａｍｌｅｔ链提供了对平面上
精密曲线的稀疏逼近表示，在一定意义上是最优的稀疏表示。Ｂｅａｍｌｅｔ理论
对于含噪声的细丝检测和边界寻找问题提供了正确的数据结构。Ｂｅａｍｌｅｔ金
字塔包含图像在所有尺度和位置上对线段的积分。在某些信号检测问题中，
通常的基于像素级滤波的探测器有很差的信噪比，因此有较低的检测概率。
然而隐藏在金字塔中的信息可以以较高的信噪比积分，完成用普通滤波或者
普通边缘检测所不能完成的任务。
近年来，Ｂｅａｍｌｅｔ变换逐渐受到重视，并成功运用到其他领域中。

Ｂｅａｍｌｅｔ变换和分析最初用来从含噪图像中恢复直线、曲线和块状区域［１］。
霍小明和 Ｄｏｎｏｈｏ在文献［３］中利用 Ｂｅａｍｌｅｔ变换提出了一种降噪方法。

Ｃｈｅｎ和霍小明提出了一种基于Ｂｅａｍｌｅｔ变换的图像编码［４］。Ｄｏｎｏｈｏ等人把

Ｂｅａｍｌｅｔ变换从二维扩展到三维，并运用到星云分析中［５］。
本章主要介绍了Ｂｅａｍｌｅｔ变换及其在图像处理中的应用，具体安排如

下：８．２节介绍了Ｂｅａｍｌｅｔ框架的构造；８．３节介绍了Ｂｅａｍｌｅｔ框架各个部分
的构造及实现；８．４节介绍了Ｂｅａｍｌｅｔ算法的算法设计；８．５节给出了本章小
结，概括了Ｂｅａｍｌｅｔ变换与小波变换相比所显示出的优越性。本章的内容主
要摘自文献［１］，来自Ｄｏｎｏｈｏ团队的工作。

８．２ Ｂｅａｍｌｅｔ框架的构造

　　　　　　　Ｄｏｎｏｈｏ在文献［１］中描述的Ｂｅａｍｌｅｔ框架包括Ｂｅａｍｌｅｔ字典、Ｂｅａｍｌｅｔ此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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变换、Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔、Ｂｅａｒｎｌｅｔ图、Ｂｅａｍｌｅｔ算法五部分。
（１）Ｂｅａｍｌｅｔ字典是在位置、方向和尺度范围内的二进结构剖分的线段

库，它提供了所有线段集合的多尺度逼近。
（２）Ｂｅａｍｌｅｔ变换是图像沿着Ｂｅａｍｌｅｔ字典中Ｂｅａｍｌｅｔ的所有线积分

集合。
（３）Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔是所有Ｂｅａｍｌｅｔ变换系数的集合，这些系数位于具

有等级的多尺度性质的数据结构中。
（４）Ｂｅａｍｌｅｔ图是一种图结构，在这里图像中的像素为顶点，连接每一对

像素的Ｂｅａｍｌｅｔ作为边。
（５）Ｂｅａｍｌｅｔ算法用Ｂｅａｍｌｅｔ图结构所决定的方法从Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔中

提取数据，如网络流算法、循环二进剖分算法。

Ｂｅａｍｌｅｔ分析除了其内在的吸引力之外，作为一种组织图像信息的模式，
它的应用跨越许多重要的科学领域。

·Ｂｅａｍｌｅｔ分析明显是一个不同于小波概念的基本多尺度思想，通过研
究它，会拓展我们对于多尺度分析的概念和多尺度分析所能完成任务的认
识。Ｂｅａｍｌｅｔ框架会使我们在多尺度思想的习惯上跳出小波分析的框架。

·Ｂｅａｍｌｅｔ理论对于含噪声的细丝检测和边界寻找问题提供了根本正确
的数据结构。Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔包含图像在所有尺度和位置上对线段的积分。

在某些信号检测问题中，通常的基于像素级滤波的探测器有很差的信噪比，

因此检测概率比较低。然而隐藏在金字塔中的信息可以以较高的信噪比积
分，完成用普通滤波或者普通边缘检测所不能完成的任务。

８．３ Ｂｅａｍｌｅｔ分析

　　　　　　　下面从一些术语和记号开始。我们对ｎ×ｎ大小的数字矩阵图像感兴趣，
把图像区域看做一个存在于单位正方形里［０，１］×［０，１］的函数，那么像素
就是排列在单位正方形内的１／ｎ×１／ｎ大小的阵列。用二进正方形Ｓ表示点
集｛（ｘ１，ｘ２）：［ｋ１／２ｊ，ｋ１＋１／２ｊ］×［ｋ２／２ｊ，ｋ２＋１／２ｊ］｝，这里对于一个整数

ｊ≥０，０≤ｋ１、ｋ２＜２ｊ。为了清晰起见，我们有时记为Ｓ（ｋ１，ｋ２，ｊ），所以

Ｓ（０，０，０）表示单位正方形［０，１］２，且如果我们有一个ｎ×ｎ二进栅格ｎ＝
２Ｊ，那么各个像素构成ｎ２ 个元素Ｓ（ｋ１，ｋ２，Ｊ），０≤ｋ１、ｋ２＜ｎ。

８．３．１ Ｂｅａｍｌｅｔ字典

　　　　　　　Ｂｅａｍｌｅｔ构造了一个具有二进特征的多尺度的有方向的线段集合，二进
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特征体现在线段的点坐标上始终是二进的，尺度也是二进的。它的产生步骤
如下：

（１）二进剖分：取所有在尺度０≤ｊ≤Ｊ的二进正方形集合。对于Ｋ≥０，
固定一个分辨率的量δ＝２－Ｊ－Ｋ。就是将单位正方形划分为更小的子正方形。

（２）顶点标记：在每一个二进正方形中，从右上角开始顺时针沿边界旋
转，相隔距离δ标记出等间隔的顶点。在一个具有边长为２－ｊ的方块中，正好
存在Ｍｊ＝４·２

Ｋ·２Ｊ－ｊ个顶点，称这个顶点集合为Ｖ（Ｓ）。
（３）顶点连接：在每个子正方形里连接任何一对顶点，Ｂｅａｍｌｅｔ就是指这

样的连线。
定义８．１：对于给定的二进ｎ和δ，以及某一个具有边长为２－ｊ（０≤ｊ≤Ｊ）

的二进正方形Ｓ，Ｂｅａｍｌｅｔ集合是所有属于某一个 Ｂδ（Ｓ）的 ｂｅａｍ 的集
合Ｂｎ，δ。
图８．１给出了Ｂｅａｍｌｅｔ的一些例子。

图８．１　在不同尺度下的Ｂｅａｍｌｅｔ（具有不同边长的正方形）

我们注意到Ｂｅａｍｌｅｔ仅连接在一个二进正方形的边界上的顶点，因而虽
然Ｂｅａｍｌｅｔ族由Ｏ（ｎ２）个顶点组成，但它却包含了远远少于Ｏ（ｎ４）的多个

ｂｅａｍ。这表明在整个Ｂｅａｍｌｅｔ集合中进行全局搜索要比在ｂｅａｍ集合中搜索
快得多。
尽管降低了基数，Ｂｅａｍｌｅｔ字典仍具有表达力。它包括了在各个尺度、位

置和方向的ｂｅａｍ。一个数量相当小的Ｂｅａｍｌｅｔ可用作对任意单个ｂｅａｍ的替
代。在文献［６］中证明了引理８．１。

引理８．１：端点在［０，１］２ 中任意位置的任何ｂｅａｍ可在 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离

δ／２＋１／ｎ中由一个连续的Ｂｅａｍｌｅｔ链（ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ）来逼近，其中ｂｉ∈Ｂｎ，δ，
这里所需的Ｂｅａｍｌｅｔ的数目ｍ是由８ｌｏｇ２（ｎ），ｎ＞２界定的。
这一概念见图８．２，该图用一系列Ｂｅａｍｌｅｔ近似为一条线段，该ｂｅａｍ的

两个端点是（０．３，０．８５）和（０．８５，０．１）。
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图８．２　由一个Ｂｅａｍｌｅｔ链所逼近的线段

８．３．２ Ｂｅａｍｌｅｔ变换

　　　　　　　令ｆ（ｘ１，ｘ２）为［０，１］２ 上的连续函数。ｆ的Ｂｅａｍｌｅｔ变换是所有线积分

Ｔｆ（ｂ）∫
ｂ

ｆ（ｘ（ｌ））ｄｌ，　ｂ∈Ｂｎ，δ （８．１）

的集合，这些线积分都是沿着线段ｂ∈Ｂｎ，δ积分的；这里ｘ（ｌ）沿着一个单位

速度路径描绘出Ｂｅａｍｌｅｔｂ。一个ｎ×ｎ阵列（ｆｉ１，ｉ２）的离散Ｂｅａｍｌｅｔ变换被理

解为定义在连续系统上具有插值（ｆｉ１，ｉ２）的函数ｆ的Ｂｅａｍｌｅｔ变换：

ｆ（ｘ１，ｘ２）＝∑
ｉ１，ｉ２

ｆｉ１，ｉ２ｉ１，ｉ２（ｘ１，ｘ２） （８．２）

这里（ｉ１，ｉ２）是指定的一族连续插值函数。存在几种选择ｉ１，ｉ２的方式，这里

仅用平均插值函数。令 Ｐｉｘｅｌ（ｉ１，ｉ２）表示正方形［ｉ１／ｎ，（ｉ１ ＋１）／ｎ］×

［ｉ２／ｎ，（ｉ２＋１）／ｎ］。函数ｉ１，ｉ２满足条件ｎ
２ ∫
Ｐｉｘｅｌ（ｉ′１，ｉ

′
２
）

ｉ１，ｉ２（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２ ＝

δｉ１，ｉ′１δｉ２，ｉ′２，这里δｉ，ｉ′是Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号，则ｆ符合：

ｆｉ１，ｉ２ ＝Ａｖｅ｛ｆ｜Ｐｉｘｅｌ（ｉ１，ｉ２）｝ （８．３）

图８．３　一幅数字图像的分段常数插值和它所对应的Ｂｅａｍｌｅｔ变换

换句话说，ｆｉ１，ｉ２的值可以看做是连续函数ｆ的像素级平均，如图８．３所示。
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８．３．３ Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔

　　　　　　　在传统应用中［７］，金字塔是一种表示尺度和基数概念的数据结构。存储
在较粗尺度下的数据可由任意细尺度下的数据推导出。
在这里Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔是所有积分Ｔｆ［ｂ］（ｂ∈Ｂｎ，δ）的集合。这一结构体

现了一个金字塔所具有的多尺度性质，但是仅在一个逼近的意义下表示这一
因果关系。
如果我们现在考虑一个理想的连续Ｂｅａｍｌｅｔ字典，由Ｂｅａｍｌｅｔ的定义，

当δ→０而得到，于是我们得到一个遵循二尺度关系的系统，每一个连续

Ｂｅａｍｌｅｔ在下一个较细尺度下可被分解成至少三个Ｂｅａｍｌｅｔ的并集。图８．４
表示了一个Ｂｅａｍｌｅｔｂ在一个更细的尺度下分解成三个Ｂｅａｍｌｅｔｂ１、ｂ２ 和ｂ３
的并集。我们从这一点得到的关键的分析性质是，一个粗尺度Ｂｅａｍｌｅｔ分解

为细尺度Ｂｅａｍｌｅｔ的分解ｂ＝∪ｉｂｉ给出Ｔｆ［ｂ］＝∑
ｉ
Ｔｆ［ｂｉ］。实际中当然使用

δ＞０，因此这个二尺度关系仅在逼近的意义下成立：在下一个较细尺度下，
存在至少三个Ｂｅａｍｌｅｔ的链，这个链偏离粗尺度Ｂｅａｍｌｅｔ至少δ。

图８．４　一个Ｂｅａｍｌｅｔ在下一个精细尺度下分解为三个Ｂｅａｍｌｅｔ

８．３．４ Ｂｅａｍｌｅｔ图

　　　　　　　与Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔相对应的是Ｂｅａｍｌｅｔ图。对应于一个ｎ×ｎ大小的图
像，这张图有（ｎ＋１）２ 个顶点，对应于来自于Ｂｎ，１／ｎ中的Ｂｅａｍｌｅｔ，Ｂｅａｍｌｅｔ图

有１６ｎ２［ｌｏｇ（ｎ）＋１］条边。Ｂｅａｍｌｅｔ图的两个顶点由一个边所连接，当且仅当
它们对应于那些左下角被Ｂｅａｍｌｅｔ所连接的像素。

在Ｂｅａｍｌｅｔ图中，一些顶点仅有最近邻连接，但许多其他顶点同样有到
顶点其他的连接，对应于像素的顶点可称为２、４、８、１６等像素距离。对于不
同顶点的不同连接见图８．５。此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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图８．５　一个Ｂｅａｍｌｅｔ图中不同顶点的不同连接图示

Ｂｅａｍｌｅｔ图与用在图像分析中的最近邻图相同［８～１０］。在最近邻图中，每
一个顶点也是对应于图像中的一个像素，但却仅连接对应于像素的顶点，这
些像素是它在图像中的最近邻（实际上存在两个变量———４邻近图（交叉连
接）和８邻近图（星形连接），对于我们来说，两者是相同的）。
在图８．６中，我们比较最近邻图和Ｂｅａｍｌｅｔ图中具有相同端点的最短路

径。图像大小ｎ＝１６，线段的两个端点是 ０，２（ ）１６ 和 １４１６，１２（ ）１６ 。Ｂｅａｍｌｅｔ图路
径上的顶点用符号来标记，最近邻图路径上的边用粗线段表示。Ｂｅａｍｌｅｔ
图中的路径包含３条边，而最近邻图中的路径有１４条边。

图８．６　由Ｂｅａｍｌｅｔ图和最近邻图中的路径所逼近的一条线段

８．４ Ｂｅａｍｌｅｔ算法设计

　　　　　　　Ｂｅａｍｌｅｔ算法可分为以下四层（以复杂性为序）：
（１）较简单的基于Ｂｅａｍｌｅｔ系数阈值处理。
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（２）适度简单的基于树结构的算法。
（３）基于根据Ｂｅａｍｌｅｔ图的Ｂｅａｍｌｅｔ系数局部利用的适度复杂的算法。
（４）基于根据Ｂｅａｍｌｅｔ图的Ｂｅａｍｌｅｔ系数全局优化利用的更复杂的算法。

８．４．１ 无结构算法

　　　　　　　首先我们讨论三个算法，它们在处理Ｂｅａｍｌｅｔ系数时没有考虑在不同尺
度和位置上的Ｂｅａｍｌｅｔ之间可能存在的相互联系。这些算法与小波分析中用
到的常规算法非常相似。

１．检测线段或曲线

假定我们有一个带噪的ｎ×ｎ图像，在该图像中的某处或许包含一条不
知道长度、方向和位置的线段的模糊图像（见图８．７）。在这个模型中，我们
有带噪的像素级数据（ｙｉ１，ｉ２），其中０≤ｉ１，ｉ２＜ｎ，将这些数据模型化表示为

ｙｉ１，ｉ２ ＝Ａ·
珟Φｉ１，ｉ２＋εｚｉ１，ｉ２，　０≤ｉ１，ｉ２ ＜ｎ （８．４）

这里ε是一个噪声水平，ｚｉ１，ｉ２是一个高斯白噪声，Ａ是一个未知的参数，
珟Φｉ１，ｉ２

＝珟Φ（ｉ１，ｉ２；ｖ０ｖ１）是在一个未知的ｂｅａｍｖ０ｖ１的传感器阵列上的观测效果。

图８．７　在一幅带噪图像中检测存在的一条线段
（ａ）一条潜在的线段；（ｂ）Ｂｅａｍｌｅｔ逼近；（ｃ）一个简单的检测情况；（ｄ）一个难检测情况
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将问题公式化，我们的问题是测试简单的零假设Ｈ０：Ａ＝０，对于相反的

选择Ｈ１：Ａ＞０，ｖ０，ｖ１∈［０，１］２。由于考虑了大范围的可能的端点对，因此
这就是高度复合的。在假设测验中（所谓的对于广义似然比检验的“匹配滤波
器”）的标准概念使我们考虑随机场：

Ｙ［ｖ０，ｖ１］＝ 〈ψｖ０ｖ１，ｙ〉 （８．５）

这里ψｖ０ｖ１是所谓的匹配于Ｈ１，ｖ０ｖ１的滤波器：

ψｖ０ｖ１（ｉ１，ｉ２）＝
珟Φ（ｉ１，ｉ２；ｖ０ｖ１）

‖·，·；ｖ０ｖ１‖２
（８．６）

１４考虑最大ｂｅａｍ统计量：

Ｙ ＝ｍａｘ｛Ｙ［ｖ０，ｖ１］：ｖ０，ｖ１ ∈ ［０，１］２｝ （８．７）

这里最大值是在端点在［０，１］２ 中的所有ｂｅａｍｖ０ｖ１上取得的。如果Ｙ超过

了一个确定的阈值，则拒绝Ｈ０。由于它取标准似然率检验（产生于上面 Ｈ０
的和一个简单的可选择假设Ｈ１，ｖ０ｖ１），这经常被称之为广义似然比检验，并

且为了测试复合的选择，在所有Ｈ１，ｖ０ｖ１的选择中进行最优化。

存在大量要考虑的ｂｅａｍ，即使我们在像素的尺度下离散化，也至少还有

Ｏ（ｎ４）个ｂｅａｍ。对于这个最大值简单的估计，每一个Ｏ（ｎ）次计算花费需要

Ｏ（ｎ４）次估计，这总共是Ｏ（ｎ５）次计算；对于大的ｎ值可能计算量更大。
代替考虑基于最大Ｂｅａｍｌｅｔ统计量的测试。我们仅在所有的Ｂｅａｍｌｅｔ上

计算一个最大值，而不是在所有的ｂｅａｍ上。与之相对比的统计量为

Ｙ＋＝ｍａｘ｛Ｔｙ（ｂ）／ Ｌ（ｂ槡 ）：ｂ∈Ｂ１／ｎ，ｎ｝ （８．８）
这里Ｔｙ（ｂ）是数据ｙ的Ｂｅａｍｌｅｔ变换，Ｌ（ｂ）是Ｂｅａｍｌｅｔｂ的欧氏长度。只要

Ｈ０ 超过一个确定的阈值，我们就拒绝它。
一旦计算出了Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔，这个统计量可在数量级为Ｏ（Ｎｌｏｇ（Ｎ））

的额外计算量上算出，这里Ｎ＝ｎ２ 是该图像中像素的数量。
我们注意到这一过程与在小波域上测试白噪声是类似的。在这一测试

中，估计最大的小波系数，看它是否超过一个由高斯白噪声假设所得到的
阈值。
我们也注意到这一过程没有用到Ｂｅａｍｌｅｔ的结构，而是简单地取最大

值，没有考虑最大值的位置、尺度或方向，或没有考虑最大值之间的相互
作用。
正如它所显示出的，虽然基于Ｂｅａｍｌｅｔ的统计量在估计上比ＧＬＲＴ要节

省很多计算量，但ＧＬＲＴ还是相当有实质上的能力的。在图８．８中，我们将
基于最大Ｂｅａｍｌｅｔ统计量的测试执行情况同基于最大ｂｅａｍ统计量的测试情
况相比较。显然，基于ｂｅａｍ的一个特意选择的小子集上最大化的Ｂｅａｍｌｅｔ
方法提供了几乎同样的灵敏度。证明这一点的理论分析将在其他地方给出。
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图８．８　基于最大Ｂｅａｍｌｅｔ统计量与基于最大ｂｅａｍ统计量的测试情况比较

图８．８显示了最大ｂｅａｍ统计量和最大Ｂｅａｍｌｅｔ统计量几乎相同的灵敏
度，在１１个不同信噪比（ＳＮＲ）下测试。具有符号的线分别表示：潜在线目标
的像素ＳＮＲ；最大行像素密度的中值；对于０．０５错误警告率的可检测性的
阈值；最大标准Ｂｅａｍｌｅｔ系数的中值；中值ＧＬＲＴ分数。所有中值都指的是

１００蒙特卡罗仿真的结果。测试图像的大小是ｎ＝１２８，潜在的线段同图８．７
中的一样。

２．阈值化和可视化

可视化步骤如下：
（１）变换：计算Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔中的顶（入口）。
（２）阈值化：将每一个没有超过一个阈值（可能是尺度依赖的）的Ｂｅａｍｌｅｔ

系数置为零。
（３）可视化：对于在阈值化操作下仍存在的Ｂｅａｍｌｅｔ系数，画一条线段

来描述该Ｂｅａｍｌｅｔ。

这与小波分析中的阈值重构相似，在那里，先对目标进行变换，将较小
的系数抛弃，再进行反变换。

注意，由于每一个Ｂｅａｍｌｅｔ系数的存在或被抛弃只是基于它自身的值，

而不是其他系数的值，因此这一过程确实是无结构的。

图８．９中，对于毕加索的画，我们在几个尺度上画出Ｂｅａｍｌｅｔ，这些

Ｂｅａｍｌｅｔ的系数超过了预先设定的阈值。

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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图８．９　对毕加索图像在几个尺度上进行简单的阈值处理并重构图像

（ａ）毕加索原图；（ｂ）尺度等于２；（ｃ）尺度等于３；

（ｄ）尺度等于４；（ｅ）尺度等于５；（ｆ）尺度等于６
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　　虽然该过程在图像上有趣，但它通常缺乏我们所期望的信息度。确实，

由于缺乏“交互尺度抑制”，在相同位置上的许多Ｂｅａｍｌｅｔ超过了阈值，因而
给出了一个不合理的“过渡激励”的度。特别地，许多较大尺度的Ｂｅａｍｌｅｔ超
过了阈值，并且没有提供对研究对象内特征的足够的反应。

我们希望有一个较好的方法可以提供“空间抑制”，这样，如果两个

Ｂｅａｍｌｅｔ空间几乎是在同一位置且是“交互尺度抑制”的，则使它们不同时出
现在可视化中；如果两个Ｂｅａｍｌｅｔ空间上是在同一位置但却在邻近的尺度
上，则使它们不同时出现在可视化中。在２～４层次上更复杂的算法也可以利
用这样的抑制。

３．集合的多尺度厚度

现在假设我们有一个二值图像，它是“白色的”（由值０表示），具有一小
块黑色像素（由值１表示）。黑色像素的集合可认为是一个我们想要描述其几
何性质的“集合”。例如，它可以是一个分散的点集或是在一条光滑曲线上的
点。考虑下面的多尺度总结步骤：

（１）变换：计算Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔中的项（入口）。
（２）度量厚度：对于每一个二进正方形，使用对应于该正方形的Ｂｅａｍｌｅｔ

系数来度量在该正方形内的非零像素集合的相对“厚度”βＳ，例如包含非零数
据的最窄带的宽度。计算厚度的图示在图８．１０中给出。我们发现最窄带是由
两个Ｂｅａｍｌｅｔ界定的，且包含目标曲线。厚度是ｍａｘ（ｄ１，ｄ２），正规化的厚度

或Ｂｅｔａ 厚度定义为βＳ＝ｍａｘ（ｄ１，ｄ２）／２
－ｊ。

图８．１０　在一个二进正方形中计算数据的厚度
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　　（３）由尺度总结：在每一个单个尺度上，计算所有的二进正方形的平均
厚度。

（４）可视化：利用经过取阈值操作后仍存在的Ｂｅａｍｌｅｔ系数，画线以显
示这个Ｂｅａｍｌｅｔ。

注意，这一过程在计算一个正方形的厚度时没有考虑任何其他正方形的
意义下，它确实是无结构的。因为我们可以用图像的Ｂｅａｍｌｅｔ分析计算该过
程———为了确定最窄带，我们仅分析相应于一个二进正方形的非零Ｂｅａｍｌｅｔ
系数的模式。

由于这一过程确定了对应于每一个正方形的一对Ｂｅａｍｌｅｔ，即由包含该
“集合”的最窄带约束的一对，该过程可看做是给出了一个局部空间抑制的
度。对于每一个正方形，在一个大的数量的Ｂｅａｍｌｅｔ中仅有两个被分离出来，

成为“重要的”Ｂｅａｍｌｅｔ。

这一平均厚度度量了“集合”当位于一条线上时可被局部逼近的程度。如
果该集合由一条光滑曲线给出，则在精细的尺度下，当然是这种情况。如果
集合非常复杂，将不是这种情况。

这一操作与小波分析中的度量某些范数相类似。小波系数度量函数对一
个简单的线性逼近的偏离，如果被分析的函数是光滑的，则小波系数被期望
按某一速度递减，如一个尺度函数。将系数的大小与尺度相比较，可以度量
对象的正则性。

在数学文献中，ＰｅｔｅｒＪｏｎｅｓ介绍了一种分析工具，并由 Ｄａｖｉｄ和

Ｓｅｍｍｅｓ［１１，１２］扩展到一个更大的范围，具体可见ＧｉｌａｄＬｅｒｍａｎ的论文。虽然
这一早期的工作没有直接联系像素化了的图像集，也没有联系使用特定的离
散数据机构，如Ｂｅａｍｌｅｔ金字塔，但它使得Ｂｅａｍｌｅｔ工具确实可以将它们的
概念很方便地转化到一个数字图像集中。

图８．１１给出了一些例子。如图８．１１所示，对于一个光滑曲线（在该情况
下是圆），厚度相对于尺度的性能与对于一个分段曲线（在该情况下是随机轨
迹）厚度相对于尺度的性能是截然不同的。

图８．１１是在不同尺度上的三个不同“集合”的“尺度 厚度图”。左列给出
了原始的曲线，右列给出了相应的厚度 尺度图，描绘了在每一个给定尺度
上所有厚度的正方形的和。
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图８．１１　示例
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８．４．２ 树状结构算法

　　　　　　　图８．１２描绘了平面中的一系列的二进正方形，根据正方形的大小被分
层，成为不同的滑动板。父子关系由连接父正方形的中心到子正方形的中心
的线段表示。

图８．１２　完全递归二进剖分树结构

通过应用下面两个规则的任意组合，定义一个递归二进分割（Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ
ＤｙａｄｉｃＰａｒｔｉｔｉｏｎ，ＲＤＰ）：

·Ｐ＝｛［０，１］２｝是一个ＲＤＰ。
· 如果Ｐ＝｛Ｓ１，…，Ｓｌ－１，Ｓｌ，Ｓｌ＋１，…，Ｓｎ｝是一个ＲＤＰ，且Ｓｌ可以被

分解为四个二进正方形Ｓｌ，００、Ｓｌ，０１、Ｓｌ，１０、Ｓｌ，１１，则新的剖分Ｐ′＝｛Ｓ１，…，

Ｓｌ－１，Ｓｌ，００，Ｓｌ，０１，Ｓｌ，１１，Ｓｌ＋１，…，Ｓｎ｝也是一个ＲＤＰ。
图８．１３给出了一个不完全ＲＤＰ的例子。

图８．１３　一个不完全ＲＤＰ图

每一个ＲＤＰ对应于一个树，如图８．１２所示，一个包含所有边长为１／４
的二进正方形的完全ＲＤＰ对应于一个深度为２的完全树。图８．１４说明图

８．１３中用最精细的二进尺度为１／４的正方形所画的一个不完全剖分对应于
一个深度为２的不完全树。
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图８．１４　相应于一个不完全ＲＤＰ的树

ＢｅａｍｌｅｔＤｅｃｏｒａｔｅｄ ＲＤＰ（ＢＤ ＲＤＰ）是一个分块由相关联的Ｂｅａｍｌｅｔ修
饰的ＲＤＰ。图８．１５给出了一个ＢＤ ＲＤＰ及其相应的树结构。

图８．１５　一个Ｂｅａｍｌｅｔ修饰的递归二进剖分（ＢＤ ＲＤＰ）（左）及其相应的树结构（右）

ＢＤ ＲＤＰ一个关键的特性在于在不同的尺度上Ｂｅａｍｌｅｔ相互抑制，即
无论Ｂｅａｍｌｅｔ的数量有多大，它们在空间上是互相脱离的，在不同尺度上决
不可能包含两个相互交叉的Ｂｅａｍｌｅｔ。

１．提取多重线段

现在考虑一个使用树概念的从一个图像中提取多重线段的算法。如同第

８．４．１节中阈值化和可视化所介绍的，我们希望使用一个Ｂｅａｍｌｅｔ序列来可
视化一个图像。为了做到这一点，我们寻找一个求解优化问题的ＢＤ ＲＤＰ。
用一个量ＣＳ 与每一个二进正方形Ｓ 相联系，这个量定义为ＣＳ＝

ｍａｘ
ｂ～Ｓ
Ｔ（ｂ）／ｌ（ｂ）１／２。这里Ｔ（ｂ）是相应于Ｂｅａｍｌｅｔｂ的Ｂｅａｍｌｅｔ系数，ｌ（ｂ）是相

应的Ｂｅａｍｌｅｔ的长度，ｂ～Ｓ意味着Ｂｅａｍｌｅｔｂ对应于Ｓ。
在所有的［０，１］２ 的递归二进剖分ｐ＝｛Ｓ１，…，Ｓｎ｝上最大化被惩罚的复

杂度能量为Ｊ（Ｐ）＝∑
Ｓ～Ｐ
Ｃ２Ｓ－λ＃Ｐ。其中，ＣＳ 度量“模型”的能量，就是说在Ｓ
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