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内 容 简 介

����本书系统地介绍了算法设计与分析的基本内容K并对讨论的算法进行了详尽分析à全书共�
章K内容包括算法基础Ð基本算法设计和分析技术I递归和分治法Ð动态规划Ð贪心法Ð回溯法和

分枝限界法JK以及OQ完全性理论à书中以类高级程序设计语言对算法所做的简明描述K使得稍

微具有程序设计语言知识的人即可读懂à此外K书中以大量图例说明每个算法的工作过程K使得

算法更加易于理解和掌握à

本书可作为高等院校与计算机相关的各专业�算法设计�课程的教材K也可作为计算机领域的

相关科研人员的参考书à此外K本书也可供参加BDN程序设计大赛的算法爱好者参考à
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前����言

����算法研究是计算机科学研究的核心领域之一à在过去的半个世纪中K算法研究领域取
得了大量重要的突破à这些突破引起了人们对算法研究的浓厚兴趣à同时K也使算法的应
用领域不断扩大à从天体物理学中的O 体问题的模拟到分子生物学中的序列分析K从排版
系统到数据压缩K从数据库系统到Joufsofu搜索引擎K算法在其中起着至关重要的作用K
已经成为现代软件系统重要的组成部分à
全书分为三大部分M算法基础I第�章JÐ基本算法设计和分析技术I第�Y�章JK以及

OQ完全性理论I第�章Jà书中较全面地阐述了算法设计与分析方面的诸多理论和实践à
本书内容安排如下M

ð 第一部分介绍算法的基本概念和渐近表示K函数增长的数量级K证明算法正确性的
循环不变式à

ð 第二部分讨论递归和分治法Ð动态规划Ð贪心法Ð回溯法和分枝限界法à在分治法
中K阐述了递归Ð递归方程和分治算法的关系K讨论了求解一般递归方程的三种方法à所
给出的分治法应用实例包括经典问题I找最大值和最小值Ð矩阵相乘及整数相乘JÐ排序问
题I归并排序Ð快速排序JÐ选择问题和最近点对问题à在动态规划算法中K分别介绍了自
顶向下与自底向上的动态规划方法K深入地分析了设计一个动态规划算法时K问题自身所
应具有的最优子结构和重叠子问题的性质K给出了动态规划算法的应用实例à在贪心算法
中K分析了贪心算法所具有的基本元素K讨论了贪心算法在调度问题Ð文本压缩和网络算
法中的应用à在回溯法和分枝限界法中K讨论了算法的设计思想及其在典型问题中的
应用à

ð 第三部分以深入浅出的方式K介绍了OQ完全性理论K引入了Q类问题和OQ类问
题的定义à通过网络路由器最优配置问题Ð网络服务器带宽优化问题和Joufsofu网站多次
抽签拍卖问题这些现实中的具体问题K来说明我们为什么要研究OQ完全问题à同时K还
给出了许多重要的OQ完全问题的实例à
本书以类高级程序设计语言对算法进行简明描述K使得稍微具有程序设计语言知识的

人即可读懂à另外K本书还以大量图例说明每个算法的工作过程K使得算法更加易于理解
和掌握à
本书适合作为高等院校与计算机相关的各专业�算法设计�课程的教材K同时也可作为

计算机领域的相关科研人员的参考书à此外K本书也可供参加BDN 程序设计大赛的算法
爱好者参考à
感谢西安电子科技大学出版社对于本书的出版给予的支持à
由于时间仓促及作者水平有限K书中难免有错误及不妥之处K希望读者批评指正à

作��者
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第�章��算 法 基 础

�����算����法

算法Ibmpsjuinh J可以被定义为一个良定的计算过程K它具有一个或者若干输入值K并
产生一个或者若干输出值à因此K算法是由将输入转换成输出的计算步骤所组成的序列à
也可将算法看作是解决良定计算问题的工具à人们采用一般术语陈述问题K确定

输入L输出关系K而算法则是描述这种输入L输出关系的特定计算过程à
例如K把o个元素排成非降序列K是实际中常见的一个问题à定义排序问题如下M
输入Mo个元素组成的序列�b�Kb�K�Kbo�à

输出M重排输入序列之后K输出�b��Kb��K�Kb�o�K其中元素满足b��0�b��0��0�b�oà
给定一个输入序列��K��K�K�K���K由排序算法返回的结果序列为��K�K�K��K

���à这样的输入序列称为问题的一个实例à一般而言K问题的实例由计算问题的一个解所
需的输入组成à
若对每一个输入实例K算法都能终止并给出正确输出K则称这个算法是正确的à我们

称这个正确算法解决了给定的计算问题à对于某些输入实例K一个不正确的算法可能根本
不能终止K也可能终止K但输出不是问题的所需结果à与人们的想法相反K如果能够控制
算法中的出错率K有时一个不正确的算法也是有用的à通常K我们只考虑正确的算法à
在本书中K我们用类D的伪代码表示算法à伪代码可以引用任何具有表达能力的方法

来清晰Ð简洁地表达一个算法à因此K这里的伪代码不太考虑软件工程中的一些问题à为
了更突出地表达算法自身的特性K在伪代码中常常忽略数据抽象Ð模块性Ð出错处理等
问题à

�������冒泡排序

冒泡排序IcvccmftpsuJ属于基于交换思想的排序方法à它将相邻的两个元素加以比
较K若左边元素值大于右边元素值K则将这两个元素交换N若左边元素值小于等于右边元
素值K则这两个元素位置不变à右边元素继续和下一个元素进行比较K重复这个过程K直
到比较到最后一个元素为止à
冒泡排序的伪代码用过程CVCCMF�TPSU表示K其参数为包含o个待排序数的数组

BP���oQà当过程CVCCMF�TPSU结束时K数组B中包含已排序的序列à

����CVCCMF�TPSUIBJ
�����gpsjB��upmfouih PBQ
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���������epgpskB�mfouih PBQepxoupj��

���������������epjgBPkQ_�BPk��Q

�������������������uifofydibohfBPkQm�BPk��Q

图� �说明了输入实例为B� ��K�K�K�K�K��时K算法CVCCMF�TPSU的工作过
程à对于外层gps循环的每一次迭代K则在BPjQ位置产生当前元素比较范围BPj��oQ内的
一个最小值à下标j从数组第一个元素开始K从左向右直至数组中最后一个元素à深色阴
影部分表示数组元素BP���jQ构成已排好的序列K浅色阴影部分表示外层循环开始时的下
标jà数组元素BPj����oQ表示当前正在处理的序列à

图� ���冒泡排序工作过程

�������循环不变式和冒泡排序算法的正确性

在内层gps循环的每一次迭代的开始KBPjQ是BPj��mfouih PBQQ中的最小元素à在外
层gps循环每一次迭代的开始K子数组BP���j��Q中的元素有序à形式上我们称这些性质
为循环不变式Impp jowbsjbouq Jà
我们可以利用循环不变式证明算法的正确性à循环不变式具有以下三个性质M
ð 初始Ijojujbmj{bujpoJM在循环的第一次迭代之前K循环不变式为真à
ð 维持InbjoufobodfJM如果在循环的某次迭代之前循环不变式为真K那么在下一次

迭代之前K循环不变式仍然为真à
ð 终止IufsnjobujpoJM当循环终止时K循环不变式给出有用性质K这个性质可以用于

证明算法的正确性à
ð�ð



当循环不变式的前两个性质成立时K循环不变式在循环的每次迭代之前为真à循环不
变式的证明与数学归纳法的证明类似K当证明某一条性质成立时K首先需证归纳基础K然
后是归纳步à证明第一次迭代之前循环不变式成立K就像是证明归纳基础K证明从一次迭
代到下一次迭代的不变式成立就像是归纳步à
循环不变式的第三个性质是最重要的性质K因为我们要利用循环不变式证明算法的正

确性à同时K它与使用数学归纳法的不同之处在于K在数学归纳法中K可无限次利用归纳
步à而在这里K当循环终止时K就停止�归纳�à
下面K我们考察这些性质是如何对冒泡排序成立的à首先证明内层gps循环的不变式à
ð 循环不变式MBPkQ是BPk��mfouih PBQQ中的最小元素à
ð 初始M在 内 循 环 第 一 次 开 始 迭 代 之 前Kk � mfouih PBQK因 此K子 数 组

BPmfouih PBQ��mfouih PBQQ中只包含一个元素K也即子数组中的最小元素K此时K循环不
变式成立à

ð 维持M假定在内循环的某次迭代之前循环不变式为真K即BPkQ是BPk��mfouih
PBQQ中的最小元素à在下一次迭代之前K若元素BPkQ_�BPk��QK则执行第�行语句KB
PkQ与BPk��Q交换K于是BPk��Q是BPk����mfouih PBQQ中的最小元素N若BPkQ1�BPk
��QK那么第�行语句不执行KBPk��Q仍然是BPk����mfouih PBQQ中的最小元素à无论
哪一种情况K都能使循环不变式为真à

ð 终止M对于冒泡排序K当k小于j��K即k�j时K内层gps循环结束à在内循环不变
式中K用j代替kK可得子数组BPj��mfouih PBQQK其中BPjQ是最小元素à
其次K证明外层gps循环的不变式à
ð 循环不变式M在�Y�行外层gps循环的每次迭代开始K子数组BP���j��Q中的元

素有序à
ð 初始M在外层gps循环的第一次迭代之前Kj��K因此KBP����Q为空K循环不变式

成立à
ð 维持M假定在外循环的某次迭代之前循环不变式为真K即子数组BP���j��Q中的

元素有序à在下一次迭代之前K由内循环的不变式可得BPj��Q0�BPjQ成立K因此K子数组

BP���jQ中的元素有序à
ð 终止M当j大于mfouih PBQK即j�mfouih PBQ��时K外层gps循环结束à在外循

环不变式中K用mfouih PBQ��代替jK可得子数组BP���mfouih PBQQà由循环不变式得K子
数组有序K而这个子数组就是整个数组à因此K整个数组有序K这表明冒泡排序算法是正
确的à

�������伪代码使用约定

在本书的伪代码Itfvepdpefq J中使用以下约定M
I�J缩进形式表示块结构à例如KCVCCMF�TPSU算法第�行开始的gps循环体包括

第�Y�行à这种缩进风格也适用于jg�uifo�fmtf语句à用缩进形式代替传统块结构K如cf�
joh 和foe的表示形式K可大大减少代码的混乱K提高代码的清晰度à
I�JxijmfKep�xijmfKgps循环结构K以及jg�uifo�fmtf条件结构采用类似于高级语言中

的相应表示à
ð�ð



I�J符号�"��后面是注释部分à
I�J多重赋值jB�kB�f是将表达式f的值赋给变量j和变量kK这种赋值与jB�f和kB�f

等价à
I�J变量如jKk和lfz是给定过程的局部变量à不经显式说明K不使用全局变量à
I�J通过数组名后跟下标访问数组元素à例如KBPjQ表示数组的第j个元素K符号����

表示数组中元素值的范围à因此KBP���kQ表示k个元素BP�QKBP�QK�KBPkQ组成的子
数组à

I�J复合数据可以组织成由属性或域组成的对象à通过域名后跟方括号括住的对象名
访问某个特定域à例如K可把数组看作属性为mfouih 的对象K其中mfouih 表示数组中包含
的元素个数K记为mfouih PBQà尽管方括号既用作数组下标K又用作对象属性K但从上下文
中就可了解其含义à

I�J通过传值将参数传给一个过程à被调用的过程接收参数的一个复制K如果它对某
个参数赋值K则调用过程是看不到这种变化的à当传递一个对象时K只是拷贝指向表示对
象的数据的指针K不拷贝它的各个域à例如Ky是一个被调用过程的参数K在被调用过程内
的赋值yB�z对于调用过程而言是不可见的à赋值gPyQB��是可见的à

I�J�boe�和�ps�是布尔运算符à当对表达式�yboez�求值时K首先计算y的值K如果
值为GBMTFK则整个表达式的值为GBMTFK我们也无需计算z的值N如果y的值为

USVFK则必须计算z的值K这样才能决定整个表达式的值à类似地K当对表达式�ypsz�
求值时K仅当y的值为GBMTF时K才需计算表达式z的值à

I��Jcsfbl语句表示将控制转移到含有csfbl的最内层循环语句后面的第一条语句à
循环语句可以是约定I�J中所列的那些循环语句à

�����算 法 分 析

算法分析是指对一个算法所需的计算资源进行预测à最重要的计算资源是时间和空间
资源I存储器JK此外K还有通信带宽等K但我们常常最想要测量的是算法的计算时间à一
般而言K通过分析问题的几个候选算法K可以确定一个最有效的算法à
在分析一个算法之前K必须建立实现技术所用的模型K包括该技术的资源及其开销的

模型à在本书中K主要采用一个处理器的随机存取模型ISBNJ作为计算模型à基于这种模
型可以实现我们的技术K并将算法的实现理解为计算机程序à在SBN 模型中K指令逐条
执行K没有并发操作à
在算法分析中K即使分析SBN模型的一个简单算法也可能具有挑战性à所需的数学

工具包括组合数学Ð概率论Ð代数学K此外K还需具有确定公式中最重要项的能力à由于算
法的行为可能由于每次输入的不同而不同K因而K我们需要一些手段K能够用简单Ð易于
理解的公式概述算法的这个行为à
即使选择了一种典型的机器模型分析给定算法K在决定如何表示分析时仍然会面临多

种选择à我们希望找到一种方式K它易于书写Ð操纵K能够表达算法资源要求的一些重要
特性K同时可略去一些繁琐细节à
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�������冒泡排序算法分析

CVCCMF�TPSU过程的时间开销与输入有关M����个元素排序的时间要比��个元素
的排序时间长à此外K即使对两个具有相同元素个数的序列排序K时间也可能不同K这取
决于它们已排序的程度à一般而言K算法所需时间是与输入规模同步增长的K因而传统上
将一个程序的运行时间表示为输入规模的函数à为此K需要更仔细地定义�输入规模�和
�运行时间�的概念à
输入规模的概念取决于所研究的问题à对于许多问题K如查找Ð排序问题K最自然的

度量是输入元素的个数K即待排序数组的大小oà而对另外一些问题K如两个整数相乘K输
入规模的最佳度量是用二进制表示的输入的总位数à有时K用两个数表示输入更合适à例
如K某个算法的输入是一个图K则可用图中顶点数和边数表示输入à在以下研究的每个问
题中K我们都将明确所用输入规模的度量标准à
一个算法的运行时间是指在某个输入时K算法执行基本操作的次数或者步数à我们尽

可能独立于机器定义算法的基本操作K这样做便于进行算法分析à暂且采用以下观点M执
行每行伪代码需要常量时间à尽管执行每一行代码所花费的时间可能不同K但我们假设第

j行执行所花费的时间为常量djà这个观点与SBN模型一致K它反映了伪代码是如何在实
际的计算机上实现的à
在下面的讨论中K我们先给出CVCCMF�TPSU过程中每一条语句的执行时间开销以

及执行次数à设o�mfouih PBQKuj为第�行执行的次数à假定注释部分是不可执行的语句K
不占运行时间à

����CVCCMF�TPSUIBJ���������������������������� 开销 ������������次数

�gpsjB��upmfouih PBQ ��d� ����o��

�����epgpskB�mfouih PBQepxoupj�� ��d� ��
o

j��

Io�j��J

�����������epjgBPkQ_�BPk��Q ��d� ��
o

j��

Io�jJ

���������������uifofydibohfBPkQm�BPk��Q ��d� ������uj

该算法的总运行时间是每一条语句的执行时间之和K若执行一条语句的开销为djK共
执行了o次这条语句K则它在总的运行时间中占djoà对每一对开销和执行时间乘积求和K
可得算法的运行时间UIoJ为

UIoJ�d�Io��J�d� ��
o

j��

Io�j��I JJ�d� ��
o

j��

Io�jI JJ�d�uj

�d�Io��J�d�
oIo��J
� �d�

oIo��J
� �d�uj

�
Id��d�J
� o��

I�d��d�J
� o�d��d�uj I���J

����即使给定问题规模K算法的运行时间也不能完全确定à例如K在冒泡排序算法中K当
输入数组正好为升序时K出现最佳情况Icftu�dbtfJà第�行语句不执行K即uj��K式I���J
最后一项为�à此时K运行时间为
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UIoJ�
Id��d�J
� o��

I�d��d�J
� o�d�

���� 当输入数组为降序时K则出现最坏情况Ixpstu�dbtfJà此时K第�行语句执行次数为

��
o

j��

Io�jJK即uj�oIo��JL�à此时K运行时间为

UIoJ�
Id��d��d�J

� o��
I�d��d��d�J

� o�d�

这时UIoJ也可写成bo��co�dK常量bÐc和d与dj有关K这是o的一个二次函数à

�������最坏情况和平均情况分析

在冒泡排序算法中K我们分析了算法最佳情况和最坏情况下的性能à在本书的后续章
节中K主要考虑算法最坏情况下的运行时间K即对于规模o的任何输入K算法运行最长的
时间à之所以这样K是由于以下三个原因M

ð 算法的最坏情况运行时间是任一输入运行时间的上界à由此可知K算法的运行时间
不会比这更长à我们无需对算法的运行时间做出有根据的推测K并希望它不会变得更坏à

ð 对于某些算法K最坏情况经常出现à例如K在数据库中搜索某个信息时K若搜索的
信息不在数据库中K搜索算法就会出现最坏情况à在某些搜索应用中K搜索不存在的信息
是经常有的à

ð 算法的�平均情况�性能常常与最坏情况大致相同à上述冒泡排序算法的平均情况
与最坏情况具有相同数量级à
在某些情况下K我们感兴趣的是算法的平均情况Ibwfsbf�dbtfh J或期望运行时间à当进

行平均情况分析时K出现的问题是什么构成这个问题的平均输入à通常K我们假设已知规
模的所有输入出现机率相等K实际中K可能会违背这个假定à有时K对于进行随机选择的
随机算法K需进行概率分析à

�������增长的数量级

为了更容易地分析算法K需对公式进行简化à首先K忽略每条语句的实际开销K利用
常量dj表示这些开销à其次K公式bo��co�d中的常数给出了我们并不需要的详细信息K
这些常数bÐc和d依赖于djà因此K我们可以忽略实际语句开销K也可以忽略抽象开销djà
我们可以对公式做进一步简化K只对运行时间增长的数量级Ipsefspg spxuih J感兴

趣à当o很大时K相对于公式中的首项Imfbejo ufsnh K最高阶项JK如bo�K低阶项可以忽
略à另外K还可以忽略最高阶项的系数K因为对于较大规模的输入而言K与计算效率的增
长相比K系数也是可以忽略的à因此K冒泡排序最坏情况下的运行时间为�Io�JàI符号�
的定义在下一节中给出àJ
如果一个算法最坏情况运行时间的数量级比另一个算法的数量级要低K则认为该算法

更有效à由于忽略了常数因子和低阶项K这样的评价对于输入规模较小的问题会产生错
误à但对于足够大的输入规模oK一个最坏情况下数量级为�Io�J的算法要比数量级为

�Io�J的算法运行快à
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�����算法的运行时间

�������函数增长

大部分算法都有一个主要参数oK它是影响算法运行时间最主要的因素à这个参数可
以是多项式的指数Ð待查找文件的大小或其他对于问题规模的抽象度量à为解决同一个问
题所设计的各种算法在效率上会有很大差异K这些差异可能比个人微型计算机与巨型计算
机之间的差异还大à例如K一台巨型机进行冒泡排序K另一台微型计算机进行归并排序K
它们的输入都是一个规模为���万的有序数组à假设巨型机每秒执行�亿条指令K微型机
每秒执行百万条指令à假如K一个优秀的程序员用机器代码在巨型机上实现冒泡排序K编
出的程序需要执行�o� 条指令来对o个数进行排序N另一个一般的程序员在微型机上用高
级语言实现归并排序算法K产生的代码为��omco� 条指令à为排序���万个数K巨型机
需要的时间为

��I���J� 条指令
��� 条指令L秒

������秒 �����小时

微型机需要的时间为

�������mc��� 条指令
��� 条指令L秒 *�����秒 ������分

����由上述比较可以看出K由于采用了更低阶的算法K即使用低效的编译器K微型机还是
比巨型机快��倍à上述例子说明K数量级的改进可对算法效率产生重要影响à
表� �列举了算法分析中一些常见函数的相对大小K说明快的算法比快的计算机更

能帮助我们在可以忍受的时间内解决问题à例如K对于较大的oKo�L�的值比oImcoJ� 大K
而当o取较小值时K可能oImcoJ� 反而要大一些à一个准确描述算法运行时间的函数可能
是这样几个函数的线性组合àmco与oÐo与o� 之间存在巨大差异K但要在几个快的算法
中区分出哪个更快还需要仔细分析à

表� ���常 见 函 数 值

mco � o oo mco oImcoJ� o�L� o�

� � �� �� ��� �� ���

� �� ��� ��� ���� ���� �����

�� �� ���� ���� ����� ����� �������

�� ��� ����� ������ ������� ������� ���������

�� ��� ������ ������� �������� �������� �����������

�� ���� ������� �������� ��������� ���������� �������������

对于很多的应用问题K当问题规模很大时K能够解决它们的惟一方法是找到一个有效
算法à表� �列出了当问题规模为���万和��亿时K在运算能力分别为每秒执行���万Ð

ð�ð
� 书中mcy表示mph�yK即以�为底的对数Nmhy表示mph��yK即以��为底的对数à



��亿Ð�万亿条指令的计算机上K分别使用线性的Ðomco和二次的算法解决问题所需的
最小运行时间à一个快的算法能够使我们在较慢的机器上解决问题K而使用慢的算法K即
使是在很快的机器上也仍要花费很长的时间à

表� ���解决大规模问题所需的时间

每秒

操作数

问题规模为���万

o omco o�

问题规模为��亿

o omco o�

��� 几秒 几秒 几周 几小时 几小时 几乎永不结束

��� 瞬间 瞬间 几小时 几秒 几秒 几十年

���� 瞬间 瞬间 几秒 瞬间 瞬间 几周

�������渐近表示

当我们进行算法分析时K可以利用数学技巧忽略一些细节K这些数学技巧就是P表示
法IP�opubujpoJÐ�表示法Ipnfb�opubujpoh J和�表示法Iuifub�opubujpoJà这些表示法可以
方便地表示算法最坏情况下的计算复杂度Idpnvubujpobmdpnq mfyjuq zJà下面定义这些符号
的含义à
定义�����如果存在三个正常数d�Kd�Ko�K对于所有的o1�o�K有�0�d�hIoJ0�gIoJ0�

d�hIoJK则记作gIoJ��IhIoJJà

图� ���gIoJ��IhIoJJ

图� �给出了函数gIoJ和hIoJ的直观图示K其中

gIoJ��IhIoJJà对于所有位于o� 右边的o值KgIoJ值
落在d�hIoJ和d�hIoJ之间K即对所有o1�o�KgIoJ在一个
常数因子内与hIoJ相等K其中o� 是最小可能的值à我们
称hIoJ是gIoJ的一个渐近紧致界Ibtznupujdbmmq ujz iu
cpvoe

h
Jà

�IhIoJJ的定义要求每个元素渐近非负K即当o充分
大时gIoJ非负à这就要求函数hIoJ本身是非负的à

下面我们利用定义来证明�
�o

���o��Io�Jà首先要

确定常数d�Kd� 和o�K使得对于所有o1�o�K有

d�o� 0�
�
�o

���o0�d�o�

化简得

d� 0�
�
��

�
o 0�d�

右边的不等式在o1��Kd�1��L�时成立à同样K左边的不等式在o1���Kd�1��L��时成立à

这样K通过选择d�1��L��Kd�1��L�以及o����K就能证明
�
�o

���o��Io�Jà当然K其中

常数的选择不是惟一的à
定义�����如果存在两个正常数dKo�K对于所有的o1�o�K有�0�gIoJ0�dhIoJK则记

作gIoJ�PIhIoJJà
ð�ð



图� ���gIoJ�PIhIoJJ

图� �给出了函数gIoJ和hIoJ的直观图示K其中

gIoJ�PIhIoJJà对于所有位于o� 右边的o值KgIoJ的值
总落在dhIoJ之下K即对所有o1�o�KhIoJ是计算时间gIoJ
的一个上界Iqqfscpvoev J函数àgIoJ的数量级就是hIoJà
当我们用P表示算法的最坏情况运行时间时K同时也

隐含地给出了对任意输入的运行时间的上界à例如K冒泡
排序最坏情况运行时间为PIo�JK这隐含着该算法的运行
时间为PIo�Jà

下面我们利用定义来证明�
�o

���o�PIo�Jà首先要确

定常数d和o�K使得对于所有o1�o�K有

�
�o

���o0�do�

化简得

�
��

�
o 0�d

不等式在o1��Kd1��L�时成立à
定义�����如果存在两个正常数d和o�K对于所有的o1�o�K有�0�dhIoJ0�gIoJK则记

作gIoJ��IhIoJJà

图� ���gIoJ��IhIoJJ

图� �给出了函数gIoJ和hIoJ的直观图示K其中

gIoJ��IhIoJJà对于所有位于o� 右边的o值KgIoJ的值
总落在dhIoJ之上K即对所有o1�o�KhIoJ是计算时间gIoJ
的一个下界ImpxfscpvoeJ函数à
当我们用�表示算法的最佳情况运行时间时K同时也

隐含地给出对任意输入的运行时间的下界à例如K冒泡排序
算法的最佳情况运行时间为�Io�JK这隐含着该算法的运行
时间为�Io�Jà因此可得K冒泡排序运行时间为�Io�Jà

下面我们利用定义来证明�
�o

���o��Io�Jà首先要确

定常数d和o�K使得对于所有o1�o�K有

do� 0� ��o
���o

化简得

d0� ���
�
o

不等式在o1���Kd1��L�时成立à
从计算时间上可以把算法分成两类K凡可用多项式来对其计算时间限界的算法K称为

多项式时间算法Ipmq opnjbmujnfbmz psjuinh JN而计算时间用指数函数限界的算法称为指
数时间算法Ifypofoujbmujnfbmq psjuinh Jà例如K一个计算时间为PI�J的算法K它的基本
运算执行的次数是固定的K因此K总的时间由一个常数来限界N而一个计算时间为PIo�J

ð�ð



的算法则由一个二次多项式来限界à以下六种计算时间的多项式时间算法最为常见K其关
系为

PI�J_�PImcoJ_�PIoJ_�PIomcoJ_�PIo�J_�PIo�J
指数时间算法一般有PI�oJÐPIo！J和PIooJ这几种K其关系为

PI�oJ_�PIo！J_�PIooJ
其中最为常见的是计算时间为PI�oJ的算法à

习����题

� ���
I�J冒泡排序在最坏情况下要做多少次元素比较？最坏情况下元素排列顺序是什么？
I�J冒泡排序在最好情况下元素排列顺序是什么？在这种情况下K需要进行多少次元

素比较？

� ���利用CVCCMF�TPSU排序算法K通过实例B����K��K��K��K��K���说明该
算法的运行过程à

����CVCCMF�TPSUIBJ

���gpsjB��upmfouih PBQ

�������epgpskB�mfouih PBQepxoupj��
�������������epjgBPkQ_�BPk��Q

�����������������uifofydibohfBPkQm�BPk��Q

� ���重写冒泡排序K排成递减次序à

� ���假设在同一台机器上实现插入排序和归并排序à对于输入规模oK冒泡排序运
行步数为�o�K归并排序运行步数为��omcoà当o为多大值时K冒泡排序优于归并排序？

� ���设有两个运行时间分别为���o� 和�o 的算法K要使前者快于后者Ko最小为多
少？

� ���比较函数的运行时间à函数gIoJ和时间u如表� �所示à请确定时间u内可解
的最大问题规模oà假设解问题算法需花费gIoJ微秒时间à

表� ���函数gIoJ与时间u的对应关系

����������u

��gIoJ
�秒 �分 �小时 �天 �月 �年 �世纪I���年J

mco

�o
o

omco

o�

o�

�o

o！
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� ���考虑查找问题à
输入Mo个数的序列B��b�Kb�K�Kbo�和一个值wà
输出M满足w�BPjQ的下标jà如果w不在B 中K则输出特殊值OJMà
写出在序列B中线性查找w的伪代码à利用循环不变式K证明你的算法是正确的à确

信你所构造的循环不变式履行了三个性质à

� ���用�表示法表示函数o�L��������o�����o��à

� ���考虑对存储在B中的元素进行排序à首先K找出B中的最小元素K并将最小元
素与BP�Q交换à然后K找出B中的次小元素K并将它与BP�Q交换à对B中的前o��个元
素继续这一过程à这个算法称为选择排序à给出这个算法的循环不变式à为什么这个算法
只运行前o��个元素K而不是所有o个元素？用�表示法表示该算法的最佳和最坏情况
下的运行时间à

� ����对于线性查找问题K假设查找每个元素的概率相等K则平均情况下要查找多少
个元素？最坏情况下要查找多少个元素？I用�表示法J

� ����给定o个元素的集合T和一个整数yK描述一个�IomcoJ的算法K确定T中
是否存在两个元素其和正好为yà

� ����设gIoJ和hIoJ是渐近非负函数à利用�表示法K证明

nbyIgIoJKhIoJJ��IgIoJ�hIoJJ

����� �����o���PI�oJ？��o�PI�oJ？

� ����对于两个函数gIoJ和hIoJKgIoJ��IhIoJJ当且仅当gIoJ�PIhIoJJ且g
IoJ��IhIoJJà

� ����设

qIoJ���
e

j��
bjoj

是阶为e的o的多项式K其中bj`��à设l是常数K利用渐近表示法的定义K证明以下性
质M

I�J如果l1�eK那么qIoJ�PIolJà
I�J如果l0�eK那么qIoJ��IolJà
I�J如果l�eK那么qIoJ��IolJà

� ����设gIoJ和hIoJ是渐近正函数K试证明以下猜测是否正确à
I�JgIoJ�PIhIoJJ蕴含hIoJ�PIgIoJJà
I�JgIoJ�hIoJ��InjoIgIoJKhIoJJJà
I�JgIoJ�PIhIoJJ蕴含mcIgIoJJ�PImcIhIoJJJK其中对于所有足够大的oK

mcIhIoJJ1��且gIoJ1��à
I�JgIoJ�PIhIoJJ蕴含�g

IoJ�PI�hIoJJà
I�JgIoJ�PIIgIoJJ�Jà
I�JgIoJ�PIhIoJJ蕴含hIoJ��IgIoJJà
I�JgIoJ��IgIoL�JJà

� ����mcH�函数中使用的迭代算子�H��K可用于实数域上任一单调递增函数gIoJ
中à对于给定的常数d��SK迭代函数gH�d 定义如下M

ð��ð此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com


