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前    言 
 

 

数字逻辑的图形方法是逻辑分析与逻辑设计的一种有效工具。与其它图形方法一样，它

具有直观、简便、易于理解与掌握等优点。在通常的数字电路逻辑设计本科教材中仅介绍 K

图，对于其它的图形方法未作介绍。在近代数字理论研究生教材中对图形方法缺乏系统、深

入的介绍。为了弥补教材在广度与深度方面的不足，以及培养学生的创新能力，作者在多年

教学与科研积累的基础上撰写了这本专著。

本书共分 5章，分别介绍 K图及其应用、b�图及其应用、对称函数的图形表示及其应用、
分解图与 RM分解图及其应用以及谱系数图及其应用。

第 1章和第 2章由余党军撰写。第 1章介绍逻辑函数的 K图的特点和性质，单输出和多

输出函数的 K 图化简，降维 K 图与互斥变量 K 图及其化简，多值函数的 K图及其化简，K图

在设计无冒险组合逻辑电路、计算逻辑函数的布尔差分以及在基于函数分解的逻辑设计中的

应用。第 2章介绍逻辑函数的 b�图的特点和性质，K图与 b�图的转换，基于 b�图的逻辑函数
在固定极性下的化简，基于 b�图的单输出与多输出函数在混合极性下的化简，降维 b�图与互
斥变量 b�图及其化简，多值函数的 b�图及其化简，b�图在计算逻辑函数的布尔差分、布尔偏
导数以及在验证通用逻辑门中的应用。

第 3章至第 5章由陈偕雄撰写。第 3章介绍部分对称函数与全对称函数的定义与性质，

部分对称函数与全对称函数的 K图与 b�图表示，K图与 b�图在检测函数对称性中的应用，对
称函数在基本对称函数完备集及基本 RM 型对称函数完备集中展开系数的图形表示及相互转

换，基于函数对称性及对称函数的逻辑设计中的图形方法。第 4章介绍逻辑函数的分解图与

RM 分解图的特点、性质和化简，降维分解图与降维 RM 分解图及其化简，互斥变量分解图与

多值函数的分解图及其化简，分解图在将任意逻辑函数变换成对称函数中的应用，分解图与

RM 分解图在检测函数对称性及基于通用逻辑门的逻辑设计中的应用。第 5章介绍谱系数图的

特点和性质，谱系数图与 K 图、b�图的转换，谱系数图在检测函数对称性、基于一次谱系数
最大化的逻辑设计、基于阈值门的逻辑设计中的应用，函数值取值{0，1}的谱变换及其性质

以及与 K图的转换，函数在 Hadamard 与 Haar 变换中的图形表示以及有关图形转换。

作者衷心感谢国家自然科学基金、浙江省自然科学基金、浙江省教育厅对研究工作的多

项资助；衷心感谢机械工业出版社对出版本书的支持；衷心感谢金华学院在本书出版工作中

给予的支持和科研出版基金的资助。
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第 1 章 逻辑函数的 K 图表示及其应用

1.1 K 图的引入、特点和性质

1.1.1 K 图的引入

由于人类主要以视觉形式接受外界信息，因此在研究各类问题中具有直观、形象和方便

等优点的图形方法受到重视，数字逻辑中的图形方法同样也具有直观、形象和方便等优点。

早在 1847 年英国数学家 George Boole
���
在研究逻辑问题时企图用数学予以描述，后来在此

基础上建立了“布尔代数”，又称“逻辑代数”。在布尔代数中，逻辑函数被表示成代数式或

表格形式，以三变量函数 ),,( zyxf 为例，它可以表示成如式（1-1）所示的最小项展开式：

zyxczyxczyxczyxc

zyxczyxczyxczyxczyxf

7654

3210),,(

+++

++++=
(1-1)

式中 ic 为逻辑函数的最小项展开系数。 ),,( zyxf 还可用表 表 1-1 三变量函数真值

1-1 所示的真值表予以表示，表中 }1,0{∈ic ，同时也是函

数在相应输入条件下的函数值。在普通代数中，函数除了可

用上述两种形式表示以外，还可以用几何形式予以表示。在

布尔代数中，由于变量 zyx ,, 均只能取 0，1 两个值，因此三
变量的 8种变量组合可以表示成边长为 1的立方体的 8个顶

点，相应的函数值 ic 填入各顶点，如图 1-1a 所示。为了在
二维平面上表示函数图形，可以在图中标×处剪断后展开，

从而使立方体的 8个顶点在同一平面上，如图 1-1b 所示，图

中用括号把坐标变量标在相应的位置上。如果把图 1-1b 变

图 1-1 三变量K图的引入

化一下，并用变量括入区表示变量为 1的区域，则可得到图 1-1c，这就是三变量函数的 K图

xyz ),,( zyxf

000 c��
001 c��
010 c��
011 c��
100 c��
101 c��
110 c��
111 c	�

 �c�c �c�c�c�c�c�c�c�c�c�c �c�c �c�c�c�c�c�c0=x

1=x

0=y

0=z 1=z

1=y

a ) b )�c�c�c�c�c�c�c�cx

y

z

x

y

z

�c�c�c�c�c�c�c�cx
y z����������

c ) d )

0=z
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表示，图 1-1d 则是 K 图表示的另一种形式
���
。四变量与五变量函数的 K图表示如图 1-2 所示。

在四变量 K图中最上面和最下面的格子（如 1c 与 9c ）是相邻的，最左面和最右面的格子（如

0c 和 2c ）也是相邻的。对于五变量 K图而言，除了以上相邻外，还存在着对称相邻（如 19c

与 23c ）。当变量数大于 6 时,相邻的辨别就更困难了，因此 K 图通常不适用于变量数大于 6
的情况。�c�c�c�c�c�c�c�c��c��c��c�c	c��c��c��c
��xx
0 0 0 1 11 10

0 0

0 1

1 1

1 0

��xx �c�c�c �c�c�c�c
c ��c��c��c�c	c��c ��c��c���xxx
0 00 0 01 01 1 0 10

0 0

0 1

1 1

1 0

��xx 1 10 1 1 1 10 1 1 00��c��c��c�
c��c��c�	c��c��c��c��c��c��c��c��c��c
a )   四变量 K图 b )   五变量 K客

图 1-2 四变量与五变量 K 图

1.1.2 K 图的特点
������

K 图是逻辑函数在与、或、非代数系统中的图形表示，它具有如下特点：

(1) K 图中每个格子对应一个最小项，格内填入量为该最小项的系数 ic ，它表示函数在

该输入条件下的函数值。以图 1-3a 所示的三变量 K图为例，图中各格的下方给出了各格相应

的最小项，它可以按以下规则读得：如某格在 ix 为 1 区，则 ix 为原变量；反之， ix 为反变

量。例如 3c 格对应 1,0 321 === xxx ，故 3c 格对应的最小项为 321 xxx 。�c �c �c�c �c �c �c�c�x��xx
0 0 0 1 1 1 1 0

0

1

���xxx ���xxx ���xxx ���xxx���xxx ���xxx ���xxx ���xxx

��������
a) K 图 b ) 海 明 距 离 图

图 1-3 三变量 K 图及海明距离图

(2) 相邻格对应的最小项只有一个变量相反。如图 1-3a 中的 0c 与 2c 格相应的最小项

321 xxx 与 321 xxx 只有变量 2x 相反； 5c 与 7c 格相应的最小项 321 xxx 与 321 xxx 只有变量 2x 相反。

图 1-2a 中的 1c 与 9c 格相应的最小项 4321 xxxx 与 4321 xxxx 只有变量 1x 相反，图 1-2b 中的 0c 与

4c 格相应的最小项 54321 xxxxx 与 54321 xxxxx 只有变量 3x 相反， 19c 格与 23c 格相应的最小项

54321 xxxxx 与 54321 xxxxx 只有变量 3x 相反。

(3) K 图中 k2 个相邻 1值格可以聚合，即 k2 个相邻 1值最小项可以合并，合并后的乘积

项（与项）按以下规则组成：如该聚合圈全部在变量 ix 为 1区，则该积项中含变量 ix ；如该

圈全部在变量 ix 为 0区，则该积项中含变量 ix ；如该聚合圈的一半在 ix 为 1区，另一半在 ix

为 O区，则积项中不含变量 ix 。应该注意，在变量数大于 4的 K图中有可能出现 k2 个几何上

相邻的 1 值格却不能合并的情况。例如，在图 1-2b 所示的五变量 K 图中,由 6231 cccc 四格组

成的聚合圈因有 3格 )( 231 ccc 在 3x 为 0区，有 1 格 6c 在 3x 为１区，因此它们不能合并。在变

量数小于或等于 4的 K 图中不会发生这种情况。
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在 K图中任意两格对应的两个最小项之间变量相反数称为两格之间的海明距离。例如，

在图 1-3a 中 1c 与 3c 格海明距离为 1， 1c 与 4c 格海明距离为 2， 1c 与 6c 格海明距离为 3。显

而易见，相邻格的海明距离必定为 1；反之亦然。图 1-3b 给出了三变量 K图中各格与全零格

（各变量均取反变量相应的格） 0c 之间的海明距离，因此它们实际上表示该格对应的最小项

中变量为原变量的数目。例如， 5c 的海明距离为 2，表示 5c 对应的最小项中有 2个变量为原
变量。

1.1.3 K 图的性质

为了讨论 K图的性质，需要引入 K图的原点与重心的概念。

定义 1-1 在 K 图中与最小项 0m （各变量均取反的最小项）相对应的 0c 格定义为 K 图
的原点。

由于原点对应的最小项中各变量均为反变量，在 K图中 0c 格位于各变量为 0区，因此又

称它为全零格。

定义 1-2 在 K 图中与最小项
12 −�m （各变量均为原变量的最小项）相对应的 12 −�c 格定义

为 K图的重心。

由于重心对应的最小项中各变量均为原变量，在 K图中重心位于各变量为 1区，因此又

称它为全 1格。根据上述定义，在三变量、四变量及五变量 K图中的原点与重心分别是 0c 、

7c ； 0c 、 15c ； 0c 、 31c ，相应的海明距离分别为 0、3；0、4；0、5。

逻辑函数的 K图具有如下性质：

性质 1 在 K图中所有过某格的聚合圈相应的乘积项中所含各变量具有相同的极性。

证明 因为过某格的聚合圈相应的乘积项是该格对应的最小项与相邻最小项合并的结

果。根据聚合圈相应乘积项的组成规则，合并后的乘积项部分变量因合并而消失，其余变量

的极性必定与该格对应的最小项中变量的极性相同，于是定理得证。

性质 1在数学上可表示为：在 K图中所有过某格（设对应的最小项为 nxxx ���� 21 ）的聚合

圈相应的乘积项可用矩阵的 Kronecker 矩阵表示为

)1()1()1()1(
1

21 i

n

i
n xxxx ����� ⊗

=

=⊗⊗

式中⊗表示 Kronecker 矩阵中所含各变量具有相同的极性。以三变量 K图中的 1c 格为例，与

1c 格对应的最小项为 321 xxx 。由于 )1()1( 21 xx ⊗ )1()1( 3212131132233 xxxxxxxxxxxxx =⊗ ，因此

过 1c 格的所有 8个聚合圈对应的乘积项分别是：1， 3x ， 2x ， 32 xx ， 1x ， 31xx ， 21xx ， 321 xxx 。

显然，各乘积项中所含各变量与最小项 321 xxx 中各变量具有相同的极性。由于 K 图的原点与

重心分别对应变量全部取反的最小项与变量全部为原变量的最小项，因此根据性质 1不难得

到以下两个推论。

推论 1 在 K图中所有过原点的聚合圈相应的乘积项中各变量均为反变量。

推论 2 在 K图中所有过重心的聚合圈相应的乘积项中各变量均为原变量。

性质 2 在 K图中任一聚合圈相应的乘积项中，原变量数等于聚合圈中最小海明距离， k2

个 1 值格组成的聚合圈消失 k 个变量，并且消失变量数 k等于聚合圈中最大、最小海明距离

之差。

由于在 K 图中任意两个相邻 1 值格组成的聚合圈中海明距离之差必定为 1，因此它们相

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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应的乘积项（称为二格项）消失 1个变量。不难发现，任意四个相邻 1值格组成的聚合圈中

最大海明距离与最小海明距离之差为 2，因此四格项必定消失 2个变量。例如，图 1-2a 中的

6c 、 7c 、 15c 、 14c 组成的四格项，最大海明距离（ 15c 格）为 4，最小海明距离（ 6c 格）为 2，

它们分别对应最小项 4321 xxxx 与 4321 xxxx ，合并后消失两个变量 1x 、 4x 。依次类推， k2 个相

邻 1值格组成的 k2 格项将消失 k 个变量。设 k2 个相邻 1值格组成的聚合圈中最小海明距离为

i，它表示该相应最小项中原变量数为 i，则与它相邻的最小项中原变量数为 i +1，其中 i个

原变量与最小海明距离格含有 i个原变量相同。依此类推， k2 个相邻 1 值格中均含该 i个原

变量。根据合并规则，合并后的乘积项中将仍含 i个原变量，而最小海明距离含有的反变量

中将有 k 个变量消失。

性质 3 两个相同变量的逻辑函数的逻辑运算的 K 图即为两 K 图各对应格的逻辑运算所

得结果组成的 K图。

证明 设 nnnn xxcxxxcxxcf ����� 112111101 −− +++= ，

nnnn xxcxxxcxxcf ����� 1
’

1211
’
1102 −− +++′=

则有

上式在相乘过程中由于任意两个不同的最小项之积必为 0，故所有的交叉项都消失了
���
。上

式表示 21 ff ⋅ 的 K图即为 1f 的 K图跟 2f 的 K图中各相应格的填入量之与运算结果所组成的 K

图。

nnnn

n

nnnnnnn

xxccxxxccxxcc

xxc

xxxcxxcxxcxxxcxxcff ����
����

��

������

112121111100

112

111101121111021

)()()(
−−−

−

−−−

′+++′++′+=

′+

+′+′++++=+

上式表示 21 ff + 的K图即为 1f 的K图跟 2f 的K图中各相应格的填入量之或运算结果所组成的

K图。
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以写成最小项之异或；反之亦然。故有

nnnn

nnnn

n

nnnnnnn

xxccxxxccxxcc

xxccxxxccxxcc

xxc

xxxcxxcxxcxxxcxxcff ����������

����

��

������

112121111100

112121111100

112

111101121111021

)()()(

)()()(

−−−

−−−

−

−−−

′⊕++′⊕+′⊕=

′⊕⊕⊕′⊕⊕′⊕=

′⊕⊕

′⊕′⊕⊕⊕⊕=⊕

上式表示 21 ff ⊕ 的 K 图即为 1f 的 K 图跟 2f 的 K 图中各相应格的填入量之异或运算结果所组

nnnn

nnn

nnnnnnn

xxccxxxccxxcc

xxxxcc

xxxxccxxccxxxccxxccff ���� ������

��

�����

112121111100

111222

111011212111110021

−−−

−−−

−−−−

′++′+′=

′+

+′+′++′+′=⋅



 

 

5 

0 0 1 1
1 0 1 1

�f�x��xx
00 01 11 10

0

1

0 0 1 1
0 1 1 0

�f�x��xx
00 01 11 10

0

1

0 0 1 1
0 0 1 0

��ff ⋅�x��xx
00 01 11 10

0

1

0 0 1 1
1 1 1 1

��ff +�x��xx
00 01 11 10

0

1

0 0 0 0
1 1 0 1

�x��xx
00 01 11 10

0

1

1 1 0 0
0 1 0 0

�f�x��xx
00 01 11 10

0

1

a) 的K耐�f b) 的K耐�f ��ff ⋅c) 的K耐

��ff +d) 的K耐 e) 的K耐��ff ⊕ f) 的K耐�f��ff ⊕

图1����糑纪嫉穆呒

成的 K图。由于 f 为 f 之反，因此在任一输入条件下 f 的函数值与 f 的函数值应该相反，而

f 与 f 的函数值分别为 f 与 f 的 K图中相应格的填入量，因此 f 的 K图与 f 的 K图各格的填

入量均相反。于是性质 3证毕。

例 1-1 设 )~( 311 xxf 与 )~( 312 xxf 的 K 图分别如图 1-4a、b 所示，试画出 21 ff ⋅ ，

21 ff + ， 21 ff ⊕ 及 1f 的 K图。

由于 1f 和 2f 的 K图中仅含常量 0和 1，因此可根据常量逻辑运算的规则计算各相应格的

运算结果，然后填入 K图，可以得到如图 1-4c～f 所示的 21 ff ⋅ ， 21 ff + ， 21 ff ⊕ 及 1f 的 K

图。显然， 1f 与 1f 的 K图中各格填入量均相反。

当 K图中填入量除常量 0、1外，还有任意项×时，可按以下运算规则予以确定：

例 1-2 设 )~( 311 xxf 与 )~( 312 xxf 的 K图分别如图 1-5a、b 所示，试画出 21 ff ⋅ ， 21 ff + ，

21 ff ⊕ 及 1f 的 K图。

由于 1f 和 2f 的 K图中均含任意项，因此应根据常量运算规则，常量与任意项以及任意项

与任意项的运算规则对 1f 和 2f 的 K图中各对应格填入量进行逻辑运算，然后将运算结果填入

K图得到如图 1-5c～f 所示的 K图。
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��ff +d ) 的 K耐 e) 的 K耐��ff ⊕ f ) 的 K耐�f
图 1-5 含任意项的 K 图的逻辑运算
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1.2 逻辑函数的 K图化简

1.2.1 单输出逻辑函数的 K图化简

在使用门电路设计组合电路时，由于门电路与逻辑函数式中的逻辑运算相对应，因此逻

辑函数的形式越简单，相应的门电路实现也就越简单。所以我们在使用门电路设计组合电路

时，首先应该对待实现的逻辑函数进行化简，以求得逻辑函数的最小化的表示式。由于与非

运算及或非运算均单独构成完备集，因此只要使用一种门电路（与非门或者或非门）可实现

任意逻辑函数。注意到逻辑函数的与／或式跟与非／与非二级门电路实现相对应，逻辑函数

的或／与式则跟或非/或非二级门电路实现相对应，因此我们一旦选定了设计组合电路使用的

门电路类型后，相应逻辑函数的最简的代数形式也就随之确定。如果使用与非门，则应将逻

辑函数化简成最简与／或式；如果选用或非门，则应将它化简成最简或／与式。

1. 逻辑函数与／或式的 K图化简
�����
。在讨论逻辑函数的 K图化简之前先给出一些定义：

定义 1-3 K 图中 k2 个相邻 1值格组成的聚合圈相应的乘积项称为逻辑函数的蕴涵项。

定义 1-4 不能和其它蕴涵项合并的蕴涵项称为素蕴涵项。

例如，图 1-6 所示的 f 的 K图中的 AC、 ABD为素蕴涵项，而 ABC、 ACD均为蕴涵项，

但不是素蕴涵项，因为它们可以被并入 AC。

定义 1-5 至少包含一个不被其它素蕴涵项覆盖的最小项的素蕴涵项称为实质蕴涵项，

相应的最小项则称为实质最小项。

在使用 K图化简逻辑函数与／或式时只圈 K图中的

1 值格。根据 K 图的特点，聚合圈越大，相应的乘积项

中所含的变量数越小，因此所需与非门的输入端数越少。

由于每个聚合圈对应一个乘积项，因此聚合圈越少，所

需与非门数就越少。此外，由于 1＋1＝1，因此 1 值格

被圈用后作任意项处理，即 1值格可重复圈用，具体化

简步骤如下： 图 1-6 f 的 K 图

（1）画出逻辑函数的 K图，标出实质最小项。

（2）画实质蕴涵圈，对余下未圈用过的 1值格按圈尽可能大，圈数尽可能少的原则画聚

合圈。

（3）检查是否存在冗余聚合圈，如有则应删去冗余圈。

（4）根据 K图写出逻辑函数的最简与／或式。

例 1-3 设 )~( 41 xxf 的 K 图如图 1-7 所示，试用 K 图法

化简，写出它最简与／或式。不难发现， 2c 、 5c 、 14c 格

为实质最小项，相应的方格中标·号。画出各实质蕴涵项

聚合圈后，发现 f的 1 值格均被圈过。 图 1-7 )~( 41 xxf 的 K 图化简

由 K图可读得

3142132412 )~( xxxxxxxxxf ++=
例 1-4 设 ∑=)~( 41 xxf 2，3，5，7，8，10，12，13，试用 K图法化简 f，写出它的最

简与／或式。

�����A B
C D����������������

A B D A C

f



 

 

7 
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00
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f

先将 f填入 K图，如图 1-8a 所示。可以发现，该 K图中不存在实质最小项，这就是所谓

的循环情况。这时我们可任选一个素蕴涵项聚合圈，该圈选定后容易画出其它聚合。例如，

图 1-8 f 的 K 图化简

先画含 2c 、 3c 格的聚合圈，便可得到如图 1-8a 所示的各聚合圈，相应的 f 的最简与／或式
为

42132142132141 )~( xxxxxxxxxxxxxxf +++=

如果先画含 3c 、 7c 的聚合图，则可得到如图 1-8b 所示的各聚合圈,相应的 f的另一种最

简与／或式为

43143243143241 )~( xxxxxxxxxxxxxxf +++=

例 1-5 设 )~( DAf 的 K图如图 1-9 所示，试用 K图予以化简，写出它的最简与／或式。

图 1-9 中标“╳”的格表示任意项，可以任意取值。按 K图化简步骤，标出实质最小项 0c 、

3c 、 12c ，画出实质蕴涵项聚合圈，如图 1-9 所示。由 K 图可以写出

)~( DAf 的最简与/或式。

DBCBADAf ++=)~(

2. 逻辑函数或／与式的 K图化简。化简方法：首先画出 f 的 K图，

然后用 K图化简函数 f ，写出 f 的最简与／或式，最后利用公式 ff = 图 1-9 f 的 K 图化简

求得 f的最简或／与式。注意到函数 f与 f 的 K图的填入量相反，f 的 1值格在 f 的 K图中

为 0值格，反之亦然。因此也可以在 f的 K图上对 O值格画圈，从而得到 f 的最简与／或式。

例 1-6 试用 K图化简例 1-5 中函数 )~( DAf ，写出它的最

简或／与式。

由图 1-9 所示的 K 图容易得到图 1-10 所示 f 的 K 图。图中标

出实质最小项，画出实质蕴涵项聚合圈。由图可以得到 f 的最简与

／或式： 图 1-10 f 的 K 图化简

DCBADAf +=)~(

对上式求反得

))(( DCBADCBAf ++=+=

显然，我们也可在 f的 K 图上通过对 0值格画圈得到同样的结果。

例 1-7 试用门电路实现图 1-11 所示函数 )~( 41 xxf ，要求电路成本最低，写出最简函

1 1

1 1

1 1

1 1

��xx
��xx
00 01 11 10

00
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11

10

f

1 1

1 1

1 1

1 1

a) b)

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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数形式，画出逻辑图。

先考虑使用与非门的逻辑设计。在图 1-11 中对 1值格画圈可得到它的最简与／或式：

43323143323141 )~( xxxxxxxxxxxxxxf ⋅⋅=++=

图 1-11 函数 f 的 K 图化简及电路实现

鉴于一块反相器集成块中有 6个反相器，一块二输入门电路集成块有 4个二输入门，一块三

输入门电路集成块有 3个三输入门，一块四输入门电路集成块有 2个四输入门，一块八输入

门电路集成块有 1个八输入门，因此与上式相应的电路的成本为

成本
12
71

3
1

4
3

6
3 =++= 块块块 块

现在考虑使用或非门的逻辑设计。在图 1-11 中对 0 值格画圈可得到 f 的最简与／或式：

3243141 )~( xxxxxxxf +=
对上式求反得

324313243141 ))(()~( xxxxxxxxxxxxf ++++=+++=

与上式相应的电路的成本为

块块块块成本
3

1
1

3

1

4

2

6

3 =++=

显然，采用或非门逻辑设计的电路成本更低，相应的电路实现如图 1-11b 所示。

1.2.2 多输出逻辑函数的 K图化简
������

文献[6]指出，如果使用单输出函数化简的方法来化简多输出函数，尽管各个单输出函数

分别可达到最简，但是由于在化简过程中未考虑公用项的使用，因此从总体上来说，据此得

到的电路的总成本常常不是最低的。在多输出函数化简过程中需要考虑的特殊问题是如何充

分利用各函数之间的公用项，以使多输出函数联合设计的电路总体上要比各函数单独设计的

结果更为简单。然而，为了寻找与利用各函数之间的公用项，按文献[6]提出的传统设计方法

需要考虑各函数相互之间的乘积，研究它们的重复部分（公用部分），因此对于 m个输出函

数的 K图化简，除了需要画m个单独的 K图外，还需要考虑函数之间各种乘积的 K图，也即

需要画 1221 −=+++ mm
mmm ccc � 个 K图组成的 K图群，从而导致了整个设计过程变得非常复杂和

烦琐
���
。 如果我们深入分析造成 K图大量增加的原因，可以发现主要是由于原来的各个函数

的 K图没有携带函数之间相互重复的信息。因此，为了避免大量增加 K图所带来的困难，必

须使原来的 K图经过改造后能携带重复次数的信息，由此导致了多输出函数 K图的提出
�����
。

1 0 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 1

��xx
��xx
00 01 11 10

00

01

11

10

f

�x�x�x�x f

a) 的K图 b) 用或非门实现 的电路f f
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文献[8]提出用 1值最小项在所有m个Ｋ图中重复出现的次数代替 1，并给出了多输出函数的

K图化简步骤：

⑴ 在各个K图中用某格1值重复出现次数代替1,从而获得携带重复信息的多输出函数K

图。

⑵ 在各 K图中先画含一半格子的单变量素蕴涵项聚合圈，圈内的原有数字均记为“一”，

并作任意项处理，然后改写其它 K图中相应格子的重复次数。

⑶ 在各 K图中对记 1的格子画圈，圈后的处理同上。

⑷ 当各 K图中没有记 1格子时可进一步对记 2格子画圈，画圈时应尽可能利用公用项，

圈后处理同前。

⑸ 当各 K图没有记 1、记 2格时对记 3格画圈，圈后处理同前。

⑹ 如通过上述步骤后各 K图中的非零格全被圈用，则在经过检查后便可写出各函数的最

简与／或式。

例 1-8 设计一个七段显示译码器，它接受 8421BCD 码输入，输出 ga ~ 用来驱动七段显

示数码管以显示一位十进制数。

a) 七段数码管 b) 显示字形

输入 输出
十进制数

A B C D a b c d e f g

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0

1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0

2 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1

3 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1

4 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

5 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

6 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1

7 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

8 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

9 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 ╳╳╳╳╳╳╳╳

1 0 1 1 ╳╳╳╳╳╳╳╳

1 1 0 0 ╳╳╳╳╳╳╳╳

1 1 0 1 ╳╳╳╳╳╳╳╳

1 1 1 0 ╳╳╳╳╳╳╳╳

错码

1 1 1 1 ╳╳╳╳╳╳╳╳

C) 真值表

图 1-12 七段数码管、显示字形及显示译码真值表

图 1-12a 为七段显示数码管，图 1-12b 为显示 9~0 的字形，图 1-12c 为根据显示字形
的要求得到的真值表。表中规定输出为高电平有效，即输出 1值使相应的段发光。由于输入

为 8421BCD 码，表中输入 1111~1010 是不可能发生的，因此对应的输出均记作“╳”，表示
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在化简过程可作任意项处理。

⑴ 由图 1-12c 所示的真值表，考虑 K图中各 1 值重复的次数，从而构成了携带重复信息

的多输出函数 K图，如图 1-13a 所示。

⑵ 在各 K图中先画含一半格子的聚合圈，这是因为与它们相应的乘积项为单变量，实现

它们不需要与门，因此不存在公用与门的问题。在 7个 K图中可分别圈出 A（对输出 a），B

（对输出b），B、C 、D（对输出 c）， A（对输出 f ）， A（对输出 g）。此后便可把被圈
用过的各格改记为“—”，表示可任意取值。显然，输出 c已设计完毕。
⑶ 改写各 K图中的重复次数，例如输出 d 、e的 K图中左下角方格内的数字由 7改为 2，

由此可以得到图 1-13b。

6 0 5 5
0 5 3 0

7 5

��������������������4 0 3 4
0 4 2 0

- -

- 0 - -
0 4 - 0

- -

- 0 - -
0 4 - 0

- -

6 2 5 5
4 0 3 0

7 5

- - - -
3 0 2 0

- -

- - - -
3 0 - 0

- -

- - - -
- 0 - 0

- -

A B
C D

6 2 5 0
4 5 3 5

7 5

A B
C Dc

6 0 5 5
0 5 0 5

7 0

A B
C D

6 0 0 5
0 0 0 5

7 0

A B
C D

6 0 0 0
4 5 0 5

7 5

A B
C D

0 0 5 5
4 5 0 5

7 5

A B
C D

- - - 0
- - - -

- -

4 0 3 4
0 4 0 4

2 0

- 0 2 -
0 4 0 4

- 0

- 0 - -
0 4 0 4

- 0

4 0 0 4
0 0 0 4

2 0

- 0 0 -
0 0 0 4

- 0

- 0 0 -
0 0 0 4

- 0

4 0 0 0
3 4 0 4

- -

1 0 0 0
3 4 0 4

- -

- 0 0 0
- 4 0 4

- -

0 0 3 4
3 4 0 4

- -

0 0 2 1
3 4 0 4

- -

- 0 - -
1 4 0 4

- -

������������������������������������������������

����������������
a

b

d

e

f

g

����������������������������������������
图 1-13 8421BCD 码—七段显示译码器的 K 图化简

⑷ 在图 1-13b 中没有记 1 格，因此先对记 2格处理。画圈时不仅要使圈尽可能大，而且

要尽量可公用。为此，可选CD圈为输出 a、b 所公用及选 B D 为输出 a、 d 、 e公用。
⑸ 改写各 K图得到图 1-13c。注意到图中 f 、g的 K图内有记 1格，按前述原则可对输

出b 、 f 选C D圈，对输出 d 、 g选B C圈。显然，对输出b 已设计完毕。

⑹ 改写各 K图得到图 1-13d。注意到图中 g的 K图有记 1格，按前述原则可对输出 f 、
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g选B C 圈。对余下格子可对输出a、d 选B C D，对输出 d 、e、 f 、g选 B C D，至
此各 K图中非零格全部被圈完。据此可写出各输出 ga ~ 的最简与／或式：

DCBCBCBAg

DCBCBDCAf

DCBDBe

DCBDCBCBDBd

DCBc

DCDCBb

DCBDCDBAa

+++=

+++=

+=

+++=
++=

++=

+++=

与上式相应的电路在不计输入反相器的条件下，用 6 个二输入门，4 个三输入门及 4 个

四输入门，共需 6
54 块集成电路。如果按单独设计，在不计输入反相器的条件下需用 4

15 块集
成电路。显然，由于在多输出 K图化简中考虑了公用项，因此使整个组合电路的成本比单独

设计更为节省。

1.3 K 图规模的压缩

逻辑函数的 K图的规模随变量数的增加按 2的幂次迅速增加，这使图形方法的适用范围

受到了限制。一方面由于 K图规模的扩大增加了绘图工作量，另一方面由于对称相邻的存在

使得相邻格的辨别及合并化简发生困难。降维 K图是最常用的压缩 K图规模的一种方法。此

外，在互斥变量的情况下存在的大量不可能发生的条件，从而使得 K图规模显得浪费，因此

有必要研究逻辑函数在互斥变量情况下的 K图表示及化简方法。

1.3.1 降维 K 图及其应用

1.降维 K 图
������

定义 1-6 设 )~( 1 nxxf 为 n变量的逻辑函数，以 n变量中的 )( ln − 个变量作为变量的 K

图表示称为该逻辑函数的降 l维 K图，所压缩的 l个变量称为收缩变量。

在实际应用中用得最多的是降一维 K 图，其次是降二维 K 图。下面分别介绍获得降维 K

图的两种方法。

⑴ 由代数式对选定的 )( ln − 个变量展开获得降维 K图
例 1-9 设 5425321542432152132151 )~( xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxf +++++= ,试画出以 41 ~ xx 为

变量的降维Ｋ图。

将 )~( 41 xxf 对变量��~ xx 进行展开得
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++++
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将上述代数式填入以 41 ~ xx 为变量的四变量 K 图可以得到如图 1-14 所示的降维 K 图。上述

方法可推广应用于降二维乃至降更多维的 K图。

⑵ 由原 K 图获得降维 K 图。如果收缩变量为 ix ，则

将除 ix 以外的各变量轴为分界线将原 K图划分为 12 −n 个子

K 图。将各子 K 图读得的结果作为填入量填入相应的 K 图

便可得逻辑函数的降一维 K图。

例 1-10 图 1-15a 为 )~( 41 xxf 的 K图，试画出它的

各种降一维 K图。 图 1-14 f 的降维 K 图

根据上述降一维 K图的构成方法，以各相应的变量轴为分界线将原 K图划分为 8个子 K

图，然后将由各子 K图读得的结果填入相应的 K图可得到如图 1-15b～e 所示的各种降一维 K

图。

0 1 1 0

1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0

21xx
43 xx
00 01 11 10

00

01

11

10

f

1x1x

0 1 1 0

2x
43 xx

b) 收缩 的K图

f �x 1x 2x

1

0 1 0

1x
f

2x 2x

3x

3x

0 1 1

0 1 0

1x
f

4x 1

0

1x
f

4x

4x
4x

4x 4x

1x c) 收缩 的K图2x

d) 收缩 的K图3x e) 收缩 的K图4x
fa) 的K图

0

1

0

1

0

1

0

1

00 01 11 10

00 01 11 1000 01 11 10

00 01 11 10

2x

43 xx

32 xx42 xx

图 1-15 f 的 K 图和各种降一维 K 图

如果收缩 ix 、 jx 二个变量，则将除 ix 、 jx 以外的变量轴为分界线将原 K图划分成 22 −n 个

子 K图，然后将各子 K图读得的结果填入相应的 K图便可得到降二维 K图。

例 1-11 试画出例 1-10 中函数 f 的各种降二维 K图。

f 的 K图如图 1-15a 所示。根据上述降二维 K图的构成方法，以各相应的变量轴为分界

线将原 K图划分成 4个子 K图，然后将各子 K图读得的结果填入相应的 K图可得到如图 1-16

所示的各种降二维 K图。
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a)    收缩 b )   收缩 c )    收缩

f)    收缩e )    收缩d )   收缩

��xx ��xx ��xx

��xx��xx32 xx

图 1-16 f 的各种降二维 K 图

2. 降维 K图化简。由于在实际应用中很少使用降二维 K图化简，因此我们仅介绍降一维

K图化简，在画出收缩变量为 ix 的降维 K图后，可按以下规则进行化简：

⑴ 填入量为 ix 的格可与 1值格聚合，与此相对应的乘积项应乘以 ix 。

⑵ 填入量为 ix 的格也可与 1值格聚合，与此相对应的乘积项应乘以 ix 。

⑶ 某 1值格如已作为 ix 圈过，又作为 ix 圈过，则由于 ix + ix ＝1，因而不必再对该 1值

格画圈；否则该格还必须作 ix 或 1圈用。

⑷ 至于余下全 1格，或全 ix 格，或全 ix 格之间的聚合规则与单输出函数化简规则相同。

例 1-12 试用降维 K图化简图 1-17 所示的五变量函数 )~( 51 xxf 。

先将 5个 1值格作 5x 画 8格圈 51xx ，然后画含 0c 、 2c 、

8c 、 10c 的 4 格圈 542 xxx ，至此 5 个 5x 格全被圈过，5 个

1值格也被当做 5x 格圈过。将 5c 、 7c 格作为 5x 画含 5c 、 7c 、

13c 、 15c 的 4格圈 542 xxx ，由于 5c 、 7c 格均被作 5x 和 5x 圈
过，因此可作任意项处理。最后画含 0c 、 1c 、 4c 、 5c 格
的 1值聚合圈 31xx 。经检查全部 5x 、 5x 、1值格均被圈用，
据此可以写出 f 的最简与／或式： 图 1-17 用降维 K 图化简 f

315425425151 )~( xxxxxxxxxxxxf +++=

3.降维 K 图在基于 ULG.3 逻辑设计中的应用。ULG.3 是一个具有 5 输入、单输出的三变

量通用逻辑门，通过输入端的不同接法它能实现任意三变量的逻辑函数。它的输出 U的布尔

函数式为

21521214213 )( yyyyyyyyyyyU +++=

(1-2)

注意到任意三变量函数可以根据香农展开定理对其中任意两个变量展开。设 )~( 31 xxf 为三

变量逻辑函数，该函数可以对其中二个变量（设为 21xx ）进行展开，展开后可得

21321221121031 )~( xxcxxcxxcxxcxxf +++= (1-3)
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