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第 1 章  绪   论

1 .1  模糊控制简介

  模糊控制是以模糊集合论、模糊语言变量以及模糊逻辑推理为基础的一种计算机控制

方法
[ 1 ]
。从控制器的智能性来看 ,模糊控制属于智能控制的范畴。

智能控制是人工智能、控制理论和管理科学相结合的产物 [ 2 ] 。它依靠知识模型 ,把人类

社会数以千万计的技术和非技术的人类行为和经验 ,归纳为若干系统化的规则 (或规律 ) ,实

现对系统的“拟人智能”控制 [ 3 ]。

模糊控制是智能控制的主要方法之一 ,它的知识模型是由一组模糊推理产生的规则 (主

要是由模糊控制规则和表示对象特性的语言规则 )构成的 ,它的人机对话能力较强 ,能够方

便地将专家的经验与思考加入到知识模型中。

1 .1 .1  模糊控制的研究对象

模糊控制作为智能控制的一种类型 ,是控制理论发展的高级阶段产物 ,它主要用来解决

那些用传统方法难以解决的复杂系统的控制问题。具体地说 ,其研究对象具备以下一些智

能控制对象的特点 :

1 . 模型不确定性

传统的控制是基于模型的控制 ,这里的模型包括控制对象和干扰模型。对于传统控制

通常认为模型已知或者经过辨识可以得到。而模糊控制的对象通常存在严重的不确定性。

这里所说的模型不确定性包含两层意思 : 一是模型未知或知之甚少 ;二是模型的结构和参

数可能在很大范围内变化。无论哪种情况 ,传统方法都难以对它们进行控制 ,而这正是模糊

控制所要解决的问题。

2 . 非线性

在传统的控制理论中 ,线性系统理论比较成熟。对于具有非线性特性的控制对象 ,虽然

也有一些非线性控制的方法 ,但总的来说 ,非线性控制理论还很不成熟 ,而且方法也比较复

杂。采用模糊控制的方法往往可以较好地解决非线性系统的控制问题。

3 . 复杂的任务要求

在传统的控制系统中 ,控制的任务或者是要求输出量为定值 (调节系统 ) ,或者是要求输

出量跟随期望的运动轨迹 (跟踪系统 ) ,要求比较单一。对于模糊控制系统 ,任务的要求往往

比较复杂。例如 ,在智能机器人系统中 ,它要求系统对一个复杂的任务具有自行规划和决策

的能力 ,有自动躲避障碍并且运动到期望目标位置的能力。再如 ,在复杂的工业过程控制系

统中 ,它除了要求对各被控物理量实现定值调节外 ,还要求能实现整个系统的自动启停、故
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障的自动诊断以及紧急情况的自动处理等功能。

1 .1 .2  模糊控制是模仿人的控制

由人作为控制器的控制系统是典型的智能控制系统 ,其中包含了人的高级智能活动。

模糊控制在一定程度上模仿了人的控制 ,它不需要有准确的控制对象模型 ,因此它是一种智

能控制方法。

例如 ,一个操作员通过观察仪表显示对过程进行控制 ,仪表显示反映了过程的输出量。

操作员通过仪表观察到输出量发生变化时 ,便根据所积累的知识和操作经验做出决策 ,并采

取相应的控制动作。这是一个从过程变化到控制行动的映射。这个映射是通过操作员的决

策来实现的 ,这个决策过程并不是通过精确的定量计算 ,而是依靠定性或模糊的知识来实现

的。例如 ,若控制的过程是水箱中的水温 ,检测仪表给出的是精确值 ,比如 80℃ ,操作员将

这个精确值转化为头脑中的概念量 ,比方说“温度偏高”。他将这个概念与头脑中已有的控

制经验和模式相匹配 ,得到“温度偏高应该加入较多冷却水”的推断 ,进而需将“加入较多冷

却水”这个模糊概念给出定量解释。例如 ,加入冷却水的流量应为 10m3 / h ,然后按此定量值

控制执行装置 ,从而完成整个控制过程的一个循环。这里操作员并不是按照某种控制算法

进行了精确的计算 ,而是采用了一种模糊的控制方法 ,其中包含了他的智能行为。

模糊控制即是模仿上述操作员的控制过程 ,其中包含了操作员的控制经验和知识。因

而从这个意义上说 ,模糊控制也是一种智能控制。模糊控制方法既可用于简单的控制对象 ,

也可用于复杂的过程。

1 .1 .3  模糊控制研究的数学工具———模糊集合与模糊数学

在上面所举的操作员进行温度控制的例子中 ,“温度偏高”中的“偏高”、“加入较多冷却

水”中的“较多”等都是一些模糊的概念 ,而利用这些概念最终却能实现稳定的控制。如何描

述这些模糊的概念 ,并对它们进行分析、推理 ,正是模糊集合与模糊数学 [ 4 ]所要解决的问题。

模糊集合理论的产生和发展到现在只不过 30 多年的历史 ,但它已经逐步渗入到自然科

学和社会科学的各个领域 ,并且取得了引人注目的成果。笼统地说 ,模糊集合是一种特别定

义的集合 ,它可用来描述模糊现象。有关模糊集合、模糊逻辑等的数学理论 ,被称为模糊

数学。

模糊性是一种不确定性 ,但它不同于随机性 ,所以模糊理论不同于概率论。模糊性通常

是指对概念的定义以及语言意义理解上的不确定性。例如 ,“老人”、“温度高”、“数量大”等

所含的不确定性即为模糊性。可见 ,模糊性主要是人为的主观理解上的不确定性 ,而随机性

则主要反映的是客观上自然的不确定性 ,或者是事件发生的偶然性。偶然性与模糊性具有

本质上的不同 ,它们是不同情况下的不确定性。例如 ,“明天有雨”的不确定性 ,是由今天的

预测产生的 ,时间过去了 ,到明天就变成确定的了。再有“掷一下骰子是 4 点”的不确定性是

由于掷骰子之前推测产生的 ,实际做一下掷骰子实验 ,它就是确定的事件了。但是“老人”、

“气温高”等的不确定性 ,即使时间过去了 ,即使做了实验 ,它仍然是不确定的 ,这是由语言意

义模糊性的本质所确定的。

模糊集合是一种特别定义的集合 ,它与普通集合既有联系又有区别。对于普通集合来

说 ,任何一个元素要么属于该集合 ,要么不属于 ,非此即彼 ,界限分明 ,决不模棱两可。而对
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于模糊集合来说 ,一个元素可以是既属于又不属于 ,亦此亦彼 ,界限模糊。例如 ,一个人到苹

果园去摘苹果 ,如果规定比 2 两重的苹果算作“大”苹果 ,则这是普通集合的概念。因此 ,若

摘到一个 2 .5 两重的苹果 ,可以毫不犹豫地说这是一个“大”苹果 ;若摘到一个 1 .9 两重的苹

果 ,也可以毫不犹豫地说它不是“大”苹果。这就是关于“大”的两值逻辑 ,是用精确的量作为

边界来划分属于还是不属于该集合。如果规定差不多比 2 两重的苹果为“大”苹果 ,这是一

个模糊集合的概念。这时若摘到一个 2 .5 两重的苹果 ,可以不假思索地算作“大”苹果。那

么对于 1 .9 两重的苹果呢 ,这就需要人为地决定了。你可以说它不够“大”,但若这个苹果

园中“大”苹果不够多的话 ,将它勉强算作“大”苹果也不为过。这就是关于“大”的逻辑值逻

辑 ,是用人为的量作为边界来划分属于还是不属于该集合。

从上述例子可以看到 ,模糊性是人们在社会交往和生产实践中经常使用的 ,它提供了定

性与定量、主观与客观、模糊与清晰之间的一个人为折衷。它既不同于确定性 ,也不同于偶

然性和随机性。概率论是研究随机现象的 ,模糊数学则是研究模糊现象的 ,两者都属于不确

定性数学。应当特别注意的一点是 ,不可认为模糊数学是模糊的概念 ,它是完完全全精确

的 ,它是借助定量的方法研究模糊现象的工具。

1 .2  模糊控制的发展与应用概况

美国控制理论专家查德 ( L .A .Zadeh )教授于 1965 年首先提出了模糊集合的概念 ,开创

了模糊数学及其应用的新纪元。模糊控制是模糊集合理论应用的一个重要方面。1974 年

英国教授曼丹尼 ( E .H .Mamdani)首先将模糊集合理论应用于加热器的控制 ,其后产生了许

多应用的例子。其中比较典型的有 : 热交换过程的控制、暖水工厂的控制、污水处理过程控

制、交通路口控制、水泥窑控制、飞船飞行控制、机器人控制、模型小车的停靠和转弯控制、汽

车速度控制、水质净化控制、电梯控制以及电流和反应堆的控制 ,并且生产出了专用的模糊

芯片和模糊计算机。在模糊控制的应用方面 ,日本走在了前列。日本在国内建立了专门的

模糊控制研究所 ,日本仙台的一条地铁的控制系统采用了模糊控制的方法取得了很好的效

果。日本还率先将模糊控制应用到日用家电产品的控制 ,如照相机、吸尘器、洗衣机等 ,模糊

控制的应用在日本已经相当普及。

1 .2 .1  模糊控制的产生及其与传统控制的差异

1973 年 , L .A .Zadeh 继续丰富和发展了模糊集合论 ,提出了一种把逻辑规则的语言转

化成相关控制量的思想 ,从而为模糊控制的形成奠定了理论基础
[ 3 ]
。他同时指出 : 模糊控

制方法与通常分析系统所用的定量方法在本质上是不同的 ,它有 3 个主要特点 :

(1 ) 用语言变量代替数学变量或两者结合应用 ;

(2 ) 用模糊条件语句来刻画变量间的函数关系 ;

(3 ) 用模糊算法来刻画复杂关系。

现有的控制理论可以用来处理许多控制问题。例如 ,利用卡尔曼滤波器可以对有噪声

的系统进行状态估计 ;极大值原理可以用来解决某些最优控制的问题 ;分离原理为随机系统

的控制提供了便利的方法 ;极点配置技术可以用来处理线性多变量系统的稳定性等问题 ;预

测控制理论可对大滞后过程进行有效的控制。尽管这些理论在处理实际问题时都获得了不

同程度的成功 ,但是它们都有一个基本的要求 ,就是必须知道被控对象的数学模型。然而在
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实际中常出现这样的复杂情况 : 许多工业被控对象由于具有非线性、时变性、变结构、多层

次、多干扰因素以及各种不确定性 ,难以建立精确的数学模型。即使对一些复杂对象能够建

立数学模型 ,模型也往往过于复杂 ,既不利于设计也难以实现有效控制。这时前面提到的方

法就无法解决这些对象的控制问题。虽然常规自适应控制技术可以解决一些问题 ,但其能

力也是有限的。

在实际工作中 ,操作者却往往可以对这些难以建立数学模型的被控对象进行有效的控

制。操作者对被控对象进行的控制主要是通过不断学习 ,积累操作经验来实现的。这些经

验包括操作者对被控对象特性的了解、在各种情况下的控制策略以及性能指标判据。作为

经验 ,这些信息通常是以自然语言的形式表达出来 ,它们的特点是定性的描述 ,所以具有不

确定性和不精确性。这种特性使得人们无法用现有的定量控制理论对这些信息进行处理 ,

但是人们却能根据这些信息建立一组行之有效的控制规则 ,来对被控对象进行控制。这是

一组用语言信息表达的具有模糊性的控制规则。显然在这种情况下 ,需要一种能处理具有

模糊性的语言信息的技术 ,它能根据语言信息构成一个能给出有效控制方法的控制器。

模糊集合理论就是具有处理语言信息能力的工具。模糊控制器就是人们根据模糊集合理

论设计的、能够模仿操作人员手动控制作用的控制器 ,它不要求已知受控对象的数学模型。但

是 ,需要强调指出 : 模糊控制器不要求受控对象的数学模型 ,并不等于在对受控对象先验知识

一无所知的情况下就可设计一个具有良好控制效果的模糊控制器。恰好相反 ,它仍然要求对

受控对象的特性有充分的了解 ,只不过它们是以知识模型 (由人们对受控过程认识的模糊信息

的归纳和操作经验的总结而形成的模型 )而不是以数学模型的形式表达出来的。

1 .2 .2  模糊控制的几个典型应用案例

1 .Sugoeno的模糊小车

  M .Sugoeno 设计了一个模型小车的模糊控制 [ 4 ] 。这是模糊控制应用的一个非常令人

感兴趣的例子。利用模糊控制的方法可使该小车沿着预先设定的弯曲轨道停靠到车库指定

位置。模糊控制的规则是通过向有经验的驾驶员学习而获得的。

2 . 模糊自动火车运行系统

这是日本日立公司开发的系统。自 1987 年 2 月以来 ,该系统已成功地在日本仙台的城

市地铁系统应用。在该系统中 ,目标评估模糊控制器对每一条可能的控制命令加以执行。

该模糊系统包含两种规则库 ,一种是关于恒速控制 ,它要求火车启动后维持恒速前进 ;另一

种是火车自动停站的控制 ,它调节火车的速度以准确地停靠在车站的指定位置。这些规则

是基于对运行的安全性、乘坐的舒适性、停靠的准确性、能耗及运行时间等综合性能的评价。

每 100ms 控制一次。运行结果表明 ,该模糊控制系统在乘坐的舒适性、停靠的准确性、能

耗、运行时间及鲁棒性等方面均优于常规的 P ID控制。

3 . 模糊自动集装箱吊车操纵系统

在该系统中 ,主要的性能指标为安全性、停放精度、集装箱摆动及吊运时间等。其中包

含了两个主要的操作 : 台车操作和线绳操作。每一操作包含两个功能级 : 决策级和动作

级。该模糊自动操作系统在日本的北九州港进行了实地实验。实验结果表明 ,由一个不熟
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练的操作员来操纵该模糊系统 ,其货物处理能力为每小时 30 个集装箱 ,其操作性能、安全

性、精确度等均可与非常有经验的操作员相媲美。

4 . 模糊逻辑芯片和模糊计算机

第一个模糊逻辑芯片是 1985 年由 AT & T 贝尔实验室的 Togai和 Wat anabe 设计的。

该模糊推理芯片可以并行地处理 16 条规则。它由四部分组成 : 规则集存储器、推理处理单

元、控制器和输入输出电路。规则集存储器是用静态随机存储器实现的 ,因而可动态地改变规

则集。该芯片在 16MHz的时钟下的执行速度可达 250k FLOPS。现在正在开发基于该芯片的

模糊逻辑加速器 ( FLA)。1989年 3月 ,美国北卡罗来纳微电子中心的 Watanabe设计制造了世

界上最快的模糊逻辑芯片 ,该芯片包含有 688000 个晶体管 ,速度达到 580k FLOPS。

日本的 Yamas kawa设计了一个模糊计算机的雏形。该模糊计算机由一个模糊存储

器、一个推理机、一个 MAX块、一个清晰化块以及一个控制单元组成。模糊存储器存储语

言模糊信息 ,由推理机实现 MAX 和 MIN 操作。该模糊计算机能以高达 10M F LOPS的速

度处理模糊信息 ,它朝着真正的工业应用以及常用知识处理方向迈出了十分重要的一步。

1 .3  本书结构与内容安排

本书从现代工业企业实际应用角度出发 ,较系统地讨论介绍了模糊控制理论与应用技

术。首先介绍了模糊控制研究用数学工具———模糊数学基础知识 ;然后分别讨论 3 种不同

类型的模糊控制的基本理论 ,即基于模糊推理的模糊控制器、基于 T-S 模型的模糊控制和

基于模糊数的模糊自适应控制 ;最后从三个不同侧面介绍了模糊控制在现代工业企业中的

应用技术 ,即工业企业生产过程模糊控制应用技术与案例、工业企业模糊产品设计案例分析

以及工业企业模糊管理与控制应用方法与案例。

全书内容结构安排如图 1 .1 所示。

图 1 .1  本书内容结构图
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第 2 章  模糊数学基础知识

本章首先介绍普通集合论的一些基本概念 ,然后推广到模糊集的概念 ,并进一步介绍其

他一些模糊数学基础知识。

2 .1  普 通 集 合

2 .1 .1  一般概念

  一般地 ,把具有某种确定性质彼此可以区别的对象 (或事物、个体等 )组成一个整体 ,这

个整体被称为集合或集。组成集合的每一个对象 ,均称为该集合的元素或简称为元。若用

X代表一个集合 , x表示集合的元素 ,则把 x属于 X ,记为 x∈ X;否则 ,则把 x不属于 X ,记

为 x| X。

若集合的元素是有限的 ,那么这种集合称为有限集 ;否则称为无限集。

集合可以用列举法表示。所谓列举法是把一个集合的所有元素都写在一个花括号内 ,

例如 S = { a, b, c, d} , A =
1
2

,
1
3

,
1
4

,
1
5

,
1
6
等。显然这种表示法只适合有限集。集

合的另一种表示法为条件定义法 ,即用记号

{ x | Φ( x ) }

表示一个集合 ,它由满足条件Φ的元素 x 全体所组成。例如 ,中心在原点、半径为 1 的圆周

上全体点组成的集合 X可记为

X = { ( x , y) | x, y是实数 , x2 + y2 = 1 }

花括号中竖线左边的 ( x, y)表示集合 X 的元素为 xoy 坐标面上的点 ( x, y) ,竖线右边的内

容表示集合 X的元素 ( x , y )应满足的条件 ,称为集合的定义条件。

下面几个概念是经常要用到的。

(1 ) 子集

定义 2 .1  设 A , B为两个集合 ,若 " x∈ A都有 x∈ B,则称 A 包含在 B 内 ,记为 A�

B。这种关系也称 A是 B 的子集。

若 A� B且 B� A,则称集合 A与集合 B 相等 ,记为 A = B。

定义2 .2  若 A� B但 A≠ B,则称集合 A为集合 B 的真子集 (亦称 A真包含在 B 内 ) ,

记为 A� B。

(2 ) 空集

不含任何元素的集合叫做空集 ,记为� 。空集可以用条件 x≠ x 定义为

� = { x | x≠ x}

  空集是任一集合的子集 ,即对于任意集合 A,恒有� � A。

(3 ) 论域

考虑一个确定的集合 ,使在过程中所涉及的一切集合都是这个集合的子集 ,也就是说所
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研究的一切对象 ,都是这个集合的元素 ,这样的集合叫做论域或空间 ,常用大写字母 U , X 等

表示。如考虑的是部分正整数的集合 , 则论域就可以取全体自然数组成的集合 N =

{0 , 1 , 2 , 3 ,⋯}。

论域 U中的任一元素 x ,对于某一确定的集合 A,要么 x∈ A ,要么 x∈珡A ,二者必居其一

且只居其一。这是普通集合的一个特点。

(4 ) 特征函数

集合还有一种表示方法———特征函数法 ,它是用特征函数来确定一个集合。

设集合 A是论域 U的一个子集。所谓 A 的特征函数χA ( x )是这样规定的 : " x∈U,

若 x∈ A则规定χA ( x) = 1;若 x∈珡A则规定χA ( x) = 0 ,即

χA ( x) =
1 ,   x∈ A

0 ,   x | A
( 2 .1)

任一特征函数都惟一确定了一个集合。特征函数χA ( x )的图形一般地画成图 2 .1 的形状 ,

图 2 .1  特征函数示意图

每一个 x∈ A 所对应的纵坐标χA ( x )都是 1 ,而任何 x∈珡A 所

对应的纵坐标均为零。

例 2 .1  全体有理数组成的集合

Q = x | x =
p
q

,其中 p, q为互质数 ,且 q > 0

的特征函数为

χQ ( x) =
1 ,   χ∈ Q

0 ,   χ为无理数

  这里取论域为全体实数组成的集合 R。用特征函数表示集合 ,与前两种方法本质上是

一样的。下面会看到 ,集合的运算一般可以通过其特征函数的某种运算来定义。

2 .1 .2  集合的运算

下面给出集合的并、交、余运算的定义。

(1 ) 并集

定义 2 .3  设 A, B 为论域 U 上的两个子集 ,由属于集合 A 或集合 B 的所有元素组成

的集合 ,称为 A与 B 的并集 (简称并 ) ,记为 A∪ B ,即

A∪ B
def

{ x | x∈ A或 x ∈ B} ( 2 .2)

一般 ,可以定义 n个集合的并 :

   ∪
n

i = 1
Ai = A1∪ A2∪⋯∪ An

d ef
{ x | x至少属于 A i 之一 , i = 1 , 2 , ⋯ , n} ( 2 .3)

  (2 ) 交集

定义 2 .4  设集合 A, B�U ,由既属于 A 又属于 B 的元素所组成的集合 ,称为 A 与 B

的交集 (简称交 ) ,记为 A∩ B ,即

A∩ B
def

{ x | x∈ A且 x ∈ B} ( 2 .4)

一般设 A i�U , i = 1 , 2 , ⋯ , n, n个集合之交定义如下 :

∩
n

i = 1
Ai = A1 ∩ A2 ∩ ⋯ ∩ An

def
{ x | x属于所有 A i , i = 1 , 2 , ⋯ , n} ( 2 .5)
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  例 2 .2  设 A = {1 , 2 , 3 , 4 , 5} , B = {4 , 5 , 6 , 7 } ,则

A∪ B = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7} , A∩ B = {4 , 5 }

  例 2 .3  设 A = { x | x2 + x - 6 < 0 } , B = { x | x2 - 2 x - 3≤0 } , 通过解不等式得 A =

{ x | - 3 < x < 2} , B = { x | - 1≤ x≤3}。显然 , A∪ B = { x | - 3 < x≤3} , A∩ B = { x | - 1≤ x < 2}。

(3 ) 差集

定义 2 .5  设 A , B�U ,由属于 A但不属于 B 的元素组成的集合 ,称为 A与 B 的差集 ,

记为 A - B(或 A \ B) ,即

A - B = { u | u∈ A但 u∈珚B} ( 2 .6)

这个定义中并不要求 B� A。

(4 ) 余集

定义2 .6  设集合 A�U ,在论域 U中由不属于 A 的元素组成的集合 ,称为集合 A的余

集 (或补集 ) ,记为ǐ A,即

ǐ A = { x | x| A  但 x∈U} ( 2 .7)

  例 2 .4  设论域 U = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 } , A = {1 , 2 , 3 } ,那么ǐ A = {4 , 5 } ,且ǐ (ǐ A) =

{1 , 2 , 3 } = A。

关系ǐ (ǐ A ) = A 对一般集合都是正确的。另外 , 设 U 为论域 , 显然ǐ � = U,

ǐ U =� 。

此外 ,集合 A, B的并、交、余的特征函数 ,均可用集合 A, B的特征函数来定义。

(1 ) χA∪ B ( x )
def

max(χA ( x) ,χB ( x ) ) 或χA ( x )∨χB ( x) ( 2 .8)

(2 ) χA∩ B ( x )
def

min (χA ( x) ,χB ( x) ) 或χA ( x)∧χB ( x ) ( 2 .9)

(3 ) χC ( x )
def

1 -χA ( x) (2 .10)

(4 ) A =�  当且仅当χA ( x )≡0

(5 ) A = U  当且仅当χA ( x )≡1

(6 ) A� B  当且仅当 " x∈U , χA ( x )≤χB ( x)

(7 ) A = B  当且仅当 " x∈U , χA ( x ) =χB ( x)

注  这里 ,记号∨表示取极大者 ,∧表示取极小者。

2 .1 .3  集合运算的性质

下面列出的是集合运算的几个常用性质 :

(1 ) 交换律 : A∪ B = B∪ A; A∩ B = B∩ A

(2 ) 结合律 : A∪ ( B∪C) = ( A∪ B)∪C;

A∩ ( B∩C) = ( A∩ B)∩C

(3 ) 分配律 : A∪ ( B∩C) = ( A∪ B)∩ ( A∪C)

A∩ ( B∪C) = ( A∩ B)∪ ( A∩C)

(4 ) 传递律 : 若 A� B, B�C则 A�C

(5 ) 幂等律 : A∪ A = A; A∩ A = A
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(6 ) 互补律 : A∪ǐ A = U; A∩ǐ A =�

(7 ) 德摩根律 : ǐ ( A∪ B) =ǐ A∩ǐ B;

ǐ ( A∩ B) =ǐ A∪ǐ B

2 .1 .4  幂集、笛卡儿积集

定义 2 .7  由集合 A的一切子集所组成的集合 (包含空集与集合本身 ) ,叫集合 A的幂

集 ,记为 P( A) ,即

P( A) = { X | X� A} (2 .11)

  例 2 .5  设 A = { a1 , a2 } ,则 P( A) = { { a1 } , { a2 } , { a1 , a2 } ,� }

设 A = {1 ,2 ,3 } ,则 P( A) = {{1} , {2} , {3} , {1 , 2} , {1 , 3} , {2 , 3} , {1 , 2 , 3} ,� }

定义 2 .8  设 A , B为两个集合 ,由 a∈ A及 b∈ B的一切有序偶 ( a, b)组成的集合 ,叫做

集合 A与集合 B 的笛卡儿积集 (直积集 ) ,记为

A× B = { ( a, b) | a∈ A , b∈ B} (2 .12)

  注  有序偶 ( x1 , y1 ) = ( x2 , y2 )当且仅当 x1 = x2 , y1 = y2。

例 2 .6  设 X = { x1 , x2 } , 则

X× X = { ( x1 , x1 ) , ( x1 , x2 ) , ( x2 , x1 ) , ( x2 , x2 ) }

  例 2 .7  设 R = { x | - ∞ < x <∞} ,则

R× R = { ( x, y) | x∈ R, y∈ R}

R为坐标轴上一切点的集合 , R× R为坐标面 xoy 上一切点的集合。

2 .1 .5  关系

1 . 一般概念

  定义 2 .9  从集合 A 到集合 B 的一个二元关系 R ,是笛卡儿积集 A× B 的一个子集

R� A× B,如果元素 a, b( a∈ A, b∈ B)之间有关系 R,就记为 a Rb或 ( a, b)∈ R,否则记为

aR/ b或 ( a, b) | R。从定义可知 ,所谓关系 R就是一切有关系 R 的有序对组成的集合

R = { ( a, b) | a∈ A , b∈ B, aRb} (2 .13)

  ( a, b)∈ R的第一个个体 a 允许取的所有元素组成的集合叫做关系 R 的定义域 ,记为

dom( R)或 D ( R) ;第二个个体 b允许取的一切元素组成的集合叫做关系 R 的值域 , 记

为 ran ( r)或 C( R) ,即

dom( R) = { a | a∈ A, v b∈ B 使得 ( a, b) ∈ R}

ran( R) = {b | b∈ B, v a∈ A 使得 ( a, b) ∈ R}

(记号v a∈ A表示存在着属于 A 的元素 a) ,显然有 dom( R)� A , ran ( R)� B。经常会碰到

A = B的情况 ,这时可以说关系 R是建立在集合 A 上的二元关系 R� A× A。

注  除二元关系外 ,尚有三元关系 ,⋯ , n元关系。

例 2 .8  设某班的 5 个学生组成一个集合 A = { a1 , a2 , a3 , a4 , a5 } ,考试成绩的集合为

B = {优 ,良 ,及格 ,不及格}。直积 A× B就是每个学生与其可能取得成绩的有序对集合 , 其

中共有 5×4 = 20 个有序对。设某次考试 (某一门课程 )结果为

R = { ( a1 ,良 ) , ( a2 ,优 ) , ( a3 ,及格 ) , ( a4 , 优 ) , ( a5 ,及格 ) }显然这时有 R� A× B。
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2 . 关系的矩阵表示法

有限集之间的关系用矩阵表示 ,可将关系的某些性质清楚地表达出来 ,尤其便于在计算

机上对关系进行各种计算。

设集合 A = { a1 , a2 ,⋯ , an }到集合 B = { b1 , b2 ,⋯ , bm }存在着关系 R,列出如下表格 ,若

ai , bj 之间有关系 R ,令 ui j = 1 ;若 ai 与 bj 无关系 R ,令 uij = 0。即

R b1 ⋯ bm

a1 u11 ⋯ u1 m

… … …

an un1 ⋯ un m

 其中 uij =
1 ,   ( ai , bj ) ∈ R

0 ,   ( ai , bj ) | R

这样 , A到 B 的关系 R 就用上表清楚地表示出来。这个表写成矩阵形式 ,就叫做关系 R 的

矩阵 ,记为 MR ,即

MR =

u11 ⋯ u1 m

… …

un1 ⋯ un m

 其中 ui j =
1 ,   ai Rbj

0 ,   ai R/ bj

显然 ,关系 R的矩阵 M R 均系布尔矩阵。在一般的讨论中 ,关系矩阵 MR 常用代数中所使用

的记号

MR = ( uij ) n× m ,  其中 uij =
1 ,   ( ai , bj ) ∈ R

0 ,   ( ai , bj ) | R

集合 A = { a1 , a2 ,⋯ , an }上的关系 R� A× A ,其矩阵为 n阶方阵

MR = ( ui j ) n×n ,  其中 ui j =
1 ,   ( ai , aj ) ∈ R

0 ,   ( ai , aj ) | R

  例 2 .9  5 个学生考试结果取得成绩的关系矩阵为

MR =

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1 0

其中 ,行自上而下为学生 a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , 列自左至右为成绩优、良、及格、不及格。

3 . 复合关系 (关系的合成 )

定义 2 .10  设 R是由集合 X 到集合 Y 的关系 , Q是由集合 Y 到集合 Z 的关系。所谓

关系 R与关系 Q的合成 ,是由 X 到 Z 的一个关系 ,它是这样定义的 : 对于 x∈ X 及 z∈ Z,

存在 y∈Y ,使得 ( x, y)∈ R且 ( y, z)∈Q,这时通过 Y , X 与 Z 的关系就叫做关系 R 与关系

Q的合成 ,记为 R�Q。用集合的记号给出 ,即

R�Q = { ( x, y) | v y∈ Y 使 ( ( x, y) ∈ R , ( y, z) ∈ Q) } (2 .14)

  参考下面的图 2 .2。

R�Q为直积 X× Z的一个子集 ,其特征函数为

χR�Q ( x, z) = V y∈ Y (χR ( x, y) ∧χQ ( y , z) ) (2 .15)
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图 2 .2  关系的合成示意图

若 R的值域 ran( R)与 Q的定义域 dom( Q)之交为空集 ,则 R�Q为空集。

关系 R与其自己的复合 R�R,叫做关系 R的幂 ,记为 R
2

,即 R
2

= R�R。将图 2 .2 中 3

个集合 X, Y , Z均换成 A ,而关系 R, Q均改成 R ,就说明了在一个集合 A 上的关系 R 的幂

运算。此外还可以定义 n次幂的运算 R
n

= R
n - 1
�R。

如果两关系均用矩阵表出 ,则复合关系可用矩阵的“乘法”运算而得到。

例2 .10  设 X = { x1 , x2 , x3 , x4 } , Y = { y1 , y2 , y3 } , Z = { z1 , z2 , z3 } , X到 Y 的关系 R =

{ ( x2 , y3 ) , ( x3 , y1 ) , ( x4 , y3 ) } , Y 到 Z的关系 Q = { ( y2 , z3 ) , ( y3 , z1 ) }。 R 与 Q的关系

矩阵为

R b1 ⋯ bm

a1 u11 ⋯ u1 m

… … …

an un1 ⋯ un m

按两矩阵乘法运算规则 ,将其中的“乘”换成“∧”,“加”换成“∨”得到

MR�MQ =

0 0 0

0 0 1

1 0 0

0 0 1

�

0 0 0

0 0 1

1 0 0

=

0 0 0

1 0 0

0 0 0

1 0 0

= MR�Q

根据式 (2 .15)直接算得 R�Q = { ( x2 , z1 ) , ( x4 , z1 ) } ,与上式结果一致。

定义 2 .11  设 R是一个从 X 到 Y的关系 ,称从 Y 到 X 的关系 { ( y , x ) | ( x , y )∈ R}为

关系 R的逆关系 ,记为 R
- 1

,即

R- 1 = { ( y, x ) | ( x, y) ∈ R} (2 .16)

4 . 等价关系

等价关系是二元关系中的一个重要关系 ,也是将一个集合的元素分类的重要依据。

所谓 R是集合 X 上的等价关系指的是关系 R 同时具有自反性、对称性和传递性。下

面先给出这三个性质的定义。

定义 2 .12  设 R是非空集 X 上的关系 ( R∈ P( X× X) ) ,若 " x∈ X 都有 ( x, x)∈ R(任

一 x∈ X与其自己均有关系 R) ,则称 R是自反的 ,否则称 R为非自反的。

据定义可知 ,自反关系 R的矩阵主对角线上的元均为 1。

定义 2 .13  设 R 是非空集 X 上的关系 , " x, y∈ X ,若有 ( x, y )∈ R,则必有 ( y, x )∈

R( ( x, y)∈ R� ( y, x )∈ R) ,称关系 R为对称的 ,否则称 R是非对称的。

据定义可知 ,对称关系 R的矩阵必为对称矩阵。

例 2 .11  在集合 A = {1 , 2 , 3 }上的关系 R = { ( 1 , 1 ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , 2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 2 , 3 ) ,
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(3 ,3 ) }是自反但非对称的 ,这是因为在 R中并非一切 ( x , y )∈ R都有 ( y, x )∈ R。

定义 2 .14  设 R是非空集 X 上的关系 , " x, y, z∈ Z,若 ( x , y )∈ R且 ( y, z)∈ R,则必

有 ( x, z)∈ R( ( x, y )∈ R 且 ( y, z)∈ R� ( x, z)∈ R) ,称关系 R 为传递的 ,否则称 R 为非传

递的。

定义 2 .15  设 R是非空集 X 上的关系 ,若 " x , y , z∈ X 为 ( 1 ) 自反的 , ( 2 ) 对称的 ,

(3 ) 传递的 ,则称 R是集合 X 上的等价关系。等价关系 R常以记号“～”代替。

5 . 序关系

等价关系是集合论中的一个重要概念 ,排序关系是集合论中的另一个重要概念。排序

关系在常识中本来是每人都熟悉的概念 ,比如在实数集合中关系“≤”,就把全体实数按照大

小排成了一个顺序。集合 A的幂集上的“�”关系 ,将集合中的元素排成了一种顺序 ,这样

的关系被称为序关系。在序关系中 ,有的能将集合中一切元素都排成序 ,有的序关系则只存

在于部分元素之中。下面先给出偏序关系定义。

定义 2 .16  设 R是集合 A 上的一个关系 R� A× A,如果对任意 x, y, z∈ A,关系 R都

满足下面的 3 个条件

(1 ) ( x , x)∈ R                ( R是自反的 )

(2 ) 若 ( x , y )∈ R且 ( y, x )∈ R� x = y ( R是反对称的 )

(3 ) 若 ( x , y )∈ R且 ( y, z)∈ R� ( x , z)∈ R ( R是传递的 )

称 R是集合 A 上的偏序关系 ,偏序关系一般记为“≤”(或 = ≤ )。若 x , y∈ A 有偏序关

系≤ ,记为 x≤ y,称 x在 y 的前面。

集合 A与偏序关系≤组成的二元结构 ( A,≤ )称为偏序集 ,偏序集有时也简记为 A。

例 2 .12  建立在自然数集 N,整数集 Z,有理数集 Q 及实数集 R 上的通常的不等关

系≤ ,都是这些集合上的偏序关系。如对所有 a, b, c∈N ,显然有 (1 ) a≤ a, ( 2 ) 若 a≤ b, b≤

a� a= b, (3 ) 若 a≤ b, b≤ c� a≤ c等。

在此例中 ,可以发现集合中任意两元素之间都存在偏序关系≤。

定义 2 .17  设在集合 A上已建立了偏序关系≤ ,若 " a, b∈ A , a≤b或 b≤ a,总有一个

成立 ,称这种偏序关系为全序关系或浅序关系。

集合 A与全序关系≤组成的二元结构 ( A ,≤ )称为全序集 ,全序集有时也简记为 A。上

例中 (N,≤ ) , ( Z,≤ ) , (Q,≤ ) , (R,≤ )均为全序集。

定义 2 .18  设 ( A,≤ )为一偏序集

(1 ) 若存在一个元素 a′∈ A ,则对于所有 a∈ A 均有 a≤ a′,称 a′为偏序集 A 的最大元 ;

若对于所有 a∈ A均有 a′≤ a,则称 a′为偏序集 A 的最小元。

( 2) 若存在一个元素 a∈ A,另一个元素 a′| A ,使得 a≠ a′,而有 a≤ a′(即 " a′∈ A只要

a≠ a′,则 a≤ a′不成立 ) ,则称 a为偏序集 A 的极大元 ;若存在一个元素 a′| A,使得 a≠ a′,

而有 a′≤ a,则称 a为偏序集 A 的极小元。

显然 ,最大元、最小元若存在 ,它们都是惟一的 ,而极大元、极小元却不一定是惟一的。

定义 2 .19  设 A是偏序集 ( X ,≤ )的子集 ,若存在 x∈ X ,对于一切 a∈ A有 a≤ x,则称

x为 A 的一个上界 ;若均有 a≥ x,则称 x为 A 的一个下界。

若 x∈ X 是 A 的上界 ,且对每个 A的上界 x′∈ X均有 x≤ x′(上界集的最小元 ) ,则称 x
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为 A的上确界 ,记为 x = sup A;若 x∈ X 是 A 的下界 ,且对每个 A 的下界 x′∈ X 均有 x′≤

x ,则称 x 为 A 的下确界 ,记为 x = inf A。

例 2 .13  集合 {1 , 2 , 3 }的幂集为 X = { {1 } , {2 } , {3 } , {1 , 2 } , {1 , 3 } , {2 , 3 } , {1 , 2 , 3 } ,

� } ,则 ( X ,≤ )为一偏序集。令 A = { {2} , {3} }� X ,则 A无最大元 ,极大元为 {2 } , {3 } ,上

界是{2 ,3} , {1 ,2 ,3} ,上确界为{2 ,3} , A无最小元 ,极大元为{2} , {3 } ,下界和下确界都是� 。

2 .2  模  糊  集

2 .2 .1  基本定义与表示方法

  定义 2 .20  设 X 是一个经典集合 ,称为论域 ,其一般元素用 x来表示。 x在 X 的经典

子集 A 中的隶属度 ,通常用 X到 {0 , 1 }的特征函数μA 表示 ,即

μA ( x) =
1 ,   x∈ A

0 ,   x | A

{0 ,1 }称为值集。

若值集是实数区间[0 ,1 ] ,则称 A为模糊集 ,μA 叫做 A 的隶属函数 ,μA ( x )表示 x隶属

于 A 的程度。

μA ( x)的值越接近于 1 ,表示 x隶属于 A 的程度越大。显然 ,模糊集 A是 X 的一个没有

明确边界的子集 ,完全由其隶属函数来刻画。特别当μA的值集取闭区间 [ 0 , 1 ]的两个端点 ,

即为{0 ,1 }两个值时 , A 便退化为一个普通子集 ,隶属函数也就退化为一般的特征函数。由

此可见 ,普通集合是模糊集合的特殊情形 ,而模糊集合是普通集合的推广。

常用的模糊集表示方法有以下 3 种 :

(1 ) 序偶表示法

模糊集 A可以用序偶表示为

A = { ( x,μA ( x) ) , x∈ X} (2 .17)

  (2 ) 查德表示法

查德提出的标记法是 ,当 X 为有限集{ x1 , x2 ,⋯ , xn }时 , X 上的模糊集可表示为

A = μA ( x1 )/ x1 + ⋯ +μA ( xn )/ xn = ∑
n

i = 1

μA ( xi )/ x i (2 .18)

当 X为无限集时 ,记作

A =∫x
μA ( x)/ x (2 .19)

  例2 .14 X = N = {正整数} ,设 A = 0 .1/ 7 + 0 .5/ 8 + 0 .8/ 9 + 1 .0/ 10 + 0 .8/ 11 + 0 .5/ 12 +

0 .1/ 13  A 是近似等于 10 的整数模糊集。

例 2 .15  X = R = {实数} ,设

μA ( x ) =
1

1 +
1
5

( x - 10 )
2 ,即  A =∫R

1

1 +
1
5

( x - 10 )
2 d x

A 是聚集在 10 附近的实数的模糊集。
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