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本书介绍了计算机上常用的数值算法和程序设计技术，取材适

当，由浅入深，通俗易懂，便于教学．全书共分８章，包括误差与算
法、程序设计、方程求根、线性代数方程组的解法、代数插值与曲线

拟合、数值积分、常微分方程的数值解法、数学物理方程的差分解

法．每一节都配有一定数量的习题，书末还附有数值算例的Ｃ程序．
本书可作为高等学校工科各专业计算方法课程的教材，也可供工

程技术人员及其他科技人员参考．
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前 言

为适应科学技术进步的要求，培养高素质人才，必须改革工科数学课程体

系与教学方法．为此，我们进行了十多年的教学改革实践．先后在哈尔滨工业
大学、黑龙江省教委立项，长期从事“高等工科数学教学过程的优化设计”课

题研究．该课题曾获哈尔滨工业大学优秀教学研究成果奖，本套系列课程教材
正是这一研究成果的最新总结，包括：《工科数学分析教程》（上，下）、《空间

解析几何与线性代数》、《概率论与数理统计》、《复变函数论与运算微积》、《数

学物理方程》、《最优化方法》、《计算技术与程序设计》等．
这套教材在编写上广泛吸取国内外知名大学的教学经验，特别是吸取了莫

斯科理工学院、乌克兰人民科技大学（原基辅工业大学）等的教学改革经验，

提高了知识起点，适当地扩大了知识信息量，加强了基础，并突出了对学生的

数学素质与学习能力的培养．具体地，①加强对传统内容的理论叙述；②适当
运用近代数学观点来叙述古典工科数学内容，加强了对重要的数学思想方法的

阐述；③加强了系列课程内容之间的相互渗透与交叉，注重培养学生综合运用
数学知识解决实际问题的能力；④把精选教材内容与编写典型计算题有机结合
起来，从而加强了知识间的联系，形成课程的逻辑结构，扩展了知识的深广度，

使内容具有较高的系统性和逻辑性；⑤强化对学生的科学工程计算能力的培养；

⑥加强了对学生数学建模能力的培养；⑦突出工科特点，增加了许多现代工程
应用数学方法；⑧注意到课程内容与工科研究生数学的衔接与区别．
本套教材由孙振绮任总主编．
随着科学技术的不断进步以及电子计算机的迅速发展，计算技术在科学研

究与工程设计中发挥着越来越大的作用，科学计算已经成为与理论分析和科学

实验并列的第三种科学研究手段．因此，计算技术与程序设计已经成为科研工
作者和工程技术人员必须掌握的基本技能．《计算技术与程序设计》就是在校内
讲义的基础上经过多次修改完善而成的．
本书除了介绍常用的数值算法及理论外，还特别注重算法的实现．为此，

专门用一章的篇幅介绍了程序设计方面的知识，书末还附有数值算例的Ｃ程序，
以便读者在实际编写程序进行计算时参考．本书可作为高等学校工科各专业计
算方法课程的教材，也可供工程技术人员及其他科技人员参考．讲授全书大约
需要５０学时．
本书由金承日、孙振绮任主编，丁效华任副主编．参加本书编写的还有李此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



宝家、邹巾英、孙建邵．崔明根教授仔细审阅了全书，并提出了许多宝贵的意
见和建议．
本书在编写与试用过程中，得到了学校有关领导和专家的大力支持，在此

深表谢意．
虽然编者认真撰写仔细校对，但由于水平有限，不妥以及错漏之处在所难

免，恳请广大读者批评指正．

编 者

Ⅳ



目 录

前言

第１章 误差与算法 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１１ 误差知识 １⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１２ 算法的概念 ６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１３ 算法分析 ９⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

１４ 数值算法 １５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第２章 程序设计 ２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２１ 程序设计的概念 ２０⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２２ 程序设计准则 ２３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２３ 程序设计技术 ２５⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２４ 程序的风格 ２８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２５ 程序的测试 ３０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

２６ 程序的排错 ３３⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第３章 方程求根 ３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３１ 引言 ３７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３２ 二分法（对分法） ３９⋯⋯⋯⋯⋯

３３ 迭代法 ４１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３４ Ｎｅｗｔｏｎ迭代法 ４７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３５ 弦截法 ５２⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３６ 用迭代法求复根 ５３⋯⋯⋯⋯⋯⋯

３７ 解非线性方程组的Ｎｅｗｔｏｎ
迭代法 ５４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第４章 线性代数方程组的
解法 ５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４１ 消元法 ５８⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４２ 三角分解法 ６４⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

４３ 行列式与逆矩阵的计算 ６９⋯⋯⋯

４４ 迭代法 ７１⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第５章 代数插值与曲线拟合 ７９⋯⋯

５１ Ｌａｇｒａｎｇｅ插值公式 ７９⋯⋯⋯⋯⋯

５２ Ｎｅｗｔｏｎ插值公式 ８３⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５３ 插值余项及其估计 ８６⋯⋯⋯⋯⋯

５４ Ｒｕｎｇｅ现象与分段插值 ９０⋯⋯⋯

５５ Ｈｅｒｍｉｔｅ插值公式 ９３⋯⋯⋯⋯⋯⋯

５６ 数据拟合与最小二乘法 ９７⋯⋯⋯

第６章 数值积分 １０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６１ 数值求积公式 １０７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６２ 等距结点的插值型求积
公式 １１０⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６３ 复化求积公式 １１７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

６４ Ｒｏｍｂｅｒｇ积分法 １２１⋯⋯⋯⋯⋯⋯

第７章 常微分方程的数值
解法 １２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

７１ Ｅｕｌｅｒ方法 １２７⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

７２ ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法 １３２⋯⋯⋯⋯⋯

７３ 线性多步法 １３６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

７４ 边值问题的差分解法 １４０⋯⋯⋯⋯

第８章 数学物理方程的差分
解法 １４６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

８１ 热传导方程的差分解法 １４６⋯⋯⋯

８２ 双曲型方程的差分解法 １５１⋯⋯⋯

８３ Ｐｏｉｓｓｏｎ方程的差分解法 １５８⋯⋯

附录 数值算例的Ｃ程序 １６０⋯⋯⋯

参考文献 １７６⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯



第１章 误差与算法

１１ 误差知识

１１１ 误差的来源
在用数值计算方法解决科学技术中的具体问题时，经常会遇到各种各样的

误差，这些误差的来源主要有以下四个途径．
１模型误差
将一个实际问题转化成数学模型时，往往抓主要因素，忽略次要因素．例

如，用抛物线来描述抛射体的运动轨迹时忽略了空气阻力．这种在一定条件下
理想化了的模型，与实际问题之间总存在误差，这种误差称为模型误差或描述

误差．
２观测误差
在各种计算公式中，经常含有一些参量，如光速、声速、重力加速度或其

他一些参量，这些参量往往都是由观测或实验得到的，和实际值之间有误差，

这种误差称为观测误差．
３舍入误差
由于计算机的字长有限，所以在计算过程中对超过计算机字长的数字要进

行舍入．例如用 ２７１８２８ 代替 ｅ，用 １４１４ 代替槡２，用 ２５１８７３６ 代替

２５１８７３６２０４１８７９３１０８１等，这样产生的误差叫做舍入误差．
４截断误差
在科学计算中经常遇到超越运算，它们要求用极限或无穷过程来求得，而

实际计算只能用有限次运算来求得其近似值．例如，取

ｅ≈１＋１＋１２！＋
１
３！＋
⋯＋ １

１００！
这种由有限过程逼近无限过程所产生的误差称为截断误差或方法误差．
在误差的来源当中，前两种误差是计算工作者不能独立解决的，因此下面

着重讨论后两种误差．
１１２ 绝对误差与相对误差

１绝对误差
定义１１ 设ｘ～代表准确值ｘ的一个近似值，则称



ｅ＝ｘ－ｘ～ （１１）
为近似值ｘ～的绝对误差，简称误差．误差的值可正可负，所以不要将绝对误差
认为是误差的绝对值．
一般地，准确值ｘ是未知的，所以绝对误差ｅ也无法得到，只能根据具体

测量或计算的情况估计出ｅ的范围，即估计｜ｅ｜的上界．
定义１２ 如果有已知的常数ε＞０，使得

ｅ ＝ ｘ－ｘ～ ≤ε （１２）
则称ε为近似值ｘ～的绝对误差限，简称误差限．
显然，一个近似值ｘ～的误差限有无穷多个．在实际应用中，误差限应取得

尽量小，而且要简洁明了．
此外，有时还用

ｘ＝ｘ～±ε （１３）
表示近似值ｘ～的误差限是ε，此时准确值ｘ的取值范围是［ｘ～－ε，ｘ～＋ε］．
绝对误差是有量纲的量，它反映误差的大小情况．
２相对误差
上述绝对误差的概念还不能完全反映近似值的准确程度．例如，设

ｘ＝１０±１
ｙ＝１０００±３

则近似值ｘ～＝１０的误差限ε（ｘ）＝１虽然比近似值ｙ～＝１０００的误差限ε（ｙ）＝３
小，但考虑到近似值本身的大小，还是觉得ｙ～＝１０００更准确．这就说明，在考
虑一个近似值的准确度时，不仅要看其误差值的大小，还要看其近似值本身的

大小．为此，引入相对误差的概念．
定义１３ 设ｘ～代表准确值ｘ的一个近似值，则称

ｅｒ＝ｅｘ～ ＝
ｘ－ｘ～

ｘ～
（１４）

为近似值ｘ～的相对误差．
相对误差是无量纲的量，它说明了ｘ～的误差ｅ与ｘ～本身比较起来所占的比例

（常用百分比来表示），因此可以反映近似值的准确程度．
与绝对误差一样，通常我们不能求出相对误差的大小，只能估计它的取值

范围．
定义１４ 如果有已知的常数εｒ＞０，使得

ｅｒ ＝
ｅ
ｘ～ ≤εｒ

（１５）

则称εｒ为近似值ｘ
～的相对误差限．

因为

２

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



ｅ
ｘ～ ≤

ε
ｘ～

所以相对误差限可以取

εｒ＝ ε
ｘ～

（１６）

由此定义，上例中ｘ～与ｙ～的相对误差限分别为

εｒ（ｘ～）＝ １１０＝１０％

εｒ（ｙ～）＝ ３
１０００＝０．３％

可见，ｙ～比ｘ～更精确．
１１３ 有效数字
在表示一个近似数时，为了同时反映它的准确程度，经常用到“有效数字”

的概念．
定义１５ 设准确值ｘ的某一近似值为

ｘ～＝±（０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯）×１０ｍ

其中，ａ１，ａ２，⋯ａｎ，⋯都是０，１，２，⋯，９这十个数字之一，且ａ１≠０，ｎ
是正整数，ｍ 是整数．若ｘ～的绝对误差满足

０．０５×１０ｍ－ｎ＝０．５×１０ｍ－ｎ－１＜ ｘ－ｘ～ ≤０．５×１０ｍ－ｎ （１７）
则称ｘ～作为ｘ的近似值具有ｎ位有效数字，其中ａ１，ａ２，⋯，ａｎ均称为ｘ

～的有

效数字．此时，也称ｘ～是具有ｎ位有效数字的近似值，或称ｘ～准确到第ｎ位．
由以上定义可知，如果近似值

ｘ～＝±（０．ａ１ａ２⋯ａｎ）×１０ｍ （ａ１≠０） （１８）
是由精确值ｘ经过四舍五入得到的，则ａ１，ａ２，⋯，ａｎ均为有效数字．另外，
由定义１５还可以知道，若ｘ的某一近似值ｘ～的绝对误差限是ｋ位的半个单位，
则ｘ～中从左往右第一个非零数字起直到ｋ位为止的所有数字均为有效数字．
例１１ 设ｘ～１＝３１４，ｘ

～
２＝３１４１，ｘ

～
３＝３１４２均为ｘ＝３１４１５９２６⋯的近似

值，试问ｘ～１，ｘ
～
２，ｘ

～
３分别有几位有效数字．

解 因为

ｘ～１＝０．３１４×１０１ （ｍ ＝１）

ｘ～２＝０．３１４１×１０１ （ｍ ＝１）

ｘ～３＝０．３１４２×１０１ （ｍ ＝１）

０．０５×１０１－３＜ ｘ－ｘ～１ ＝０．００１５９⋯≤０．５×１０１－３ （ｎ＝３）

０．０５×１０１－３＜ ｘ－ｘ～２ ＝０．０００５９⋯≤０．５×１０１－３ （ｎ＝３）

３



０．０５×１０１－４＜ ｘ－ｘ～３ ＝０．０００４０７⋯≤０．５×１０１－４ （ｎ＝４）
所以ｘ～１和ｘ

～
２具有三位有效数字，而ｘ

～
３具有四位有效数字．

例１２ 设ｘ～１＝３６９，ｘ
～
２＝３６９００，ｘ

～
３＝３６９００００００均为ｘ＝３６８９９９９７８

的近似值，则它们分别有三位、五位和七位有效数字．这是因为ｘ～１和ｘ
～
２均可

由ｘ经四舍五入得到．而

ｘ－ｘ～３ ＝０．０００００２２＝０．２２×１０－５

不超过小数点后第五位的半个单位０５×１０－５，所以ｘ～３准确到小数点后第五位，
加上个位和十位，共有七位有效数字．值得注意的是，在ｘ～３小数点后六个零中
前四个是有效数字，而后两个则不是有效数字．
在本书中如不特别说明，则所出现的所有近似值均准确到最末位数字．但

要注意，近似值２１００与２１×１０３的精确度是不同的，前者具有四位有效数字，
而后者只有两位有效数字．
１１４ 误差估计
设ｘ～和ｙ～分别为精确值ｘ和ｙ的近似值，而且误差限分别为ε（ｘ～）和ε（ｙ～），

即

ｅ（ｘ～）＝ ｘ－ｘ～ ≤ε（ｘ～）

ｅ（ｙ～）＝ ｙ－ｙ～ ≤ε（ｙ～）

１和、差的误差估计
因为

ｅ（ｘ～±ｙ～）＝（ｘ±ｙ）－（ｘ～±ｙ～）＝（ｘ－ｘ～）±（ｙ－ｙ～）＝ｅ（ｘ～）±ｅ（ｙ～）

ｅ（ｘ～±ｙ～）≤ ｅ（ｘ～）＋ ｅ（ｙ～）≤ε（ｘ～）＋ε（ｙ～） （１９）
所以

ε（ｘ～±ｙ～）＝ε（ｘ～）＋ε（ｙ～） （１１０）
即和、差的绝对误差限等于各近似值的绝对误差限之和．
注意：ｘ～－ｙ～的相对误差

ｅ（ｘ～－ｙ～）
ｘ～－ｙ～ ≤ε

（ｘ～）＋ε（ｙ～）
ｘ～－ｙ～

＝
ε（ｘ～）
ｘ～

ｘ～

ｘ～－ｙ～ ＋
ε（ｙ～）
ｙ～

ｙ～

ｘ～－ｙ～

当ｘ～与ｙ～比较接近时， ｘ～

ｘ～－ｙ～
或 ｙ～

ｘ～－ｙ～
可能很大，这时ｘ～－ｙ～的相对误差也可

能很大．由此可见，两个相近的近似值相减，可能会造成有效数字的严重损失．
例如，若用四位有效数字计算，得

槡１００１－槡１０００≈３１．６４－３１．６２＝０．０２
而精确值为槡 槡１００１－ １０００＝００１５８０７４⋯．可见，近似值００２只有一位有效数
字．为了提高运算精度，可采用如下方法（不用减法！）计算：
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槡１００１－槡１０００＝ １
槡１００１＋槡１０００

≈ １
３１．６４＋３１．６２≈０．０１５８１

这个结果具有四位有效数字．
２乘积的误差估计

ｅ（ｘ～ｙ～）＝ｘｙ－ｘ～ｙ～＝ｘｙ－ｘ～ｙ＋ｘ～ｙ－ｘ～ｙ～

＝ｙｅ（ｘ～）＋ｘ～ｅ（ｙ～）

＝［ｙ～＋ｅ（ｙ～）］ｅ（ｘ～）＋ｘ～ｅ（ｙ～）

＝ｙ～ｅ（ｘ～）＋ｘ～ｅ（ｙ～）＋ｅ（ｘ～）ｅ（ｙ～）

ｅ（ｘ～ｙ～）≤ ｙ～ ε（ｘ～）＋ ｘ～ ε（ｙ～）＋ε（ｘ～）ε（ｙ～） （１１１）
故乘积ｘ～ｙ～的绝对误差限为

ε（ｘ～ｙ～）＝ ｙ～ ε（ｘ～）＋ ｘ～ ε（ｙ～）＋ε（ｘ～）ε（ｙ～） （１１２）

３商的误差估计

ｅ ｙ
～

ｘ（ ）～ ＝ｙｘ －ｙ
～

ｘ～ ＝
ｙｘ～－ｘｙ～

ｘｘ～ ＝ｙｘ
～－ｘ～ｙ～＋ｘ～ｙ～－ｘｙ～

ｘｘ～

＝ｘ
～ｅ（ｙ～）－ｙ～ｅ（ｘ～）
［ｘ～＋ｅ（ｘ～）］ｘ～

＝ｘ
～ｅ（ｙ～）－ｙ～ｅ（ｘ～）

ｘ～２
ｘ～

ｘ～＋ｅ（ｘ～）

＝ｘ
～ｅ（ｙ～）－ｙ～ｅ（ｘ～）

ｘ～２
１

１＋ｅｒ（ｘ～）

＝ｙ
～

ｘ～
ｅｒ（ｙ～）－ｅｒ（ｘ～）
１＋ｅｒ（ｘ～）

可见，当｜ｙ～?ｘ～｜很大时，ｅ ｙ
～

ｘ（ ）～ 也可能很大，因此在计算过程中应尽量避免大数
与小数（按绝对值）之间的除法运算．
４一般运算的误差估计
设ｘ～ｉ是精确值ｘｉ的近似值，ｕ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ），则由多元函数的Ｔａｙｌｏｒ

展开式得误差的近似估计式

ｅ（ｕ～）＝ｆ（ｘ１，ｘ２，⋯，ｘｎ）－ｆ（ｘ～１，ｘ～２，⋯，ｘ～ｎ）

≈∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ′ｘｉ（ｘ

～
１，ｘ～２，⋯，ｘ～ｎ）·ｅ（ｘ～ｉ） （１１３）

其中，ｆ′ｘｉ是多元函数ｆ关于变量ｘｉ的一阶偏导数．由式（１１３）可得ｕ
～的误差

限

ε（ｕ～）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ′ｘｉ（ｘ

～
１，ｘ～２，⋯，ｘ～ｎ）·ε（ｘ～ｉ） （１１４）

例１３ 测得一个长方形的长度为ｘ～＝１２０ｃｍ，宽度为ｙ～＝６０ｃｍ，已知其
误差限分别为ε（ｘ～）＝０．２ｃｍ和ε（ｙ～）＝０．１ｃｍ．求此长方形的面积Ａ，并给出
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相对误差限．

图 １１

解 面积的近似值

Ａ～＝ｘ～ｙ～＝１２０×６０ｃｍ２＝７２００ｃｍ２

由式（１１２）求得其绝对误差限

ε（Ａ～）＝（６０×０．２＋１２０×０．１＋０．２×０．１）ｃｍ２

＝２４．０２ｃｍ２

故相对误差限

εｒ（Ａ
～）＝ε
（Ａ～）
｜Ａ

～
｜
＝２４．０２７２００ ≈０．３３３６％

如果用式（１１４）计算，则

ε（Ａ～）＝（６０×０．２＋１２０×０．１）ｃｍ２＝２４ｃｍ２

εｒ（Ａ
～）＝ ２４

７２００≈０．３３３３％

可见，利用近似估计式（１１４）仍然可以获得很精确的估计．

习 题 １１

１下面各近似值的绝对误差限是最末位的半个单位，试指出它们各有几位有效数字．
ｘ～１＝０．００２， ｘ～２＝２５．３０， ｘ～３＝４×１０－３，

ｘ～４＝８×１０４， ｘ～５＝２．０１０， ｘ～６＝０．００１×１０６

２设近似值ｘ～１＝１２６．３８５，ｘ～２＝－１６．２０，ｘ～３＝５．１均准确到末位数字，试分别求ｘ～１＋ｘ～２＋

ｘ～３，ｘ～１ｘ～２，
ｘ～１
ｘ～３
的相对误差限．

３设ｘ～１＝５８．２４，ｘ～２＝５８．２５，ｘ～３＝５８．１００，ｘ～４＝５８．２００，ｘ～５＝５８．２０００００００，ｘ～６＝０．５８２０×

１０２均为精确值ｘ＝５８．１９９９５２７的近似值，试问它们各有几位有效数字．
４设近似值ｘ～＝２．６３８４７具有四位有效数字，试问ｘ～的相对误差限是多少．
５设近似值ｘ～＝１．２４８６７的相对误差限是０．４％，试问ｘ～具有几位有效数字．
６计算球的体积使其相对误差限为１％，试问测量半径Ｒ时（假设π取准确值）允许的相
对误差限是多少．

７设近似值ｘ～＝±（０．ａ１ａ２⋯ａｎ⋯）×１０ｍ 的相对误差限小于 １
２（ａ１＋１）×１０

１－ｎ（这里ａ１≠

０），证明ｘ～至少有ｎ位有效数字．
８测得圆柱体半径Ｒ≈１３．５ｃｍ，高ｈ≈２７．０ｃｍ，取圆周率π≈３．１４计算此圆柱体体积，其
绝对误差限是多少？

１２ 算法的概念

“算法”是一组（有限个）规则，它提供了解决某一问题的运算序列．通俗地说，

６
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“算法”是对解题方案完整而准确的描述．
算法具有多种描述形式，它既可以用计算框图来描述，也可以用计算机程序

语言来描述，本书中我们更多的是用数学语言（即一系列数学符号和数学公式）来

描述算法．
一个算法必须具备以下四个特征：

（１）有穷性，即一个算法必须经过有限步就得结束．因为计算机的运算速度有
限，所以在实际应用中往往要求算法的计算过程“非常”有穷．如果一个算法虽然
具备有穷性，但需要花费几十年甚至上千年的时间才能算出结果，那么这种算法

就失去了使用价值．
（２）一义性，即算法的每一步都必须有明确的定义，准确地告诉人们应该做什
么．为了做到算法的确定性，必须使用精确的语言来描述算法，这种语言不应该有
二义性．
（３）有效性，即算法中的每一种运算都是可以做得到的．
（４）每一个算法都要有输出．
具有上述四个特征的叫做算法，具有上述后三个特征（即不要求具备有穷性）

的叫做计算方法．例如，利用公式

ｅ＝１＋１＋１２！＋
１
３！＋

１
４！＋
⋯

求出ｅ值的方法是计算方法，而不是算法．但是，若要求出具有５位有效数字的近
似值ｅ～，则它满足有穷性，因而这种方法是算法．
不同的问题有不同的算法，但设计算法的思路可以分成以下几类，统称为基

础算法．
１２１ 枚举法
所谓枚举法就是一一列举判别法．为了判别一个命题是否为真，可以对所有

可能情况进行一一列举判断，只要没有遇到反例，就可以断定本命题为真，这就是

枚举证明．
枚举法是比较笨拙、原始的方法，它的弱点是运算量大．因此，枚举法常常用

于局部问题，比如，在图中寻找路径、查找、搜索等．
１２２ 归纳法
所谓归纳法，就是由特殊关系归纳出一般规律的方法．通过仔细观察找出共

同的特点，并用数学语言或其他方法描述出来．但是，归纳出一般规律并不容易，
也没有一定的规则可遵循．
１数学归纳法
通过精心观察提出的归纳假设，需要用数学归纳法证明其正确性．数学归纳

法陈述如下：
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设Ｐ（ｎ）是关于自然数的命题，有
（１）对于ｎ＝ｎ０，证明Ｐ（ｎ０）＝‘真’ （归纳基础）

（２）如果由假设ｎ＝ｋ（ｋ≥ｎ０）时，Ｐ（ｋ）＝‘真’，可以推出Ｐ（ｋ＋１）＝‘真’
（归纳步骤）

（３）则对任何自然数ｎ≥ｎ０，都有Ｐ（ｎ）＝‘真’ （结论）

数学归纳法在程序设计、程序证明中极其有用．以自然数为自变量的函数称
为数函数，其定义域是自然数集，其值域是求解问题的值域．
将数学归纳法应用于数函数特别有效，我们就是在数函数的概念上进行归

纳．
２递推
利用计算机解题往往采用逐步求解的方法．如果对某一种运算找到了前一步

与后一步之间的关系，只要起始条件清楚，问题就好解决，让计算机一步一步地计

算就是了．计算机不怕重复计算，程序设计经常追求重复运算（迭代），这样才能真
正发挥计算机的效益．递推在数值计算中是极为常见的．
许多函数都可以在数函数的概念上建立递推关系，如

阶乘函数
ｆ（０）＝０！＝１

ｆ（ｎ）＝ｎｆ（ｎ－１
烅
烄

烆 ）

ｎ＝０

ｎ≥１

幂函数
ｆ（０）＝ｘ０＝１

ｆ（ｎ）＝ｘｆ（ｎ－１
烅
烄

烆 ）

ｎ＝０

ｎ≥１

如果要求解，只要沿ｎ＝０，１，２，⋯逐一计算即可．
这些函数更一般的情况是

ｆ（ｎ，ｋ）＝
ｈ（ｋ）

ｇ（ｎ，ｋ，ｆ（ｎ－１
烅
烄

烆 ））

ｎ＝０

ｎ≥１
其中，ｋ是参数．此时称ｆ是以ｈ为基始函数、以ｇ为递推函数的函数（ｇ是已知
函数）．
３递归
如果一个未知函数ｆ用其自身构成的已知函数ｇ来定义

ｆ（０）＝ａ

ｆ（ｎ）＝ｇ（ｎ，ｆ（ｎ－１
烅
烄

烆 ））

ｎ＝０

ｎ≥１
则称ｆ为递归定义函数，简称递归函数，称已知数ａ为递归边界．
递归定义和递推定义有时看上去是一样的，但其实现方式大不相同．递推一

定从基始函数出发，而递归则从函数本身到达递归边界．例如，设函数ｆ（ｎ）是由
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ｆ（０）＝２
ｆ（ｎ）＝ｎ＋ｆ（ｎ－１） ｎ≥｛ １

递归定义的，则

ｆ（ｎ）＝ｎ＋ｆ（ｎ－１）＝ｎ＋（ｎ－１）＋ｆ（ｎ－２）

＝⋯

＝ｎ＋（ｎ－１）＋（ｎ－２）＋⋯＋２＋１＋ｆ（０）

＝ｎ
（ｎ＋１）
２ ＋２

１２３ 回溯法
对于某些问题，我们很难归纳出一般规律，又不能漫无边际地枚举．此时，可

以根据以往的经验和一些已知的线索进行试探．如果不成功，那就返回到问题的
出发点，换一种办法重新去试．如此反复，直到所有的办法都试过了，问题也许就
能解决．这就是所谓的回溯法，它的本质是枚举和试探．

习 题 １２

１什么是算法？

２算法应具备哪些特征？

３什么是数函数？

４基础算法包括哪些方法？

５设ｎ＝２ｋ－１，Ａ（１）＝１，且对ｋ＞１恒有Ａ（ｋ）＝２Ａ（ｋ－１）＋２，证明：

Ａ（ｋ）＝（３ｎ－１）?２

１３ 算法分析

１３１ 算法分析的标准
一个有用的算法首先应该是正确的算法．所以，在分析一个算法的优劣时，首

先要考虑算法的正确性．算法的正确性只能通过公式推导、逻辑推理等数学方法
予以证明．其次，要考虑算法的可读性、稳定性、收敛性、存储量、效率等因素．
需要强调的是，算法分析是针对算法本身而言的，并不是分析算法的某种实

现，算法和算法的实现是有区别的．算法的实现是指针对某种算法，选择一定的数
据结构和程序结构，把算法用计算机语言表达出来，并在具体的计算机上运行．算
法实现的任务是把一个算法转换成计算机程序．由于不同的算法实现会产生不同
的效率、存储量、可读性等，所以算法分析的标准应该独立于算法的实现．
在评价一种正确的算法时，人们常把算法的效率放在首位．但是，随着结构程

序思想的发展，人们越来越重视分析哪种算法更简单、清晰、易于编制程序和调试

等．
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１３２ 算法的效率
分析算法的效率时，通常只需分析该算法中起决定作用的运算．
一个算法的效率包括占用内存空间（空间复杂性）和计算工作量（时间复

杂性）两个方面，我们希望算法少占内存空间且计算量也尽量小．
空间复杂性包括算法程序所占的空间、输入的初始数据所占的空间、算法

执行过程中所需要的额外空间（包括算法程序执行过程中的工作单元及某种数

据结构所需要的附加存储空间）等．由于空间复杂性问题一般可以转化到时间
复杂性中讨论，所以下面重点讨论时间复杂性问题．
所谓一个算法的时间复杂性，就是执行这个算法的计算工作量（即算法的

时间代价）．对于同一个问题可以有多种不同的算法，它们的时间复杂性也可能
不一样．我们希望选择一种花费计算时间最少的算法，这就遇到了如何度量时
间复杂性的问题．
关于时间复杂性的度量标准，最自然、最简单的有以下两种：第一种是用

算法的执行时间的长短来衡量，第二种是用算法程序中所含指令数目或语句数

目来衡量．但是，这两种度量标准都是不可取的．一个算法的执行时间与所使
用的计算机有关，而我们不可能针对每一种具体的计算机来讨论算法，所以第

一种衡量标准是不可取的．第二种衡量方法又依赖于所使用的程序语言及程序
设计者的水平和风格，因此也是不可取的．
我们希望找到度量工作量的一般标准，它既不依赖于所使用的计算机、程

序语言以及编程人员，又不依赖于算法实现过程中的许多细节．这里所说的细
节包括循环下标的计算，数组下标的计算，设置数据结构指针等“簿记”运算

以及其他运算．这就是说，所选择的工作量度量方法不仅是足够精确的，而且
还应该具有一般性．为此，在分析一个算法的计算工作量时，可以从以下几个
方面入手．
１基本运算
计算机里可实施的运算有四则运算和逻辑运算．一次乘法比一次加法慢很

多，所以不分析什么运算只说运算次数是不可能比较出算法的优劣性的．因此，
在分析一个算法的计算工作量时，要抓住主要工作量，忽略次要工作量．也就
是说，在所要解决的问题中合理地选择基本运算作为度量标准，忽略“簿记”

等细节问题．这样，算法的工作量就可以用基本运算次数来度量．基本运算是
一个算法中运算量最大的一种运算，是该算法运算的主要特征．例如：

问 题 基本运算

在一维数组中找出ｘ ｘ与数组元素相比较
实矩阵相乘 实数乘法

排 序 表中元素相比较

一般来说，每一种算法除了基本运算之外，还有其他运算．例如，实矩阵
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的乘法中除了乘法运算外，还有大量的加法运算，虽然加法运算的计算量与乘

法运算相比并不占主导地位，但仍然有一定的工作量．如果一个算法中乘法运
算很少，而加法运算很多，则采用乘法次数和加法次数来度量工作量显然更合

理．另外，由于乘法比加法花费更多的计算时间，所以往往把一个算法改进为
少做乘法多做加法的算法，这就给算法的工作量带来一些不确定的因素．在极
端的情况下，对于解决同一问题的所有算法中，可以按照基本运算类型的不同，

将这些算法也分成不同的算法类，以便在同一算法类中比较工作量的大小．但
在不同算法类中的两个算法之间很难精确地比较工作量的大小．
总之，当一个算法的计算量主要集中在基本运算时，就以基本运算量来度

量该算法的工作量．当一个算法中一些非基本运算所占的工作量较大时，将这
一部分工作量也要考虑到算法的工作量中去．通常采用加权因子法来处理，也
就是将这一部分工作量转化成基本运算量乘上一定的比例系数来度量．
２输入尺寸
确定了基本运算，讨论算法的工作量就有了前提．但为了进一步表示分析

的结果，还需要一种衡量一个问题输入尺寸的度量．这是因为，算法所执行的
基本运算次数与输入尺寸有密切的关系．例如，两个三阶矩阵相乘与两个二十
阶矩阵相乘，其基本运算（实数乘法）的次数相差很大．可见，算法的工作量
不仅取决于基本运算，还取决于输入尺寸（即问题的规模）．因此，在分析算法
的工作量时首先要确定问题的输入尺寸．例如：

问 题 输入尺寸

在一维数组中找出ｘ 数组元素的个数ｎ

实数矩阵相乘 矩阵的阶ｍ×ｌ×ｎ

排 序 表元素的个数ｎ

３输入情况
确定了基本运算与输入尺寸，就可以分析算法的工作量，即算法在执行过

程中其基本运算的执行次数．但是，对于一个固定的输入尺寸ｎ，一个算法的
工作量可能与特定的输入有关．例如，对于“在一维数组中找出等于ｘ的数”
这个问题，如果输入的一组数据中，第一个数就等于ｘ和第ｎ个数才等于ｘ，
其查找次数之比为１∶ｎ．可见，对于同一个算法，可以从不同的输入情况分析
它的工作量．但这样讨论，情况过于复杂．所以，通常从平均情况和最坏情况
分析算法的工作量．
当输入尺寸为ｎ时，算法执行的运算次数取决于某一特定的输入．每一种算

法都可以有不同的输入．但从概率统计的观点看，它有一个平均的输入情况．在平
均情况下分析算法的工作量Ａ（ｎ）是比较准确的．但在平均情况下，分析算法的工
作量比较麻烦，往往难以估计．因此，经常在最坏情况下分析算法的工作量．
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所谓最坏情况分析，是指在输入尺寸为ｎ时，算法所执行的基本运算的最大
次数Ｗ（ｎ）．这种分析方法给出的是基本运算的上界，所以是保守的估计．不过，
由于在最坏情况下容易进行分析，而且还可以给出算法的运行时间范围，所以最

坏情况分析经常被采用．
需要注意的是，一个算法什么时候发生最坏情况，并不取决于问题本身，而是

取决于所选取的算法．例如，在数组Ｍ 中找出ｘ这个问题中，若采用从后向前搜
索的倒序算法，则最坏情况就发生在ｘ位于数组的首位或ｘ不在数组中的时候．
也有一些问题，其算法的工作量与输入情况无关，即当输入尺寸为ｎ时，有

Ａ（ｎ）＝Ｗ（ｎ）＝在所有情况下基本运算次数
下面的例子就属于这种情况．
例１４ 设ａ＝｛ａ１，ａ２，⋯，ａｎ｝和ｂ＝｛ｂ１，ｂ２，⋯，ｂｎ｝是两个ｎ维实向量，计算

数量积ａ·ｂ＝ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋⋯＋ａｎｂｎ．
解 其算法如图１２所示．

→开始 输入ｎ，ａｉ，ｂ →ｉ ｓ：＝０
｜
↓

结束 ←— 打印ｓ←—ｓ：＝ｓ＋ａｉ×ｂｉ，ｉ＝１，２，⋯，ｎ

图 １２
在上述算法中，取实数的乘法作为基本运算，则对输入尺寸ｎ，不管输入的ａｉ

和ｂｉ如何，都要做ｎ次乘法，故

Ａ（ｎ）＝Ｗ（ｎ）＝ｎ
４工作量的阶
在算法分析中，可能会遇到这种情况，对于同一个问题，有两种算法可供选

择，它们在输入尺寸为ｎ时的计算量分别为Ｗ１（ｎ）＝ｎ２－ｎ和Ｗ２（ｎ）＝１０ｎ，那
么哪一个算法的效率更高呢？当ｎ＜１１时，Ｗ１（ｎ）＜Ｗ２（ｎ）；当ｎ＞１１时，

Ｗ１（ｎ）＞Ｗ２（ｎ）．
一般地，假设同一问题的两种不同算法的计算量分别为Ｗ１（ｎ）和Ｗ２（ｎ），如

果存在正的实数ｃ和ｍ，使得

Ｗ１（ｎ）≤ｃＷ２（ｎ） （对ｎ＞ｍ）
成立，则称Ｗ１是比Ｗ２低阶或同阶的．又如果 Ｗ２也是比 Ｗ１低阶或同阶的，则

称Ｗ１和Ｗ２是同阶的，记为Ｗ１＝Ｏ（Ｗ２）．
例如，

２ｎ２＝Ｏ ｎ
２

（ ）１０
３ｎ＋４＝Ｏ（ｎ）
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