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前   言

目前 ,在工科类全日制高等院校的本科生 ,成人高等院校的本

科生 ,参加高等教育自学考试的学生中 ,有许多人在初学“概率论

与数理统计”这门课时 ,对这门课思考问题的方式不太适应 ,学习

时感到有一定的困难 ,希望能得到老师的辅导 .编写本书的意图就

是要为学习这门课的学生提供相应的辅导 .

本书主要是以浙江大学盛骤、谢式千、潘承毅三位老师编写的

高等学校教材《概率论与数理统计》(第二版 ,高等教育出版社出

版 )为蓝本编写的 .共分 12 章 , 其中 5 章是概率论的基本知识 , 4

章是数理统计的基本知识 , 3 章是随机过程的初步知识 .本书共搜

集了 555 道例题和练习题 ,它们都是按照全国工科高等院校的“概

率论与数理统计”课程教学基本要求选择出来的 ,若能把这些题目

都真正做会 ,就基本上达到了这门课的教学基本目标 .因而使用本

书是不受所用教材限制的 .

本书竭力通过每一节中的例题分析及各章之后的练习题进行

辅导 ,希望给学生提供一些思考随机数学问题的直观想法和思路 .

这些例题和练习题是由浅入深编排的 ,其中有些题目是进一步阐

述有关定义、定理、公式和基本方法的用法 ,充实有关理论的 ;再有

一些题目是反复强调一些基本定义、定理、公式和方法的 ,而这些

知识对有效地学习这门课又是很重要的 ;还有一些题目是反复使

用一些对解决概率应用问题有用的数学方法 ,便于学生学会使用 ;

有少量的题目则需要创造性地运用概率论的这些基本知识才能解

决的问题 ,这是为了进一步提高学生的解题能力、扩大题型用的 .

要想达到更好的学习效果 ,使用本书时 ,应该先浏览一遍各节
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的内容提要 ,它清晰地叙述了有关定义、定理、公式和方法 ,有些问

题还伴以简要说明 ;把提要中的基本知识都看明白之后 ,再把例题

分析中的题目自己动手算一算 ,推导推导 ,然后再看讲解 .最后各

章后的练习题可用来检验有关知识掌握得如何 .选择练习题时 ,我

们尽量使题目的类型广泛一些 ,题目的多样性可促使学生灵活地

运用所学知识 .

鉴于本书是为学习概率论与数理统计这门课程的理工科大学

生提供本课程基础知识辅导用的 ,这些知识对于经济类各专业的

大学生也同样是应该理解和熟练掌握的 .因此 ,对于经管类大学生

学习这门课程 ,本书也是一本合适的辅导书 .

在此向支持和帮助过我的朋友们表示谢意 .

本书若有错误和不当之处 ,希望广大读者批评指正 .

傅维潼
2000 年 9 月
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第 1章  概率论的基本概念

1.1  随机试验、样本空间、
   随机事件、频率与概率

1.1.1  内容提要

  (1 ) 随机试验

具有以下特点的试验称为随机试验 :

① 可以在相同的条件下重复进行 ;

② 每一次试验的可能结果不止一个 ,并且事先可以明确该试

验的一切可能的结果 ;

③ 在每一次进行试验之前不能确定会出现哪一个结果 .我们

把随机试验记为 E .

(2 ) 样本空间

随机试验 E的所有可能结果组成的集合称为样本空间 ,记为

S .样本空间中的元素 ,即随机试验 E的每一个结果 ,称为样本点 ,

记为 e,于是 S = { e} .

(3 ) 随机事件

在每一次试验中可能发生也可能不发生的现象 , 称为随机事

件 ,用大写字母 A, B, C等表示 .随机事件是样本空间 S 的子集 ,

在一次试验中事件 A 发生 , 就意味着子集 A 中的一个样本点

出现 .

由一个样本点组成的单点集合 ,称为简单或基本事件 .样本空

间 S作为其本身的一个子集所代表的事件称为必然事件 .空集 �

·1·



作为样本空间的一个子集 ,它所代表的事件称为不可能事件 .S 在

每次试验中都必定发生 ,�在每次试验中都一定不出现 .

(4 ) 事件间的关系和运算

语言表达 事件的关系、运算

A出现必导致 B出现 A� B

A或 B A∪ B

A与 B至少有一个发生 A∪ B发生

A且 B A∩ B( A B)

A与 B都发生 A∩ B发生

A发生但 B不发生 A \ B发生

A与 B互不相容 (不能都发生 ) A B = �

A的对立事件发生即 A不发生 A发生

A或 B恰好发生一个 ( A∩ B)∪ ( A∩ B)发生

  (5 ) 事件的运算律

① 交换律

A∪ B = B∪ A, A∩ B = B∩ A

  ② 结合律

( A∪ B) ∪ C = A∪ ( B∪ C) , A∩ ( B∩ C) = ( A∩ B) ∩ C

  ③ 分配律

A∪ ( B∩ C) = ( A∪ B) ∩ ( A ∪ C)  (并对交的 )

A∩ ( B∪ C) = ( A∩ B) ∪ ( A ∩ C)  (交对并的 )

  ④ 德·摩根律 (对偶律 )

A∪ B = A∩ B ,  A∩ B = A∪ B

  (6 ) 频率与概率

① 频率 : 在相同的条件下 ,进行 n次试验 ,在这 n次试验中 ,

事件 A发生的次数 n A 称为事件 A 发生的频数 ,比值
nA

n
称为事件

A 发生的频率 , 记为 f n ( A ) .它描述事件 A 发生的频繁程度 ,
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f n ( A)越大说明 A出现的越频繁 .

基本性质 :

1°0≤ f n ( A)≤1

2°f n ( S) = 1

3°若 A1 , A2 ,⋯ , A k 是两两不相容的事件 , 则 f n ∪
k

i = 1

Ai =

∑
k

i = 1

f n ( A i )

当 n相当大时 ,频率 f n ( A)稳定在某个常数附近 ,这个常数记

为 P( A) ,即 A 的概率 .

② 概率

设 E为一随机试验 , S是其样本空间 ,对于 E的每一个事件

A 赋予一个实数 ,记为 P( A) ,称为事件 A 的概率 ,它描述在一次

试验中事件 A发生可能性的大小 .

若集合函数 P(· ) (即定义域是由集合组成的类 ,值域为实数

的函数 )满足下列条件 :

1°对任意事件 A ,有 P( A)≥0

2°P( S) = 1

3°设 A1 , A2 ,⋯ , An ,⋯为两两互不相容的一列事件 ,则有

P ∪
∞

n = 1

An = ∑
∞

n = 1

P( An )  (称为完全可加性 )

那么集合函数 P(· )在事件 A处的值 P ( A)称为事件 A的概率 .

③ 概率的重要性质

性质 1°: P(�) = 0

性质 2°: 设 A1 , A2 ,⋯ , An 是两两互不相容的事件 , 则有

P ∪
n

i = 1

A i = ∑
k

i = 1

P( A i )  (称为有限可加性 )

性质 3°: 设 A, B为两个事件 ,且 A� B,则有

·3·



P( B\ A) = P( B) - P( A) ,  P( A) ≤ P( B)

  性质 4°: 对于任意一个事件 A, P( A)≤1

性质 5°: 对于任意一个事件 A, P( A) = 1 - P( A)

性质 6°: (广加法公式 )对于任意两个事件 A和 B ,有

P( A∪ B) = P( A) + P( B) - P( AB )

一般地 ,对于任意 n个事件 A1 , A2 ,⋯ , An ,有

P ∪
n

i = 1

Ai =∑
1≤ i≤ n

P ( Ai ) - ∑
1≤ i< j≤ n

P ( Ai A j )

+ ∑
1≤ i < j < k≤ n

P( A i A j A k )

+ ( - 1)
s- 1

∑
1≤ j

1
< j

2
< ⋯ < j

s
≤ n

P ( A j
1

A j
2
⋯ A j

s

+ ⋯ + ( - 1) n - 1 P( A1 A2⋯ An )

1.1.2  例题分析

1.1  写出下列随机试验的样本空间 :

(1 ) 从 52 张扑克牌中 ,任意地抽取一张牌 ,分两种情况描述

样本空间 : ① 考虑花色 ;② 不考虑花色 .

解  ① 考虑花色 .分别用 S, H , D, C表示黑桃、红桃、方块、梅

花 , A 用“1”表示 , J , Q , K 分别用“11”、“12”、“13”表示 ,那么样本

空间由图 1. 1 中的 52 个点构成 :

② 不考虑花色 , 则样本空间由 13 个样本点组成 , 即 S =

{1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10 , 11 ,12 , 13 } .

(2 ) 测量某公司生产的灯泡的“寿命”,假若没有一个灯泡的

寿命超过 5000 小时 ,描述这一试验的样本空间 .

解  设用 t表示灯泡的“寿命”, 则这一试验的样本空间是实

数轴上的一个区间

S = { t | 0 ≤ t≤ 5000 }

·4·
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图  1. 1

  (3 ) 生产某种产品直到生产出 10 件正品为止 ,描述总共生产

的产品的件数的样本空间

解  设生产产品的总数为 n,那么这一试验的样本空间 S 应

该是从 10 开始的一切整数

S = { n | n≥ 10 的整数}

  (4 ) 在半径为 1 的圆内任取一点 ,描述该点位置的坐标的样

本空间 .

解  设圆心与原点重合 ,该点的坐标为 ( x , y) ,那么这一试验

的样本空间为

S = { ( x, y ) | x
2

+ y
2
≤ 1}

  (5 ) 把一个长为 l的竹杆折成三段 ,观察每一段的长度 ,描述

这一试验的样本空间 .

解  设 x, y, z分别表示这三段各自的长度 ,那么应该有 x >

0 , y > 0 , z > 0 且 x + y + z = l ,因此样本空间 S = { ( x , y, z) | x + y

+ z = l , x > 0 , y > 0 , z > 0 } ,即在空间直角坐标系的第一卦限 ,过点

A( l,0 ,0 ) , B( 0 , l , 0) , C(0 ,0 , l)的三角形 A BC的内部 (见图 1 .2 ) .

1 .2  设 A, B, C是三个事件 ,用事件的运算关系描述下列各

事件 :

(1 ) A, B, C中至少有两个发生 ;

·5·



图  1 .2

(2 ) A, B, C中恰好有两个发生 ;

(3 ) A, B, C中至多发生 1 个 ;

(4 ) A, B, C中至多发生 2 个 ;

(5 ) A, B, C中恰好发生 1 个 .

解  (1 ) 或 A与 B 发生 ,或 A与 C 发生 ,或 B与 C 发生 ,即

A B, A C, B C中至少有 1 个发生 ,故得

AB ∪ AC ∪ BC

  (2 ) 或者 A, B都发生 C 不发生 ;或者 A, C都发生 B 不发生 ;

或者 B, C都发生 A 不发生 ,总之 ,以下三个事件之一发生 :

AB C, ABC, ABC

故得 ABC ∪ ABC ∪ ABC

  (3 ) 或者 A, B都不发生 ,或者 A, C都不发生 ,或者 B, C都不

发生 ,即 A B , A C, B C中至少有一个发生 ,故

A B ∪ A C ∪ B C

  (4 ) 或 A不发生 ,或 B不发生 ,或 C不发生 ,即 A , B, C至少

有一个发生 ,所以

A∪ B∪ C

·6·



  (5 ) 或恰好 A发生 ,或恰好 B发生 ,或恰好 C发生 ,即 A B C,

A B C, A BC 中有一个发生 .故

AB C∪ ABC ∪ A BC

  1 .3  设 A, B, C是三个事件 ,试证明 :

AB ∪ AB ∪ A B = AB

  解  由 A∪ A = A ,上式左端可改写为

AB ∪ AB ∪ A B = AB ∪ AB ∪ A B ∪ A B

再由交换律 ,结合律可得

AB ∪ AB ∪ A B ∪ A B = ( AB ∪ A B ) ∪ ( AB ∪ A B )

由交对并的分配律可得

( AB ∪ A B ) ∪ ( AB ∪ A B ) = A( B∪ B) ∪ ( A∪ A) B

由 A∪ A = S 及 S A = A 又可得

A( B∪ B) ∪ ( A∪ A) B = A∪ B

由摩根律 A B = A∪ B,知 A∪ B = A B,所以

AB ∪ AB ∪ A B = AB

  1 .4  简化下列各式 :

(1 ) ( A∪ B) ( B∪C) ;

(2 ) ( A∪ B) ( A∪ B) ;

(3 ) ( A∪ B) ( A∪ B) ( A∪ B) ;

(4 ) 求 P[ ( A∪ B) ( A∪ B) ( A∪ B) ( A∪ B) ] .

解  (1 ) 由摩根律 A B = A∪ B 及 A∪ B = A B ,并利用 A = A

可得

( A∪ B) ( B∪ C) = ( A∪ B) ( B∪ C)

= ( A∪ B) ∪ ( B∪ C)

= A B ∪ B C

由交对并的分配律可得 A B∪ B C = B( A∪C) ,于是

( A∪ B) ( B∪ C) = B( A∪ C)
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= B A C

= B∪ AC

= B∪ AC

  (2 )  ( A∪ B) ( A∪ B)

= A∪ A B∪ AB∪ B B

= A  (利用了 A B� A, A B� A, B B =�)

  (3 ) 由 ( 2) 可得

( A∪ B) ( A ∪ B) ( A ∪ B) = A( A∪ B)

= A A ∪ AB

= AB

  (4 ) 由 ( 3)可知

P[ ( A∪ B) ( A∪ B) ( A∪ B) ( A∪ B) ]

= P[ AB( A∪ B) ]

= P[�]

= 0

  1 .5  设 A, B是两个事件且 P ( A) = 0 .6 , P( B) = 0 .7 ,问 :

(1 ) 在什么条件下 P( A B)取到最大值 ,最大值是多少 ?

(2 ) 在什么条件下 P( A B)取到最小值 ,最小值是多少 ?

解  (1 ) 因为 AB� A,由性质 3°得 P ( A B)≤ P( A) = 0 .6 当

A� B时有 A B = A,此时等号成立 ,即 P( A B) = P( A) = 0 .6 ,这时

P( AB)取最大值 ,最大值为 0 .6 .

(2 ) 由广加法公式 P( A∪ B) = P( A) + P( B) - P( AB) ,故

P( AB ) = P( A) + P( B) - P( A∪ B)

= 0 .6 + 0 .7 - P( A∪ B)

= 1 .3 - P( A∪ B)

因为  0≤ P( A∪ B)≤1 .当 A∪ B = S时 , P( A∪ B) = P( S) = 1,此

时 , P( A∪ B) = 1 取最大值 ,因而 P( AB)取最小值 ,最小值为 0 .3 .
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1 .6  设 A, B, C是三个事件 ,且 P( A) = P( B) = P( C) =
1
4

,

P( AB) = P( BC) = 0 , P( AC) =
1
8

,求 A , B, C至少有一个发生的

概率 .

解  用广加法公式

P( A∪ B∪ C) = P( A) + P( B) + P( C) - P( AB )

- P( AC) - P( BC) + P( ABC)

由 A BC� A B,所以 0≤ P ( A BC)≤ P ( A B) , 而 P ( A B) = 0 , 故得

P( AB C) = 0 ,于是得

P( A∪ B∪ C) =
1
4

+
1
4

+
1
4

-
1
8

=
5
8

1 .2  排列与组合知识复习

1 .2 .1  内容提要

  (1 ) 两个基本的计数原理

① 加法原理 : 若集合 S可以划分成若干互不重叠的子集 S1 ,

S2 ,⋯ , Sm 即 S =∪
m

i = 1

Si 且 i≠ j时 , Si∩ Sj =� .则确定 S 中含元

素的总数 ,可先求出各子集 S1 , S2 ,⋯ , Sm 中的元素的个数然后加

起来 .

或一堆事物 S可以划分成互不重叠的 m 堆 S1 , S2 ,⋯ , Sm ,其

中第 i堆 Si 中含 p i 个事物 ( i = 1 ,2 ,⋯ , m) ,则从这一大堆事物 S

中选择一个事物可以有∑
m

i = 1

pi 种方法 .

② 乘法原理 : 若 A i 是 m i 个元素的集合 , ai 是 A i 中的任意

一元素 ( i = 1 , 2 ,⋯ , s) ,则形如 ( a1 , a2 ,⋯ , as )的 s元有序元素组的
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个数等于 m1 m2⋯ms .

或第 i个事物可用 m i 种方法选择 ,且不论前 i - 1 个事物怎

样选择 ,第 i个事物均有 m i 种方法选择 ,则同时选择第 1 ,第 2 ,

⋯ ,第 s个事物的方式可有 m1 m2⋯ms 种 .

(2 ) 排列与组合

① 排列  设 r是一个正整数 ,所谓 n个元素的集合 S 的 r 排

列就是 n 个元素中取 r 个元素的有序安排 ,用 Pr
n 表示 n 个元素集

合的 r 排列的个数 .若 r > n时 , P
r
n = 0 ,若 r = n,则 n个元素集合 S

的 n 排列简称 S 的排列或 n 个元素的全排列 .

要构造一个 n个元素集合的 r 排列时 ,可以按 n 种方式选择

第 1 项 ,只要选定了第 1 项 ,就有 n - 1 种方式选择第 2 项 ,⋯ ,只

要选定了前 r - 1 项 ,就有 n - r + 1 种方式选择第 r 项 .由乘法原

理 ,这 r个项可以按 n( n - 1 ) ( n - 2 )⋯ ( n - r + 1 )种方式选择 .令

n ! = n( n - 1)⋯2·1 ,规定 0 ! = 1 ,则

P
r
n = n( n - 1)⋯ ( n - r + 1 ) =

n !
( n - r) !

对于 n≥0 , P
0
n = 1 , P

n
n = n ! .

② 组合  设 r是一个非负整数 ,所谓 n个元素集合的 r 组合

即是 S 的 r 个元素的子集 ,用 C r
n 表示 n 个元素集合的 r 组合的

个数 .

若 r > n, 则 C
r
n = 0 , 若 n = 0 且 r 为正整数 , 则 C

r
0 = 0 , 约定

C
0
0 = 1 .

对非负整数 n有 C0
n = 1 , C1

n = n, Cn
n = 1 .

对于 r≤ n, S的一个 r 组合 ,可按 r ! 种方式排列 , S的每一个

r排列可以通过把 S 的某个 r 组合排序唯一确定 , 于是 P
r
n =

r ! Cr
n ,所以

Cr
n =

1
r !

Pr
n =

n( n - 1 )⋯ ( n - r + 1)
r !

=
n !

r !( n - r) !
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