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前 言
经过近 ２０多年的教学和科学研究实践，我们逐步加深了对现代机械设计理论和方

法，特别是有限元 －优化设计方法在研究生教学和工程设计实践中的重要地位和作用的

认识。在研究生教学过程中，尤其是在完成了国家自然科学基金项目《机械结构形状优化

方法及应用研究》以后，更感到有必要在总结已经取得的经验和成绩的基础上，继续前进、

开拓创新，写出具有机械结构优化设计特点的专用教材。

本书内容的组织尽可能做到结构严谨、层次分明，理论和实践相结合，兼顾系统性和

逻辑性。对所论问题的叙述力求深入浅出，适合研究生的自学和从事机械设计的工程技

术人员阅读的要求。

全书共分八章：第一章概述；第二章机械结构优化设计的特点和示例；第三章优化设

计方法的数学基础；第四章弹性力学基础；第五章优化设计方法介绍；第六章机械结构形

状优化设计；第七章机械结构形状优化设计中的形状边界成形和单元剖分技术；第八章机

械结构优化设计应用实例。由孙靖民、梁迎春和陈时锦编著。

在本书编写过程中得到了哈尔滨工业大学邹经湘、王新荣、高圣英、黄开榜、刘亚忠以

及哈尔滨工程大学米成秋和合肥工业大学柯尊忠教授的大力支持和帮助，特此致谢。

书中的第五章虽属综述性质，但却是优化方法的基础。第六章比较侧重于结构形状

优化方法介绍。这两章虽是整个优化设计方法的整体，但读者可以根据具体情况有选择

地阅读。

局限于教学和科学研究侧重面造成的片面性，书中涉及的机械结构优化设计的内容

和所举实例仅是这个领域的很小的局部，加上我们在弹性结构计算力学和变分学方面的

基础浅薄，所以书中欠妥之处在所难免，热盼有关专家和读者不吝指正，我们在此表示诚

挚的感谢。

作 者

２００３年 １２月于哈尔滨
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第一章 概 述

１ ．１ 机械结构设计中的优化技术

人们在做任何一个设计时，不管是分析还是综合，都是要用某个标准衡量其所做的决
策是否最佳。所以，优化问题是设计中广泛存在的一个问题，且一直就是数学家们和实际
工作者所关心的问题之一，是工程设计所追求的永恒主题，是应用数学范畴内的一个重要
分支，也是科学技术领域中的重要课题之一。

机械结构系统的模型可以用一组代表力、结构特性和强度等相互关系的数学方程式
表述。如静态问题时的

Ｆ ＝ Ｋｑ （１ ．１）
或动态问题时的

Ｍｑ̈ ＋ Ｄｑ ＋ Ｋｑ ＝ ｆ（ｔ） （１ ．２）
式中 Ｋ———结构的刚度特性；

Ｍ———结构的质量特性；
Ｄ———结构的阻尼特性；
Ｆ 和 ｆ（ｔ）———静载荷和动载荷；
ｑ———静态位移或相应的动态响应。

机械结构系统的模型也可以用图 １ ．１所示的框图表示（为了简化讨论，没有引入动态
模型中的 Ｍ 和Ｄ，但这并不影响所讨论问题的实质）。

图 １ ．１ 结构系统模型

在求解 Ｆ ＝ Ｋｑ 类型的方程时，将出现三类问题，即：
（１）已知 Ｆ 和 Ｋ，求输出 ｑ，即求静态特性，如位移。此时有

ｑ ＝ Ｆ
Ｋ （１ ．３）

（２）已知 Ｋ 和 ｑ，求输入 Ｆ。此时有
Ｆ ＝ Ｋｑ （１ ．４）

（３）已知 Ｆ 和 ｑ，求结构特性 Ｋ。此时有

Ｋ ＝
Ｆ
ｑ （１ ．５）

·１·
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上述三类问题可以通过结构静、动态方面的分析或综合理论和方法求解，也可以采用
试验方法进行结构模态或参数识别的理论和方法求解。

当外载荷 Ｆ和结构特性Ｋ已知时，求解应力（强度问题）或应变（刚度问题）的有效方
法是有限元分析方法。若外载荷 Ｆ或结构特性Ｋ未知，可以采用载荷参数或结构参数的识
别方法。但若结构几何尺寸或形状、拓扑等是可变的（设计时可以作为设计变量进行调整，
以便在外载荷一定和满足给定约束条件下获得最佳的结构特性 Ｋ 时），就是结构的优化
设计问题了。

优化设计也可以看成是一个研究结构设计的理论和方法问题。这时，则图 １ ．１可以改
画成如图 １ ．２（ａ）、（ｂ）所示的框图。

图 １ ．２ 结构设计控制模型

对于图 １ ．２（ａ）所示的结构设计控制模型，可以认为此时的 Ｋ 是固定不变的。设计控
制的目的是为了确定在输入变量（变化的外载荷，如激振力、风力等）取不同的数值时的
结构系统的响应（应力或应变、位移等）。这是一个结构分析的设计问题的模型。

对于图 １ ．２（ｂ）所示的模型，这时结构特性 Ｋ 是变化未知的，输入和输出是设计的指
标。可以认为，此时设计者所要研究的问题是，系统的参数或形状、拓扑等几何特性应如何
改变才能改进系统的特性，使之达到最佳。所以，这是一个结构优化设计问题的模型。

１ ．２ 优化方法发展进程的简要回顾

早在 １７、１８世纪，人们已认识到优化问题实质上是数学中的函数和泛函的极值问题，
而其时相继提出的最速下降法（梯度法）、牛顿法和拉格朗日乘子法以及尤拉 － 拉格朗日
方程等函数或泛函极值求解的方法，实际上就已经奠定了优化方法的基础。然而，由于实
践中提出的许多优化问题往往是比较复杂的，因而在 ２０世纪 ５０年代计算机被广泛采用之
前，优化理论和方法的发展一直是缓慢的，且理论上并没有多大的进展。

２０世纪五六十年代，作为无约束优化寻优方向的数值解法的基本环节，在黄金分割
法之外，又产生了一些一维搜索技术，如一维搜索的试探类方法和插值类方法等。同时，以
梯度法和牛顿法为基础的一系列梯度法和牛顿类型无约束优化方法，如共轭梯度法、变尺
度法等，以及罚函数法、乘子类约束优化方法相继问世。１９５１年，库恩（Ｈ．Ｗ．Ｋｕｈｎ）和塔克
（Ａ．Ｗ． Ｔａｃｋｅｒ）两人推导了关于不等式约束非线性优化问题的极值条件，即 Ｋ － Ｔ条件。之
后，贝尔曼（Ｂｅｌｌｍａｎ）的最优化原理和动态规划理论及庞特里亚金（Ｐｏｎｔｒｉａｇｉｎ）的极大值原
理相继形成。１９６４ 年，多恩（Ｗ．Ｓ．Ｄｏｒｎ）、戈莫里（Ｒ．Ｅ．Ｇｏｍｏｒｙ）和格林伯格（Ｈ．Ｔ．
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Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ）继 １９０４年米歇尔（Ａ．Ｇ．Ｍｉｃｈｅｌ）提出机构拓扑研究观点之后，出版了《结构优化
自动设计》一书，书中明确提出了一种结构的拓扑优化方法。

此外，以极大值原理为基础，提出了结构形状优化的理论和方法，从而实现了优化问
题从有限维的参数优化向无限维的形状优化的跨越。

２０世纪 ７０年代前后，从实用化的要求出发，需要提高优化过程的收敛速度、精度和可
靠性以及减小解题难度等，精确一维搜索方法、乘子类方法以及非最优方向的优化准则法
等。

从这里可以看出，虽然生产实际问题往往是多变量、多约束、规模大的优化问题，但计
算机的应用，导致了参数、形状、拓扑优化的理论和方法的迅速发展。

实际工程中的问题基本上都是非线性规划（约束的线性规划和非线性约束优化）问
题。生产实际的需要是活跃的因素，因而在参数优化范畴内，新方法不断出现，其名目繁
多，且适用条件各异。要求理清思路，进行归纳，并指出一些主要优化方法的实质、有效性
及其适用范围。例如，在拓展变尺度法的过程中，豪格（Ｅ． Ｊ ．Ｈａｕｇ）总结出变尺度法统一公
式；孙靖民、曹宏毅和梁迎春提出数学规划方法的相互联系及其与优化准则法的统一思
路；他们还由拉格朗日乘子法的概念延伸出直接方法、间接方法、升维方法、降维方法等的
优化方法分类，以及乘子类方法的统一表述等等。这些对推动优化理论和方法的发展起了
积极作用。

２０世纪 ８０年代以来，参数优化的理论和方法逐步趋于成熟，形状和拓扑优化开始用
于求解实际工程问题。

在优化设计发展的进程中，针对不同特点和范畴的问题，提出了多种优化方法，如线
性规划、几何规划、多目标优化、整数规划、离散变量优化、动态规划、模糊优化、广义优化
以及遗传算法等。

这里仅把模糊优化、广义优化和遗传算法的含义简单给予说明。
模糊优化是 ２０世纪 ９０年代由哈尔滨建筑大学（现哈尔滨工业大学）王光远教授提出

来的。

图 １．３ α设防区图

考虑到结构优化设计给出的几何参数值
ｘｉ 一般都具有一定的安全裕度，而给出一个

α ＝［０，１］的设防区（图 １ ．３）。它是属于一种

α水平截集的优化解法。在α ＝［０，１］范围内
的某一个珋α值，具有珋α的设防水平。

２０世纪末，浙江大学冯培恩教授提出了
“广义优化”的概念。他提出的是“对机械产
品进行全系统、全性能、全过程的广义优化设计。”这是目前机械优化设计领域中的一个
前沿性问题，具有一定的理论价值和实际意义。它涉及如何对机械产品整体数值参数和非
数值指标转换的处理、对各组成部件之间的合理分配以及对优化结果的评价等多层次、多
方面的问题的研究。

遗传算法（Ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ—ＧＡ）是 １９７５年由美国 Ｊ ．Ｈｏｌｌａｎｄ提出的一种人工智能方
法。它是在计算机上按生物进化过程进行模拟的一种搜索寻优算法。遗传算法的思路是把
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函数的搜索空间看成是一个映射的遗传空间，而把在此空间进行寻优搜索的可行解看成
是一个由向量染色体组成的集合。染色体是由基因元素（用二进制或十进制的字符串的编
码表示）组成的向量。它们可以由计算机用随机数列的方程式给出。在遗传算法中，目标
函数被转化成对应各个个体的适应度，它是目标函数对每个染色体进行评价的一个表述。
它可以用来表示各个体的适应性能，并据以指导寻优搜索。适应度越大，说明其性能越好。

１ ．３ 形状优化的发展趋势

结构形状（包括拓扑）优化设计是确定二维和三维结构形状的机械结构形状优化设
计，它已成为结构优化设计方面的热门话题。

结构形状优化设计的研究内容主要是确定连续结构的边界形状和内部形状，如不同
材料或厚度的分布区域、复合材料的结合面形状、结构间的加强层形状、板框结构的加强
筋布局等；研究的目的是，改善结构特性（如降低应力集中）、应力及温度场等的分布状况，
提高疲劳强度，延长结构件寿命等。

近 ２０年来的结构形状优化设计实践历程中，国内、外研究者不断取得一些进展和突
破，使得结构形状优化设计理论和方法渐露雏形并日臻完善。这里简要提及一些研究者及
他们的工作。

采用数值方法进行形状优化的早期工作从辛柯维茨（Ｏ．Ｃ． Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｅｚ）和康培尔（Ｊ ．
Ｓ ． Ｃｏｍｐｅｌｌ）开始，以节点坐标为设计变量，使用等参有限单元模型和序列线性规划方法，
设计水坝的最优形状。艾玛姆（Ｍ．Ｈ． Ｉｍａｍ）较系统地阐述了三维形状优化的基本概念和
形状描述的数值方法，以超曲线曲面的参数作为优化设计变量、应用三维等参单元分析、
采用差分法进行敏度分析来求解形状优化问题。

豪格及其合作者提出了形状优化问题的变分方法，并使用最速下降法和有限元离散
方法进行二维结构的形状优化设计，他还和 Ｋ．Ｋ． Ｃｈｏｉ提出了形状设计敏度分析的物质导
数方法，给出了边界积分和区域积分形式的敏度分析计算式。这种方法考虑了应力、应变
或位移泛函，建立了主结构（初级结构）和伴随结构（交接结构）中应力或位移场变分的等
价性条件，为形状优化提供了泛函的敏度分析方法，并解决了外边界或接触面变化的梁、
盘、板、壳的形状优化问题。

国内自 ２０世纪 ９０年代以来，先后有大连理工大学力学研究所的程耿东、顾元宪，北京
理工大学蔡士平，华中理工大学肖尚宏，中国科学院数学研究所的刘宏秋，北京航空航天
大学的夏人伟，以及哈尔滨工业大学的孙靖民、梁迎春、郭太勇和陈时锦等，在结构形状和
拓扑优化方面做了许多卓有成效的工作，并取得较好的效果。

结构形状优化设计与有限元分析密不可分，在优化迭代过程中，每次迭代都是在结构
重分析结果的基础上进行的。很显然，采用有限元法进行结构的重分析，既需要单元网格
剖分技术的支持，也需要对结构形状边界处各单元的边界曲线或曲面形成技术的支持。因
此，以结构形状优化为主体，连接有限元分析和几何造型技术为一体，已形成了一门新的
综合技术，或者说形成了结构优化设计的新的学科分支。
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第二章 机械结构优化设计的特点和示例

２ ．１ 机械结构优化设计的特点

我们把机械结构优化设计的特点概括为以下四点：
（１）精密、复杂及重、大的机器零件，如机床的阶梯主轴、机器的箱体、重型机器的轴和

重型设备的机架、大型齿轮、复杂的叶轮等。这类零件我们称为“结构件”。用一般力学的
解析方法计算它们的静、动态性能（如位移、应力、固有频率等），已经难于满足工程实际的
要求，甚至很难计算出所要求的结果，当然更不要说给出最佳的结果。
（２）结构优化通常需要对多种可行方案进行分析计算。这时需要利用计算机进行有

限元分析 －优化设计的自动或半自动的反复迭代，需要应用单元的网格剖分技术予以支
持。
（３）机械结构形状优化、拓扑及布局优化的分析计算，需要进行设计变量对单元特性

（如单元刚阵和质阵等）的求导计算或物质导数的计算，即结构的敏度分析计算。敏度计
算的结果给出了优化设计过程中状态变量（如位移、应力等）的变化趋势，为下一步设计指
明方向。这是因为敏度的实质就是“梯度”的类似，它的方向就是“梯度方向”的类似。所
以，在结构参数和形状优化的设计中各种优化的数值方法均是以敏度分析为基础来构造
的。
（４）整机或杆系结构等复杂结构的分析，不仅需要采用有限元法进行分析，而整机的

优化还将涉及各组成部件的合理的数值分配问题。
综上所述，机械结构优化设计是以计算机为手段，集有限元分析技术、数值优化方法

和计算机图形学于一体的综合性的方法和技术，是多学科交叉的一门机械结构设计的理
论和技术。

２ ．２ 机械结构优化设计的示例

【例 ２ ．１】 直升机尾仓部分桁架结构的优化设计。
图 ２ ．１（ａ）是某直升机尾仓部分的外观图。图 ２ ．１（ｂ）是它的内部桁架结构的两个视

图。对于这种桁架结构，在设计时要求其总质量最小，但各杆受载时，对其单元的应力σｉ、
节点位移 ｙｉ 以及振动的固有频率ω都应有所限制。

图示的桁架结构，共有 １０８个杆单元，２８个节点。若每个节点考虑 ３个自由度，共有 ７２
个自由度（２８个节点中有 ４个节点被固定）。对于这样的结构，目前都是用有限元法来计算
它的 ｙｉ、ω２和σｉ。当取各杆横截面积 Ａｉ为设计变量（可以把 Ａｉ进行分组处理，以减少设计
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图 ２ ．１ 直升机尾仓部分的外观及桁架结构

变量数目）时，相应的计算公式是
Ｋ（Ａ）ｙ ＝ Ｆ （２ ．１）

Ｋ（Ａ）珋ｙ ＝ ω２Ｍ（Ａ）珋ｙ （２ ．２）
式中 Ｋ（Ａ）和 Ｍ（Ａ）———结构刚阵和质阵；

Ｆ———载荷阵；
ｙ———节点位移向量；

ω和珋ｙ———固有频率和对应的振型矩阵。
式（２ ．１）和式（２ ．２）是由许多个平衡方程组成的方程组（又称状态方程），通过求解，

可以得出与某一设计方案（某一组设计变量所确定的方案）相应的 ｙｉ、ω２
ｉ 和σｉ 值。

优化设计的目标是使结构总质量最小。若 Ｌｉ是各杆单元的长度，则总质量（ρ是材料密度）

ｆ（Ａ）＝ Ｗ ＝ρｇ∑
１０８

ｉ ＝ １
ＬｉＡｉ （２ ．３）

设计时，要求各σｉ 都不能大于允许的σｉ允，ｙｊ 必须小于允许的 ｙｉ允，计算的最低固有频
率ω２应大于频率的下限值ω２

０，各设计变量 Ａｊ 应限制在一定界限之内。
这样，本优化问题就可归结为：求一组变量 Ａ，使目标函数

ｆ（Ａ →） ｍｉｎ
ｓ． ｔ ． ｜σｉ ｜≤σｉ允 ｉ ＝ １，２，…，１０８

｜ ｙｊ ｜≤ ｙｊ允 ｉ ＝ １，２，…，７２ （２ ．４）

ω２≥ω２
０

Ａ下ｉ ≤ Ａｉ ≤ Ａ上ｉ

图 ２ ．２ 机床主轴的典型结构原理图

当然，这些约束条件可统一写成不等式 ｇ（Ａ）≤ ０的形式。
【例 ２ ．２】 机床主轴结构的优化设计。
图 ２ ．２是一个机床主轴的典型结构原理图。对于这类问题，目前也是采用有限元法，

利用式（２ ．１）和式（２ ．２）形式的状态方程来计算轴端变形 ｙ 和固有频率ω。
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优化设计的任务是确定 Ｄｉ、ｌｉ 和 ａ，保证 ｙ 和ω在允许限内，使结构的质量最小。

这时，问题归结为：求 Ｄｉ、ｌｉ、ａ 的值，使质量 ｆ（Ｄｉ，ｌｉ）＝γπ［∑（Ｄ２
ｉ － ｄ２）ｌｉ ＋（Ｄ２

ｎ －
ｄ２）ａ］为最小，并满足条件

ｙ ≤［ｙ］

ω２≥ω２
０

Ｄｉｍｉｎ≤ Ｄｉ ≤ Ｄｉｍａｘ ｉ ＝ １，２，…，ｎ
ｌｉｍｉｎ≤ ｌｉ ≤ ｌｉｍａｘ
ａｍｉｎ≤ ａ ≤ ａｍａｘ

Ｎｍｉｎ≤
ｌ１
ａ ≤ Ｎｍａｘ

式中 ρ———材料的密度；
Ｄｉ、ｌｉ———阶梯形主轴的外径和对应的长度；

Ｄｎ———与 ａ 对应的外径。
对主轴结构动力进行优化设计时，也可取由振型和质量确定的能耗为目标函数。约束

条件可以取激振力频率避开（１ ± ２０％）ω的禁区范围。
【例 ２ ．３】 热压机机架结构的优化设计。
机械结构优化设计的研究受到了广泛的重视，并且逐步走向了应用。机械结构件，尤

其是那些重型机械的大型基础件，作为机械产品的主体，不仅在很大程度上决定着机器的
质量，而且对于整机性能的影响起着不可低估的作用。因此，对这类结构件进行以质量最
小和应力集中区的应力最小为目标的结构优化设计，对于提高机械产品的性能、降低成本
都具有重要意义。

热压机是用来压制胶合板、纤维板、刨花板等平板制品的一种液压机。某重型机器厂
生产的 ６４５０ ｔ热压机的主体由 ８架 １６片框板平行组装而成，每片框板的结构尺寸及受力
状况如图 ２ ．３所示。

图 ２ ．３ 框板

·７·第二章 机械结构优化设计的特点和示例



对热压机进行结构优化设计时，分成两步：第一步是以大尺寸为设计变量，以质量最
小为目标；第二步是以框板上角应力集中区的过渡曲线尺寸为设计变量，以该区的应力最
小为目标进行的。

以质量最小为目标的优化设计：
１ ．设计变量
取四个设计变量来描述框板的外形尺寸和厚度，如图 ２ ．４所示。其中，ｘ１ 的变化决定

Ｌ１Ｌ２线段的上下移动；ｘ２的变化决定 Ｌ２Ｌ３折线段的左右移动；ｘ３的变化决定 Ｌ３Ｌ６折线段

的上下移动；ｘ４为框板的厚度，即

ｘ ＝［ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４］Ｔ

图 ２ ．５是图 ２ ．４的有限元剖分图，图 ２ ．６是优化前相应的应力分布图。

图 ２ ．４ 框板的结构 图 ２ ．５ 网格划分 图 ２ ．６ 受力分析

２ ．目标函数
取单片框板的质量。
３ ．约束函数
（１）位移约束。取下横梁中点 ｄ１、上横梁中点 ｄ２及侧板上的 ｄ３为位移控制点，即要求

各控制点的位移不超过许用值。
点 ｄ１许用变形量 ［δ］ｄ１ ＝ ０ ．５ ｍｍ
点 ｄ２许用变形量 ［δ］ｄ２ ＝ ３ ｍｍ
点 ｄ３许用变形量 ［δ］ｄ３ ＝ ２ ．５ ｍｍ
（２）应力约束。取侧板上的 Ｓ１和 Ｓ２两点为应力控制点，即要求各控制点的应力不超

过许用值
［σ］＝ １５０ ＭＰａ
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（３）几何约束。取各设计变量的取值范围。
该问题的数学模型为
ｍｉｎ Ｆ（ｘ）＝ １ ．５６ × １０－５［（ｘ１ ＋ ｘ３ ＋ ２ １９２）（ｘ２ ＋ １ ６２５）－ ３４０ｘ２ － ３ ６７５ ９００］ｘ４

ｓ ． ｔ ． σｄｉ －［σ］≤ ０ ｉ ＝ Ｓ１，Ｓ２
δｉ（ｘ）－［δ］ｉ ≤ ０ ｉ ＝ ｄ１，ｄ２，ｄ３

８０ － ｘ４≤ ０
ｘ４ － ８５≤ ０

１ ０００ － ｘ１≤ ０
１００ － ｘ２≤ ０

１ ０００ － ｘ３≤ ０

图 ２ ．７ 汽车悬架系统

【例 ２ ．４】 汽车悬架系统的优化设计。
图 ２ ．７所示为 ５个自由度的汽车悬架

系统。图中的 ｍ１是驾驶该车的司机及其座
位的质量，它由弹簧 ｋ１ 和阻尼器δ１ 支持。
其他部分，如车体、车轮、车轴等的质量、弹
簧和阻尼分别用 ｍ２、ｍ４、ｍ５ 和 ｋ２、ｋ３ 以及

δ２、δ３表示，ｋ４、ｋ５以及δ４、δ５表示轮胎的刚
度和阻尼系数，Ｉ 表示车体对其质量中心的
惯性矩，Ｌ 表示轮矩长度，ｆ１（ｔ）和 ｆ２（ｔ）表
示由于道路表面起伏不平引起的前、后轮
的位移函数，ｚｉ 是坐标。

在汽车结构系统设计中，希望汽车能
在不同速度和道路条件下，司机座位的最
大加速度为最小，同时还须满足一系列的动态响应和设计变量的约束。设计变量是系统的
弹簧常数 ｋｉ和阻尼系数δｉ。当然，司机座位的最大加速度 ｄ也可以是设计变量。所以，本优
化问题的设计变量取为 ｋ１、ｋ２、ｋ３、δ１、δ２、δ３和 ｄ，即

ｘ ＝［ｋ１ ｋ２ ｋ３ δ１ δ２ δ３ ｄ］Ｔ

汽车的运动方程可以根据拉格朗日运动方程导出。拉格朗日运动方程的一般形式是
ｄ
ｄ ｔ
（Ｔ）
ｚｉ

－（Ｔ）
ｚｉ

＋Ｖ
ｚｉ

－ ＦＱｉ ＝ ０ ｉ ＝ １，２，…，５

系统的动能 Ｔ 可表示为

Ｔ ＝ １
２ ｍｖ２

即 Ｔ ＝ １
２ ｍ１

ｚ２１ ＋ １
２ ｍ２

ｚ２２ ＋ １
２ Ｉ ｚ２３ ＋ １

２ ｍ４
ｚ２４ ＋ １

２ ｍ５
ｚ２５ ＝ １

２∑
５

ｉ ＝ １
ｍｉ

ｚ２ｉ （ｍ３ ＝ Ｉ）

保守力（恢复力）的位能 Ｖ 可表示为

Ｖ ＝ １
２ ｋｚ２
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由于车体与司机座位间的相对位移是 ｚ２ － ｚ１ ＋
Ｌ
１２ ｚ３；车体与前、后轮间相对位移分别

为 ｚ４ － ｚ２ － Ｌ
３ ｚ３和 ｚ５ － ｚ２ ＋ ２Ｌ

３ ｚ３；前、后轮与路面间相对位移分别为 ｚ４ － ｆ１（ｔ）和 ｚ５ －

ｆ２（ｔ），所以有

Ｖ ＝ １
２ ｋ１ ｚ２ － ｚ１ ＋ Ｌ

１２ ｚ( )３ ２
＋ １

２ ｋ２ ｚ４ － ｚ２ － Ｌ
３ ｚ( )３ ２

＋ １
２ ｋ３ ｚ５ － ｚ２ ＋ ２Ｌ

３ ｚ( )３ ２
＋

１
２ ｋ４［ｚ４ － ｆ１（ｔ）］２ ＋ １

２ ｋ５［ｚ５ － ｆ２（ｔ）］２

非保守力（阻尼力）ＦＱｉ 可以通过下面方法给出。它的虚功是①

∑
５

ｉ ＝ １
ＦＱｉδｚｉ ＝ －δ１

ｚ２ － ｚ１ ＋ Ｌ
１２

ｚ( )３ δｚ２ －δｚ１ ＋ Ｌ
１２δｚ( )３ －

δ２
ｚ４ － ｚ２ － Ｌ

３
ｚ( )３ δｚ４ －δｚ２ ＋ Ｌ

３δｚ( )３ －

δ３
ｚ５ － ｚ２ ＋ ２Ｌ

３
ｚ( )３ δｚ５ －δｚ２ ＋ ２Ｌ

３δｚ( )３ －

δ４［ｚ４ － ｆ１（ｔ）］δｚ４ －δ５［ｚ５ － ｆ２（ｔ）］δｚ５
这样，则当 ｉ ＝ １时，自

ｄ
ｄ ｔ
Ｔ
ｚ( )

１
－Ｔ
ｚ１

＋Ｖ
ｚ１

－ ＦＱ１ ＝ ０

有 ｄ
ｄ ｔ
Ｔ
ｚ( )

１
＝ ｍ１ ｚ̈１

Ｔ
ｚ１

＝ ０

Ｖ
ｚ１

＝ ｋ１ ｚ１ － ｋ１ ｚ２ － Ｌ
１２ ｋ１ ｚ３

ＦＱ１ ＝δ１
ｚ１ －δ１

ｚ２ － Ｌ
１２δ１

ｚ３

从而给出

ｍ１ ｚ̈１ ＋δ１
ｚ１ ＋δ１

ｚ２ － Ｌ
１２δ１

ｚ３ ＋ ｋ１ ｚ１ － ｋ１ ｚ２ － Ｌ
１２ ｋ１ ｚ３ ＝ ０

同样可得 ｉ ＝ ２，３，４，５时的运动方程式。
如果把 ｚ１，ｚ２，…，ｚ５，ｚ１，ｚ２，…，ｚ５都写成向量

ｚ ＝［ｚ１ ｚ２ … ｚ５ ｚ１ ｚ２ … ｚ５］Ｔ

则五个运动方程式可统一写成如下的状态方程
Ｍｚ̈（ｔ）＋ Ｄｚ（ｔ）＋ Ｋｚ（ｔ）＝ ｆ（ｔ） （２ ．５）

其中 ｆ（ｔ）是广义力。
通过变换，也可写成形式

ｚ（ｔ）＝ Ｍ（ｘ）ｚ（ｔ）＋ Ｆ（ｔ） （２ ．６）

·０１· 机械结构优化设计

① 本页及以下各页式中的δ（正体）均是运算符号“变分”，而δ１，δ２，…，δ５（斜体）等则是阻尼系数。



式中 Ｍ（ｘ）———由质量、刚度系数、阻尼系数及 Ｌ 和 Ｉ 组成的矩阵，而不是单纯的质量
矩阵；

Ｆ（ｔ）———由 ｍ４、ｍ５、ｋ４、ｋ５、ｆ１（ｔ）、ｆ２（ｔ）组成的矩阵。

ｚ（ｔ）＝［ｚ１ ｚ２ ｚ３ ｚ４ ｚ５ ｚ１ ｚ２ ｚ３ ｚ４ ｚ５］Ｔ

前、后轮的垂直位移和路面有关，设它们分别为按正弦规律变化的函数 ｆ１（ｔ）和
ｆ２（ｔ），其值可表述成

ｆ１（ｔ）＝
ｖ（ｔ） ０≤ ｔ ≤ ｔ１
０{ 非上述情况

ｆ２（ｔ）＝ ｆ１（ｔ － ｔ０） （即比前轮滞后 ｔ０）
（２ ．７）

式中 ｔ１———路面不平的停止时间。
根据运动方程和位移函数 ｆ１（ｔ）、ｆ２（ｔ），可以建立数学模型。
设计要求是在路面条件下和车速在一定范围内尽量使司机舒适些。因此，设计的目标

是通过调整汽车悬架特征 ｋ和δ等（ｍ不便于调整，所以不作为设计变量），使司机座位的
最大绝对加速度 ｍａｘ ｜ ｚ̈１（ｔ）｜ 达到最小，即 ｆ ＝ ｍａｘ ｜ ｚ̈ ｉ１（ｔ）｜→ ｍｉｎ（ｉ ＝ １，２，…，ｐ），其中

ｚ̈ ｉ１（ｔ）是对第 ｉ种道路条件 ｆ ｉ
１（ｔ）和 ｆ ｉ

２（ｔ）下的司机座位加速度。当规定最大加速度的上限
值为 ｄ（可由设计者选取）时，则 ｜ ｚ̈ ｉ１（ｔ）｜≤ ｄ。极端情况下 ｜ ｚ̈ ｉ１（ｔ）｜≤θ０（θ０为最大允许
加速度）。

此外，还应考虑到汽车的运动要受到一定的约束，因而对车体和司机座位（也要考虑
其他乘车人员的座位）之间的相对位移，车体与前、后轮间的相对位移，路面与前、后轮间
的相对位移等，即汽车的各组成部件之间的相对位移要规定一个允许值。例如，车体与司
机座位间的相对位移规定为

ｚｉ２ － ｚｉ１ ＋ Ｌ
１２ ｚ

ｉ
３ ≤ ０

等等。
若设函数η（ｔ）是连续的，则上述约束条件η（ｔ）≤ ０（０≤ ｔ≤τ）对应于积分约束条

件∫
τ

０
［η（ｔ）＋ ｜η（ｔ）｜］ｄ ｔ ＝ ０。所以，对上述的连续函数［ｚ（ｔ）…］形式的约束条件，可以统

一写成积分形式

ψｊ ＝∫
τ

０
Ｌｊ［ｔ，ｚ（ｔ），ｘ］ｄ ｔ ＝ ０ ｊ ＝ １，２，…，ｐ

其中，Ｌｊ 是拉格朗日函数。
设计变量的变化范围

ｘｊｍｉｎ≤ ｘｊ ≤ ｘｊｍａｘ
可以写成

ｇｓ（ｘ）≤ ０
这样，该优化问题的数学模型是：

目标函数 ｆ ＝ ｍａｘ ｜ ｚ̈１（ｔ）｜→ ｍｉｎ
或写成 ｆ ＝ ｄ （ｄ 是 ｜ ｚ̈１（ｔ）｜≤ ｄ 中的最小者）

·１１·第二章 机械结构优化设计的特点和示例
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