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　　本书以串联、并联机器人及柔性制造两部分内容为基础，从基础理论、基本分析方法着手深

入浅出地开展讨论，着重介绍了机器人与柔性制造系统的基本工作原理及其在工程实际中的应

用。书中机器人部分的内容介绍了研究机器人机构学常用的数学基础、单开链串联式机器人、并

联式机器人的分类及其有关的运动学分析；工业机器人常用的零部件；机器人常用的驱动源；常

用的传感器。柔性制造部分主要介绍了柔性制造技术及其组成工作原理、柔性制造加工系统；工

业机器人在柔性制造系统中的应用等。

本书可供工科院校高年级学生作为必修课或选修课用教材，也可供有关专业教师、研究生及

工程技术人员参考使用。
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前　　言

　　随着现代工业的发展，机器人机构学、传感器、驱动器、计算机控制理论等都有了
长足的进展，促使机器人学科有了新的发展。目前，机器人从以开式链形式形成的开式
串联机器人已发展到以单开链作为支链并行布置在上、下平台之间形成的闭式并联机器
人，两类机器人作为互补，已经应用于各个领域。在机械制造业中，由于产品向着有限
寿命、生产周期短、更新快、小批量、多样化的方向发展，因此要求生产制造能不断适
应产品更新的需求，由此柔性制造系统应运而生。机器人作为柔性制造系统中的主要装
置，被广泛应用于柔性制造生产线上。

本书机器人部分介绍了与机器人机构有关的数学基础、单开链串联式机器人、并联
式机器人、工业机器人常用零部件、机器人常用驱动源、各类常用传感器；柔性制造部
分介绍了柔性制造技术及系统的组成工作原理、柔性制造加工系统、工业机器人在柔性
制造系统中的应用。本书适用于工科院校高年级学生作为必修课或选修课教材。若学生
学过 “机械原理”、“机械设计”、“高等数学”、“线性代数”及控制方面的课程，则对学
习本课程将是有帮助的。本书在机器人数学基础及单开链串联式机器人等相关章节作了
一些基础理论的分析研究，它是今后进一步学习机器人技术的基础。其他部分章节内容
是用简易、直观的方式介绍给大家的，目的是为了给学习者提供直观的一般性的感性知
识，并了解一些背景材料，为今后进一步研究及应用打下基础。

本书共由十三章组成，其中第一章、第二章、第三章由马履中编写，第四章由王劲
松编写，第五章、第六章、第七章由杨启志编写，第八章、第九章、第十章、第十一
章、第十二章由周建忠、任旭东编写，第十三章由周建忠、杨启志联合编写。全书由马
履中、周建忠统稿。

由于编写工作时间紧迫，加之编者水平有限，书中内容难免有不妥之处，敬请读者
不吝指正。

感谢研究生郁玉峰、石奇端、王成军等人参与书中部分图的绘制与校核，感谢戈晓
岚教授对本书出版的帮助！

编　者
于江苏大学
２００６９３０
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书书书

第一章　绪　　论

随着机械化、自动化及机电一体化技术的迅速发展，机器人与柔性制造系统应运而生，
机器人正在工程实际及日常生活中得到日益广泛的应用。在柔性制造系统中机器人正在作为
物流系统及机床的主角之一而被广泛采用。

第一节　工业机器人与柔性制造系统

机器人技术与传统的闭式运动链机构所组成的机械化和自动化系统在使用中存在着实质
性区别。由连杆、凸轮、齿轮等闭式运动链机构所组成的一般自动机，通常用于多次完成相
同的、重复的固定作业。这些作业可以是多种多样的，可以是简单的、复杂的、断续的或连
续的。当要求机器在工作时间内多次以不变形式重复相同作业时，采用这类自动机无论在性
能上还是在经济上都是合适的。与上述传统的自动机不同，由开式运动链机构及并联机构所
组成的机器人和机械手，可在任意位置、任意方向和任意环境下独立地、协同地进行工作，
组成一种柔性的、灵活的、万能的、具有多目的多用途的自动化系统。

机器人可用于完成各种不同的作业，也可以按程序迅速地调整它能实现的所有其他作
业，其对环境具有自适应的能力，当需要更换作业时可自行进行调整。

机器人由于他的灵活性和柔性，在柔性制造系统中起着不可替代的作用。含开式运动链
的串联式机器人及并联式机器人与传统的闭式运动链机构组成的自动机的区别在于其更大的
柔性、灵活性和多用途。其智能化功能表现在人们可以通过传感器及相应的控制软件进行调
整，来适应各种变化或临时确定的一些作业。机器人的这一特性，被人们称为柔性自动化。
把传统的连杆、齿轮、凸轮等机构组成的自动机称为固定自动化。

现代工业生产中需要面对的是竞争十分激烈的市场经济，多数产品的商业寿命正在日益
缩短。人们需求的品种正在日益增多。原来传统制造业中的机床，特别是原来由传统机床组
成的固定工艺路线模式的流水线已很难适应市场经济的需要。市场经济促使了产品生产必需
从传统的单一品种、大批量生产逐步向多品种、小批量柔性生产发展，这就提出了由各种加
工设备、机器人、物料传送装置和自动化仓储系统所组成的柔性制造系统。机器人在柔性制
造系统中得到了广泛的应用。除此之外，机器人还在单机自动化、生产装配线、焊接、喷
漆、货物装卸、搬运、核工业、海底作业、深水资源开发、太空航行、卫星空间回收、外层
空间活动、采矿、排险救灾、有害有毒场合代替人工操作，为避免人工介入造成污染的微电
子工业、制药工业、食品工业等领域也都应用着各种机器人与机械手。机器人还将在医疗、
康复、护理、公务、家务劳动等方面发挥重要作用。

由于近年来科学技术的发展，机器人及柔性制造技术已逐渐被人们所认识，它将作为机
械工程、机械制造业中一种先进技术被广大工程技术人员所接受。

机器人及柔性制造系统技术是一门跨学科的综合性技术，涉及机械、电子、计算机、控
制、传感器、信息等多种学科及数学、力学、物理学等基础学科多种知识领域。本教材将从
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机器人数学基础、单开链、串链式机器人、并联式机器人、工业机器人常用零部件、工业机
器人驱动及各类传感器、控制与信息处理、柔性制造技术及系统、柔性制造中的加工系统、
物料系统、信息流系统、质量控制系统、工业机器人在柔性制造系统中的应用等方面加以
介绍。

机器人的动力源有气动、液压、步进电动机、伺服电动机，它们各有自己的优缺点，针
对工业中不同应用对象，可选用适合各自优点 （特点）的动力源，配以相应的机构、传感器
及控制方法，可得到不同形式、不同功能的机器人。

第二节　工业机器人分类及性能简介

随着机器人机构学的发展工业机器人的种类越来越广泛，从机器人机构学大范围来分，
可分为串联式机器人、并联式机器人以及串联并联混合式的混联机器人三大类。

传统的工业机器人一般是由机座、腰部 （或肩部）、大臂、小臂、腕部和手部以串联方
式连接而成的开式链机器人机构，也称为串联式机器人。该类机器人的形式很多。大体上可
分为：直角坐标型、圆柱坐标型、球坐标型及全铰链的多关节型等。这类机器人各自的性能
特点将在本教材后续章节中提到。作为整体来考虑这些都属于串联型机器人。相对于并联机
器人而言，其性能特点是：工作空间大、手腕关节灵活、各关节驱动解耦性好。例如，１９８１
年日本牧野提出的ＳＣＡＲＡ平面关节型机器人，其手臂只作平面运动，可适用于只进行平面
范围内的工作，该机器人结构简单，刚度、精度好，控制容易，响应快，成本低，应用在电
子行业中用作装配接插件工作，得到迅速发展。另有一类冗余度串联型机器人具有更大灵活
性，且有避障功能，减少了奇异位置的可能性。此外，近年来研究人员对机器人各杆件及运
动副等零部件作特殊研究，改进了机器人各关键部件的结构，这些研究对机器人的性能提高
及推广应用也都具有十分重要的意义。

但这类机器人亦有明显不足，如各关节为悬臂结构，刚度较低，在相同自重或体积下与
并联机器人相比，承载能力低，末端杆误差是各个关节误差的积累和放大，误差大、精度
低。驱动电动机及传动系统大都放在运动的大小臂上，增加了系统惯性、动力性能差。位置
求解正解容易，反解难。因机器人在线时主要是计算反解问题，而串联机器人恰恰是反解较
困难，这也给串联机器人的推广应用提出了研究课题。

与串联机器人不同的另一类机器人属并联式机器人。它是由单开链用并联形式连接于两
个动、静平台之间的一类并联机构所组成。目前已知这类并联机器人的种类繁多。并联机器
人机构最初是在１９６５年由Ｓｔｅｗａｒｔ提出，原是作为飞行模拟器用来训练飞行员的，后于

１９７８年经澳大利亚著名机构学教授 Ｈｕｎｔ提出，应用６自由度的Ｓｔｅｗａｒｔ平台机构作为机器
人机构，以后国内外不少专家教授对并联机器人机构作了大量工作，燕山大学黄真教授是国
内较早引入并进行深入研究并联机构的教授之一。东南大学杨廷力教授几十年来作了大量的
研究，取得了杰出成果。他以输出运动矩阵来进行分类研究。按照他的理论每种输出运动矩
阵均发现了大量新的并联机构，使并联机器人机构的种类得到了完善。并联机器人机构有其
独特的优点：机器人机构末端动平台作为输出构件由并联支路杆件支承，与串联机器人悬臂
结构相比，刚性好，结构稳定；承载能力大；误差小、精度高；电动机可置于固定平台，减
少了运动构件质量及系统惯性、改善了系统动力性能；机构位置求解与串联机器人机构相
反，并联机构位置求解反解容易正解难，这给机器人在线实时计算、位置反解计算带来了

２
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方便。
并联机器人机构的缺点是工作空间相对较小，机构末端输出构件动平台的灵活性不如串

联机器人机构末端输出构件机器人手部灵活。
以上分析可见：串联机器人机构与并联机器人机构各有优缺点，且是 “互补”关系，应

视具体情况，取长补短，选择最佳方案。
混联机器人机构是将上述两种机器人机构按一定方法组合在一起形成的一种机器人机

构，其可将两者的优点充分发挥，弥补各自的缺点。

思 考 题

１ 机器人技术与传统的闭式运动链机构在使用中存在着什么区别？

２ 机器人及柔性制造系统技术涉及到哪些学科？

３ 工业机器人从机器人机构学大范围可分为几类？他们各具有什么特点？

３
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第二章　机器人机构数学基础

机器人机构属于空间多自由度机构，由于空间串联、并联机器人机构的复杂性，对其进
行研究涉及一些有关的专用的数学问题。本章扼要介绍有关机器人研究的数学基础知识，便
于对机器人机构的位置、速度、加速度进行运动分析。

本章将重点介绍其中分析方法中的坐标投影、坐标变换及影响系数矩阵。

第一节　坐 标 投 影

坐标投影 （又称矢量投影）是用解析法研究平面机构或空间机构的最基本手段之一。该
方法比较简捷、明了，几何关系清晰，容易被工程技术人员所掌握。坐标投影的基本思想是

图２１　平面二连杆关节型机器人

对研究机构选定坐标系，然后将研究对象用矢量表
示并向坐标系投影，建立坐标方程，再进行解方程
分析。其中位置问题多为非线性方程，而速度加速
度问题多为线性方程。

例２１　图２１所示为平面二连杆关节型机器人
（ＯＡＢ）。若在此基础上再加一个绕Ｙ 轴的转动，则
可得一般三维空间关节型机器人。若欲用坐标投影
法对该机构进行运动学正解分析，必须先对该机器
人机构建立坐标系，先选取Ｏ 为坐标原点，建立

ＸＯＹ右手直角坐标系，作为固定坐标系。
在机器人运动学正解问题中，通常已知条件如

图２１所示，已知各类关节的位置坐标ｌ１、θ１、ｌ２、θ２，关节速度θ
·
１、θ

·
２及关节加速度θ

··
１、

θ
··
２，需求解机器人臂末端目标点Ｂ的位置、速度、加速度。

在分析运动学正解问题时，假设ＳＡ 、ＳＢ 分别表示各关节中心到相应连杆末端Ａ 点与Ｂ
点的矢量，用ＳＡ、ＳＢ分别表示从固定直角坐标系坐标原点到连杆末端Ａ 点与Ｂ 点的位置矢
量，由图可知有

ＳＡ＝ＳＡ
ＳＢ＝ＳＡ ＋ＳＢ （２１）

将上述矢量向Ｘ方向及Ｙ 方向投影可得：
（ＳＡ）Ｘ＝ｌ１ｃｏｓθ１；（ＳＡ）Ｙ＝ｌ１ｓｉｎθ１

（ＳＢ ）Ｘ＝ｌ１ｃｏｓ（θ１＋θ２）；（ＳＢ ）Ｙ＝ｌ１ｓｉｎ（θ１＋θ２）
由图可知，机器人臂末端Ｂ点的位置，可用矢量ＳＢ（式２１）或Ｂ点向固定直角坐标的

投影ｘＢ、ｙＢ表示，即

ｘＢ＝ｌ１ｃｏｓθ１＋ｌ２ｃｏｓ（θ１＋θ２） （２２）

４



ｙＢ＝ｌ１ｓｉｎθ１＋ｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２） （２３）
固连在臂末端的末端执行器的姿态角φ可用连杆２在固定直角坐标系中的方位角来表

示，即：

φ＝θ１＋θ２ （２４）
将式（２２）及式（２３）对时间求导一次、二次可分别得机器人末端Ｂ 点的速度及加

速度。

第二节　坐 标 变 换

在机构位置分析时除了用坐标投影方法外，还可用坐标变换的方法进行分析，基本思想
是分别以每个运动副为坐标原点，给机构中每个运动副建立一动坐标系，然后向固定坐标系
变换后即可求得机器人臂末端目标点的位置，有了位置坐标方程，再对时间求导即可得速
度、加速度方程。为此需对坐标变换的数学关系作一简单介绍。

　　一、共原点坐标系的坐标变换

如图２２所示，设２个共原点的正交右手坐标系：Ｉ系与Ｅ 系。

图２２　２个共原点正交

右手坐标系

Ｉ系的坐标为：ｉ１、ｉ２、ｉ３，Ｅ 系的坐标为：ｅ１、ｅ２、ｅ３。
设该坐标系中有向量ｒ为三维空间中任一点的径矢。该径矢
在Ｉ坐标系中的列表示为ｒＩ。

ｒＩ＝［ｘ１ｘ２ｘ３］Ｔ

径矢ｒ为本矢，它与该本矢在Ｉ系中的列表示ｒＩ之间有如下关
系

ｒ＝ｘ１ｉ１＋ｘ２ｉ２＋ｘ３ｉ３＝［ｉ１ｉ２ｉ３］
ｘ１
ｘ２
ｘ

熿

燀

燄

燅３

＝ＩｒＩ

Ｉ＝［ｉ１ｉ２ｉ３］，ｒＩ＝［ｘ１ｘ２ｘ３］Ｔ

同理本矢ｒ与它在Ｅ 系中的列表示ｒＥ之间有关系：

ｒ＝ｙ１ｅ１＋ｙ２ｅ２＋ｙ３ｅ＝［ｅ１ｅ２ｅ３］
ｙ１
ｙ２
ｙ

熿

燀

燄

燅３

＝ＥｒＥ

Ｅ＝［ｅ１ｅ２ｅ３］，ｒＥ＝［ｙ１ｙ２ｙ３］Ｔ

所以，本矢 ｒ＝ＩｒＩ＝ＥｒＥ （２５）
设已知本矢ｒ在Ｅ 系中列表示ｒＥ，即可求在Ｉ系中列表示ｒＩ。
由式（２５）可得：

ｒＩ＝Ｉ－１ＥｒＥ （２６）
因Ｉ坐标系为正交坐标系，故在Ｉ坐标系中的列表示也必正交。所以有：

ｒＩ＝Ｉ－１ＥｒＥ＝ＩＴＥｒＥ＝ＧＩＥｒＥ （２７）
令 ＧＩＥ＝ＩＴＥ （２８）

ＩＧＩＥ＝Ｅ （２９）
称ＧＩＥ为坐标变换矩阵，由式（２７）可见，某径矢ｒ，若已知在Ｅ系中列表示ｒＥ，求在

５
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Ｉ系中列表示ｒＩ，只需将ｒＥ左乘坐标变换矩阵ＧＩＥ即可求得ｒＩ。请注意ＧＩＥ下标表示Ｅ 为老
坐标系，Ｉ为新坐标系。反之ＧＥＩ则表示Ｉ为老坐标系，Ｅ为新坐标系。

由式（２８）可知

ＧＩＥ＝ＩＴＥ＝

ｉＴ１

ｉＴ２

ｉＴ

熿

燀

燄

燅３

［ｅ１ｅ２ｅ３］＝

ｉＴ１ｅ１ ｉＴ１ｅ２ ｉＴ１ｅ３

ｉＴ２ｅ１ ｉＴ２ｅ２ ｉＴ２ｅ３

ｉＴ３ｅ１ ｉＴ２ｅ２ ｉＴ３ｅ

熿

燀

燄

燅３

（２１０）

式（２１０）为坐标变换矩阵的展开式，由式可知该变换矩阵的第一列为Ｅ系 （老坐标系）
坐标轴的第一分量ｅ１在Ｉ系 （新坐标系）中的列表示；第二列为Ｅ系坐标轴的第二分量ｅ２
在Ｉ系中的列表示；第三列为Ｅ系坐标轴的第三分量ｅ３在Ｉ系中的列表示。按上述思想很
容易将该坐标变换矩阵中每项元素一一列出来。由于 ＧＩＥ 为正交方阵，故必有关系

Ｇ－１ＩＥＧＩＥ＝Ｉ（单位矩阵），即Ｇ－１ＩＥ ＝ＧＴＩＥ，ＧＩＥ的行列式：

ｄｅｔＧＩＥ＝ｅ１×ｅ２·ｅ３＝＋１
即三个坐标向量的混合积右手系为＋１，故称坐标变换矩阵ＧＩＥ为正矩阵，或称Ｇｉｖｅｎｓ

正矩阵。
由式（２１０）可推知：

ＧＥＩ＝ＧＴＩＥ＝Ｇ－１ＩＥ （２１１）
从坐标变换看：坐标变换必有逆，而且ＧＩＥ与ＧＩＥ是互逆矩阵，式（２１１）正表示了这一

关系。
对若干个共原点坐标系的依次连续坐标变换矩阵为依次将各坐标变换矩阵左乘，即有

关系

ＧＫ１＝ＧＫＫ－１…Ｇ３２Ｇ２１ （２１２）

　　二、两不共原点坐标系的坐标变换

上述讲述了两共原点坐标系之间的坐标变换矩阵，可由Ｇｉｖｅｎｓ正矩阵进行变换。对于

图２３　两个不共原点的右手正交标系

不共原点的两坐标系之间的坐标变换矩阵是由ｄｅ
ｎａｖｉｔｈａｒｔｅｎｂｅｒｇ提出来，称为 ＤＨ 矩阵，记为

ＤＩＥ或ＤＥＩ。ＤＩＥ的下标字母表示Ｅ 为老坐标系，Ｉ
为新坐标系。反之ＤＥＩ表示Ｉ为老坐标系，Ｅ为新
坐标系。如图２３所示设有两个不共原点的右手正
交坐标系，Ｉ系的坐标为ＯＩ－ｉ１、ｉ２、ｉ３，Ｅ 系的
坐标为ＯＥ－ｅ１、ｅ２、ｅ３，若三维空间中有任一点

Ａ，对两坐标系的径矢，分别为ＯＩＡ、ＯＥＡ。
设老坐标系为Ｉ系，新坐标系为Ｅ 系，现欲

使不共原点的两坐标系，由老坐标系Ｉ系向新生坐

标系Ｅ 系变换。老坐标系的坐标原点ＯＩ在新坐标系Ｅ 系中的径矢为ＯＥＯＩ，即为ρＯＩ矢量。

ＯＩＡ、ＯＥＡ、ＯＥＯＩ都是本矢，这三者由图可知，有不变式：

ＯＥＡ＝ＯＩＡ＋ＯＥＯＩ （２１３）

上式在Ｅ系中的列表示为：

ｒＥ＝（ＯＩＡ）Ｅ＋ρＯＩ （２１４）

６
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上式中 （ＯＩＡ）Ｅ表示本矢ＯＩＡ，已知的是在Ｉ系中的列表示ｒＩ，现式中必须把ｒＩ变换到
Ｅ 系中去，即要求得ｒＩ在Ｅ 系中的列表示，由于本矢ＯＩＡ 对Ｅ 系为自由矢，这是因为它的
起点不是Ｅ系的原点ＯＥ，故坐标变换矩阵仍可用前述的共原点坐标变换矩阵、Ｇｉｖｅｎｓ正矩
阵，因此有关系：

（ＯＩＡ）Ｅ＝ＧＥＩｒＩ （２１５）
由此可得不共原点两右手正交坐标系间的坐标变换式。

ｒＥ＝ＧＥＩｒＩ＋ρＯＩ （２１６）
上式由于有ρＯＩ项，实际使用时不方便，尤其是在坐标系间作连续坐标变换，故需将上

式作进一步整理，把ρＯＩ项也纳入到坐标变换矩阵中去，这样即可得到两不共原点坐标之间
的变换矩阵，即ＤＨ 矩阵。

在对式（２１６）整理时，需用到齐次坐标概念。现将齐次坐标含义作简略介绍。
通常平面上一点Ｘ，若用笛卡儿 （Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ）坐标可表示为：

Ｘ＝（ｘ１ｘ２）Ｔ

这时用它来表示直线或二次曲线方程总是非齐次的，如直线方程为

ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３＝０
二次曲线方程：

ａ１１ｘ２１＋２ａ１２ｘ１ｘ２＋ａ２２ｘ２２＋２ａ１３ｘ１＋２ａ２３ｘ２＋ａ３３＝０
现引入齐次坐标，它总比笛卡儿坐标多一个实数。
如在二维平面中一个点要用３个实数 （ｘ１、ｘ２、ｘ３），而三维空间中一个点用４个实数

（ｘ１、ｘ２、ｘ３、ｘ４），并规定对二维平面两种坐标有关系

ｘα＝
ｘα
ｘ３　α＝

（１，２，３）

上式中ｘα为笛卡儿坐标，ｘα为齐次坐标，这时直线方程可写为

ａ１
ｘ１
ｘ３＋ａ２

ｘ２
ｘ３＋ａ３

ｘ３
ｘ３＝０

即 ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２＋ａ３ｘ３＝０
如记 Ｘ＝［ｘ１ｘ２ｘ３］Ｔ　ａ＝［ａ１ａ２ａ３］Ｔ

则用齐次坐标表示的直线方程也可用矩阵表示为：

ａＴ（Ｘ）＝０
用齐次坐标表示的二次曲线方程为

ａ１１ｘ２１＋２ａ１２ｘ１ｘ２＋ａ２２ｘ２２＋２ａ１３ｘ１ｘ３＋２ａ２３ｘ２ｘ３＋ａ３３ｘ２３＝０
用矩阵表示，可得二次型：

ＸＴＡＸ＝０

Ａ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ１２ ａ２２ ａ２３
ａ１３ ａ２３ ａ

熿

燀

燄

燅３３
由于用齐次坐标表示的方程总是齐次的，故这种坐标称为齐次坐标。笛卡儿坐标与齐次

坐标在使用时各有优缺点，由于人们习惯于用笛卡儿坐标，因此对平面问题常选用ｘ３＝１，
空间问题选ｘ４＝１，用这种特殊的齐次坐标，以便于两者的统一。对空间问题，有ｘ１＝ｘ１，

ｘ２＝ｘ２，ｘ３＝ｘ３，ｘ４＝１，即这时的齐次坐标由ｘ１、ｘ２、ｘ３、１四个实数组成，点的径矢列
表示可写为：

７
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ｒ＝［ｘ１ｘ２ｘ３ １］Ｔ

这时齐次坐标的核心部分与笛卡儿坐标完全相同，只是在最后形式地多加一个数１。有
时不严格区分这两种坐标，一律用记号ｒ表示，即

ｒ＝［ｘ１ｘ２ｘ３］Ｔ或ｒ＝［ｘ１ｘ２ｘ３１］Ｔ

值得注意的是取ｘ４＝１在机构运动分析中通常总是可行的。但在其他场合有可能这种简
化办法行不通。上述这种齐次坐标处理办法，已在机构学的不共原点坐标变换ＤＨ 矩阵表
达式中被广泛采用。

由前式（２１６）知，不共原点两右手正交坐标系间的坐标变换式有如下关系：

ｒＥ＝ＧＥＩｒＩ＋ρＯＩ
上式若两边所有矢量的列表示，都用齐次坐标表示，可写为：

ｒＥ［ ］１ ＝

０
ＧＥＩ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０

ｒＩ［ ］１ ＋
ρＯＩ［ ］１ ＝

ＧＥＩ ρＯＩ［ ］０ ０ ０ １

ｒＩ［ ］１ ＝ＤＥＩ
ｒＩ［ ］１

上式即可写为 ｒＥ＝ＤＥＩｒＩ （２１７）

式中 ＤＥＩ＝
ＧＥＩ ρＯＩ［ ］０ ０ ０ １

（２１８）

图２４　坐标变换法运动分析

上式ＤＥＩ即为ＤＨ 矩阵，由式（２１６）
可见它为不共原点两右手坐标系间的坐标
变换矩阵。

例２２　为说明应用方法并便于进行比
较，现仍以图２１所示平面二连杆关节型机
器人ＯＡＢ为例，用坐标变换法对其进行运
动学位置分析。

如图２４所示，用坐标变换法进行运动
学正解分析时，首先要以各种转动副为坐

标原点，建立动坐标系，通常设沿连杆方向为ｘ坐标，用右手系确定ｙ坐标。依次可得动
坐标系：Ｏｘ１ｙ１及Ａｘ２ｙ２取固定坐标系Ｏｘ０ ｙ０。已知各杆长ｌ１、ｌ２及关节转角θ１、θ２，
求机器人输出杆末端Ｂ点在固定坐标系中的位置ｘＢ、ｙＢ。

上述问题按坐标变换的思想其实质即为Ｂ点的径矢在动坐标系Ａｘ２ｙ２中矢量ｐＢ 的列
表示，转换到固定坐标系Ｏｘ０ｙ０中的坐标变换问题，即

（ＰＢ）Ｏ＝
ｘＢ
ｙＢ
熿

燀

燄

燅１
＝Ｇ０１Ｄ１２（ＰＢ ）２

＝
ｃθ１ －ｓθ１ ０
ｓθ１ ｃθ１ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

ｃθ２ －ｓθ２ ｌ１
ｓθ２ ｃθ２ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

ｌ２熿

燀

燄

燅
０
１

＝
ｌ２ｃθ２ｃθ１－ｌ２ｓθ２ｓθ１＋ｌ１ｃθ１
ｌ２ｃθ２ｓθ１＋ｌ２ｓθ２ｃθ１＋ｌ１ｓθ１
熿

燀

燄

燅１
＝
ｌ２ｃｏｓ（θ１＋θ２）＋ｌ１ｃｏｓθ１
ｌ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）＋ｌ１ｓｉｎθ１
熿

燀

燄

燅１

（２１９）
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式（２１９）与式（２２）、式（２３）完全相同。上式中ｃ为ｃｏｓ简写，ｓ为ｓｉｎ简写。Ｂ点的
速度、加速度可通过式（２１９）对时间求一阶、二阶导数得到。

值得注意：坐标变换矩阵与矢量旋转矩阵两者为互逆关系，其物理意义相当于将整个系
统反转，故在机器人的运动分析中也可用矢量旋转矩阵来进行分析。对于平面机构而言，单
位复数ｅｉθ乘任一复数，其作用相当于将该复数所表示的矢量，绕垂直于复数所在Ｇａｕｓｓ平
面的轴按右手规则转θ角。所以单位复数在平面机构运动学分析中有重要用途，它相当于一
个绕第三轴转动的旋转算子。

第三节　影响系数矩阵

机器人机构的运动学研究除了上述的坐标投影法、坐标变换法外，常用的还有影响系数
法。机构的运动学研究，主要是求解位置、速度、加速度，常规的过程通常是运用各种方
法，建立起机构的位置方程。然后再用此方程对时间求一阶、二阶导数得到机构求解点的速
度和加速度。但此法是建立在对位置求解的基础上，若对位置求解困难，这时再对他求一
阶、二阶导数就更难。为此许多学者不断在寻求新的解题方法，其中影响系数法可弥补上述
的困难。

机构运动学求解的影响系数概念在机构学中较早就有，诸如类速度、雅可比矩阵、一阶
偏导数矩阵、关节坐标与笛卡儿坐标之间的转换矩阵等都是一阶影响系数的不同提法。值得
一提的是Ｔｅｓａｒ的工作拓宽了影响系数在机构学中的应用。影响系数对多自由度机构、串联
式机械手及并联式机器人机构学的研究有重要意义。影响系数由于高度抽象性，能深刻反映
出机构的本质特性。影响系数法本身与机构的速度、加速度等运动参数无关，只与机构的运
动学尺寸、机构类型及机构的位置有关，即与机构的位形有关，它表示机构的瞬时特性。它
的表达式只含矢量或矢量的叉积运算，使其计算简便，由于它深刻反映了机构的本质特性，
故可用他来分析串联式或并联式机器人机构的运动、特殊位形、受力及误差等。因此在机构

图２５　８杆件平面３自由度机构

１～７—构件

分析中具有广泛的应用前景。
为说清楚运动影响系数的概念，下面用

平面机构为例加以说明。
如图２５所示，８杆机构为一平面３自由

度机构。若原动件的运动副都是单自由度运
动副，如为转动副或移动副时，则当给定了３
个输入量φ１、φ２、φ３时，机构所有构件的运
动就确定了。当机构原动件的运动副为转动
副时输入量φｉ＝θｉ；当原动件的运动副为移动
副时输入量φｉ＝ｓｉ，图２５中，φ１＝θ１，φ２＝θ２，φ３＝ｓ３。

广义而言，对自由度为Ｋ 的机构，在Ｋ 个输入给定后，机构的所有构件的位置就确
定了。

构件的位置可用其上的一个点的坐标及一条参考线的角位置来表示，即有关系：

ｉ＝ｆ１（φ１，φ２…φｋ）

Ｘｉ＝ｆ２（φ１，φ２…φｋ）

Ｙｉ＝ｆ３（φ１，φ２…φｋ

烍

烌

烎）

（２２０）

９
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式中，ｉ、Ｘｉ、Ｙｉ表示为确定第ｉ个构件的位置，所选用的参考线的角位置φ及参考点
的Ｘ、Ｙ 坐标。在机构的运动中，原动件的输入运动参数φ１，φ２…φｋ是随时间变化的，它
们对时间的导数可分别表示为：

φ
·
ｉ＝∑

ｋ

ｎ＝１

ｆ１
ｔ ＝∑

ｋ

ｎ＝１

ｆ１
φｎ
φｎ
ｔ ＝∑

ｋ

ｎ＝１

ｆ１
φｎ
φ
·
ｎ

同理有 Ｘ
·
ｉ＝∑

ｋ

ｎ＝１

ｆ２
ｎ
φ
·
ｎ （２２１）

Ｙ
·
ｉ＝∑

ｋ

ｎ＝１

ｆ３
ｎ
φ
·
ｎ

若以Ｕ＝ ｉＸｉＹ［ ］ｉ Ｔ表示机构上某杆的位置坐标，则式（２２０）、式（２２１）可统一写为：

Ｕ＝ｆ（φ１，φ２…φｋ） （２２２）

Ｕ
·
＝∑

ｋ

ｎ＝１

Ｕ
ｎ
φ
·
ｎ （２２３）

由机构学可知，无论是平面机构还是空间机构，其位置方程式（２２０）、式（２２２）为非

线性方程。而速度方程式（２２１）、式（２２３）为线性方程。偏导数Ｕφ１
，Ｕ
φ２
，Ｕ
φ３
，Ｕ
φｋ
仅与机

构转动副位置决定的杆长及移动副移动方向的位置即构件运动学尺寸及原动件的广义角位置
（φ１，φ２…φｋ）参数有关，而与原动件的广义运动角速度ω、速度ｖ、角加速度ε、加速度ａ

无关。这些与运动分离的一阶偏导数Ｕ
φｎ
确定的矩阵，定义为一阶运动影响系数，简称为一

阶影响系数。若以矩阵形式表示式（２２３）可写为：

Ｕ
·
＝［Ｇ］φ

·
　Ｕ
·
＝［φ

·
ｉ Ｘ
·
ｉｑ
·
ｉ］Ｔ

一阶影响系数有

［Ｇ］＝ Ｕ
φ１
Ｕ
φ２
…Ｕ
φ［ ］

Ｋ
＝

ｆ１
φ１

ｆ１
φ２

… ｆ１
φＫ

ｆ２
φ１

ｆ２
φ２

… ｆ２
φＫ

ｆ３
φ１

ｆ３
φ２

… ｆ３
φ

熿

燀

燄

燅Ｋ

（２２４）

φ
·
＝［φ

·
１φ
·
２…φ

·
Ｋ］Ｔ （２２５）

若欲求机构中任一构件的角加速度εｉ及构件上选定点的线加速度ａｘ及ａｙ，可将式
（２２１）或式（２２３）对时间再求导：

Ｕ
··
＝∑

ｋ

ｐ＝１
∑
ｋ

ｑ＝１

２Ｕ
φｐφｑ

　φ
·
ｐφ
·
ｑ＋∑

ｋ

ｎ＝１

Ｕ
ｎφ

··
ｎ （２２６）

这里由二阶偏导数 ２Ｕ
ｐｑ

确定的矩阵定义为二阶运动影响系数，简称为二阶影响系

数。令

Ｕ
··
＝［φ

··
Ｘ
··
ｉ Ｙ
··
ｉ］Ｔ

式（２２６）也可用矩阵表示为：

Ｕ
··
＝φ
·Ｔ［Ｈ］φ

·＋［Ｇ］φ
·· （２２７）
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式中 φ
··＝［φ

·
１φ
··
２φ
··
３］Ｔ

［Ｈ］＝

２Ｕ
１１

２Ｕ
１２

… ２Ｕ
１Ｋ

２Ｕ
２１

２Ｕ
２２

… ２Ｕ
２Ｋ

   

２Ｕ
Ｋ１

２Ｕ
Ｋ２

… ２Ｕ
Ｋ

熿

燀

燄

燅Ｋ

（２２８）

［Ｈ］称为二阶影响系数，该矩阵中每一个元素都为一列阵：

Ｈｉｊ＝ ２Ｕ
ｉｊ

＝ ２Ｕ１
ｉｊ

２Ｕ２
ｉｊ

２Ｕ３
ｉ［ ］

ｊ

Ｔ
（２２９）

由以上分析可知，影响系数表现为求一阶、二阶偏导数。由于矢量的叉积在一定条件下
可以表示为矢量的偏导，所以影响系数可表示为矢量及矢量叉积运算。

例２３　有一单自由度的平面曲柄滑块机构，如图２６所示，其偏置ｅ＝０，曲柄为ｒ，连
杆为ｌ，要求导出滑块的一阶、二阶影响系数和速度、加速度。

图２６　单自由度平面曲柄滑块机构

１—曲柄；２—连杆；３—滑块；４—机架

欲直接求得滑块Ｃ的位移ｘｃ与曲柄转角θ１的函数关系，可设想将连杆２打开，这样可
写出曲柄上Ｂ点及滑块上Ｃ点的坐标为：

ｘＢ＝ｒｃｏｓθ１；ｙＢ＝ｒｓｉｎθ１；ｘＣ＝ｘＣ，ｙＣ＝０ （２３０）
当连杆运动时，连杆２长度不变，为此可写出杆长为定长的约束：

（ｘＢ－ｘＣ）２＋（ｙＢ－ｙＣ）２＝ｌ２ （２３１）

将式（２３０）代入式（２３１）并简化，可得：

ｘ２Ｃ－（２ｒｃｏｓθ１）ｘＣ＋（ｒ２－ｌ２）＝０ （２３２）

上式为非线性方程，解上式并去除不合理根可得：

ｘＣ＝ｒｃｏｓθ１＋ ｌ２－ｒ２ｓｉｎ２θ槡 １

＝ｒｃｏｓθ１＋ｌ １－ ｒｓｉｎθ１（ ）ｌ槡
２

（２３３）

当ｒ
ｌ≤

１
３
时上式可用近似公式计算

ｘＣ＝ｒｃｏｓθ１＋ｌ－ｒ
２

２ｌｓｉｎ
２θ１ （２３４）
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　　由图２６可知，ｓ＝ｒ＋ｌ－ｘＣ，ｓ表示滑块相对于滑块外极端位置的位移，由此可得：

ｓ＝ｒ１－ｃｏｓθ１＋ｒ２ｌｓｉｎ
２θ（ ）１ （２３５）

上式对时间求一阶、二阶导数可得：

Ｓ
·
＝ｖｃ＝ｒｓｉｎθ１＋ｒ２ｌｓｉｎ２θ（ ）１ θ·１ （２３６）

Ｓ
··
＝ａｃ＝ｒｃｏｓθ１＋ｒｌｃｏｓ２θ（ ）１ θ·１θ·１＋ｒｓｉｎθ１＋ｒ２ｌｓｉｎ２θ（ ）１ θ··１ （２３７）

由此可知该机构的影响系数：

一阶影响系数 Ｇ＝ｒｓｉｎθ１＋ｒ２ｌｓｉｎ２θ（ ）１ （２３８）

二阶影响系数 Ｈ＝ｒｃｏｓθ１＋ｒｌｃｏｓ２θ（ ）１ （２３９）

图２７　正弦机构

１—摇杆；２—滑块；３—导轨

式（２３６）、式（２３７）可写为：

Ｓ
·
＝Ｇθ

·
１

Ｓ
··
＝Ｈθ

·
１θ
·
１＋Ｇθ

··
１

由此可知，对单自由度机构 （Ｋ＝１），机构的输
入参数只需一个参数φ１＝θ１，其影响系数与机构的速
度、加速度关系为

图２８　２自由度机构

Ｕ
·
＝Ｇφ

·
１ （２４０）

Ｕ
··
＝Ｈφ

·
１φ
·
１＋Ｇφ

·
１ （２４１）

此处影响系数是通过位置方程求解，再由求导而
得到的。其中影响系数只与机构的运动学尺寸ｒ、ｌ
及原动件的角位置φ１有关，而与机构原动件的运动

参数θ
·
１、θ

··
１无关。

例２４　图２７所示为正弦机构，求滑块３的位移、速度、加速度。
可以从式（２３５）、式（２３６）、式（２３７）由ｌ→∞或直接由投影得：

ｓ＝ｒ（１－ｃｏｓθ１）

ｓ·＝ｖ＝ｒｓｉｎθ１θ
·
１

ｓ··＝ａ＝ｒｃｏｓθ１θ
·
１θ
·
１＋ｒｓｉｎθ１θ

··
１

即 Ｕ
·
＝Ｇφ

·
１

Ｕ
·
＝Ｈφ

·
１φ
·
１＋Ｇφ

·
１

该机构的一阶影响系数　　Ｇ＝ｒｓｉｎθ１ （２４２）
二阶影响系数　　　　Ｈ＝ｒｃｏｓθ１ （２４３）
对于多自由度机构，由于其原动件数多，这时机

构的影响系数也随之增多，该影响系数可表示为矩阵
形式。下面以２自由度５连杆机构为例加以说明。

例２５　图２８所示为２自由度机构，杆长分别为

ｌ１、ｌ２、ｌ３，响应各杆的位置角为θ１、θ２、θ３，Ｄ 点的
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