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总　序

国防科技工业是国家战略性产业，是国防现代化的重要工业和技术基础，也
是国民经济发展和科学技术现代化的重要推动力量。半个多世纪以来，在党中
央、国务院的正确领导和亲切关怀下，国防科技工业广大干部职工在知识的传承、
科技的攀登与时代的洗礼中，取得了举世瞩目的辉煌成就。研制、生产了大量武
器装备，满足了我军由单一陆军，发展成为包括空军、海军、第二炮兵和其他技术
兵种在内的合成军队的需要，特别是在尖端技术方面，成功地掌握了原子弹、氢
弹、洲际导弹、人造卫星和核潜艇技术，使我军拥有了一批克敌制胜的高技术武器
装备，使我国成为世界上少数几个独立掌握核技术和外层空间技术的国家之一。
国防科技工业沿着独立自主、自力更生的发展道路，建立了专业门类基本齐全，科
研、试验、生产手段基本配套的国防科技工业体系，奠定了进行国防现代化建设最
重要的物质基础；掌握了大量新技术、新工艺，研制了许多新设备、新材料，以“两
弹一星”、“神舟”号载人航天为代表的国防尖端技术，大大提高了国家的科技水平
和竞争力，使中国在世界高科技领域占有了一席之地。十一届三中全会以来，伴
随着改革开放的伟大实践，国防科技工业适时地实行战略转移，大量军工技术转
向民用，为发展国民经济作出了重要贡献。
国防科技工业是知识密集型产业，国防科技工业发展中的一切问题归根到底

都是人才问题。５０多年来，国防科技工业培养和造就了一支以“两弹一星”元勋为
代表的优秀的科技人才队伍，他们具有强烈的爱国主义思想和艰苦奋斗、无私奉
献的精神，勇挑重担，敢于攻关，为攀登国防科技高峰进行了创造性劳动，成为推
动我国科技进步的重要力量。面向新世纪的机遇与挑战，高等院校在培养国防科
技人才，生产和传播国防科技新知识、新思想，攻克国防基础科研和高技术研究难
题当中，具有不可替代的作用。国防科工委高度重视，积极探索，锐意改革，大力
推进国防科技教育特别是高等教育事业的发展。
高等院校国防特色专业教材及专著是国防科技人才培养当中重要的知识载

体和教学工具，但受种种客观因素的影响，现有的教材与专著整体上已落后于当
１需要全本请访问 www.ertongbook.com



今国防科技的发展水平，不适应国防现代化的形势要求，对国防科技高层次人才
的培养造成了相当不利的影响。为尽快改变这种状况，建立起质量上乘、品种齐
全、特点突出、适应当代国防科技发展的国防特色专业教材体系，国防科工委全额
资助编写、出版２００种国防特色专业重点教材和专著。为保证教材及专著的质
量，在广泛动员全国相关专业领域的专家学者竞投编著工作的基础上，以陈懋章、
王泽山、陈一坚院士为代表的１００多位专家、学者，对经各单位精选的近５５０种教
材和专著进行了严格的评审，评选出近２００种教材和学术专著，覆盖航空宇航科
学与技术、控制科学与工程、仪器科学与工程、信息与通信技术、电子科学与技术、
力学、材料科学与工程、机械工程、电气工程、兵器科学与技术、船舶与海洋工程、
动力机械及工程热物理、光学工程、化学工程与技术、核科学与技术等学科领域。
一批长期从事国防特色学科教学和科研工作的两院院士、资深专家和一线教师成
为编著者，他们分别来自清华大学、北京航空航天大学、北京理工大学、华北工学
院、沈阳航空工业学院、哈尔滨工业大学、哈尔滨工程大学、上海交通大学、南京航
空航天大学、南京理工大学、苏州大学、华东船舶工业学院、东华理工学院、电子科
技大学、西南交通大学、西北工业大学、西安交通大学等，具有较为广泛的代表性。
在全面振兴国防科技工业的伟大事业中，国防特色专业重点教材和专著的出版，
将为国防科技创新人才的培养起到积极的促进作用。
党的十六大提出，进入２１世纪，我国进入了全面建设小康社会、加快推进社

会主义现代化的新发展阶段。全面建设小康社会的宏伟目标，对国防科技工业发
展提出了新的更高的要求。推动经济与社会发展，提升国防实力，需要造就宏大
的人才队伍，而教育是奠基的柱石。全面振兴国防科技工业必须始终把发展作为
第一要务，落实科教兴国和人才强国战略，推动国防科技工业走新型工业化道路，
加快国防科技工业科技创新步伐。国防科技工业为有志青年展示才华，实现志
向，提供了缤纷的舞台，希望广大青年学子刻苦学习科学文化知识，树立正确的世
界观、人生观、价值观，努力担当起振兴国防科技工业、振兴中华的历史重任，创造
出无愧于祖国和人民的业绩。祖国的未来无限美好，国防科技工业的明天将再创
辉煌。

２



前　　言

火炮与自动武器动力学是火炮与自动武器专业方向的主干课程，是当前培养
合格的火炮与自动武器专业技术人才过程中不可缺少的重要环节之一。
目前已使用的火炮与自动武器动力学教材主要涉及经典火炮与自动武器动

力学方法，论述基于等效质量的自动机动力学理论及武器发射稳定性的静态分
析。近年来，随着动力学仿真商用软件平台的日趋完善及大量火炮与自动武器动
力学研究成果的出现，火炮与自动武器动力学已可以全面地预测与解决火炮与自
动武器研制中最关心的“系统动态特性”、“动态响应”和系统动态仿真问题。火炮
与自动武器动力学的理论基础、分析方法及软件工具已经发生了根本性变化，有
必要将这些新理论、方法与工具反映到火炮与自动武器动力学教材中，以提高火
炮与自动武器专业学生的水平。
本书首次以教科书形式论述了火炮与自动武器多体系统动力学模型及火炮

与自动武器动力学有限元模型，全面介绍了火炮与自动武器动力学的最新理论与
方法。将多体系统仿真软件及有限元分析软件的应用融入到教材的主要章节中，
使学生掌握运用火炮与自动武器动力学理论解决实际问题的能力。
全书共分为６章。第１章由徐诚编写，论述了火炮与自动武器发射过程，火

炮与自动武器发射动力学研究采用的主要研究手段与方法，研究的应用范围。第

２章由王永娟编写，论述了动力学分析基础理论，包括质点系统动力学基本方程及
应用、多刚体动力学基本理论及应用、多柔体动力学等内容。第３章由王亚平编
写，以火炮与自动武器多体系统为对象，论述了动力学模型建立中的基本原则、建
模方法、多体动力学仿真和武器系统的优化方法，介绍多体动力学仿真软件

Ａｄａｍｓ的功能、使用方法及在火炮与自动武器系统动力学中的应用实例。第４章
由姚养无编写，结合武器自动机工作过程中的特点，论述了经典自动机动力学理
论与方法，浮动自动机建模与求解方法，并给出了应用实例。第５章由胡志刚编
写，论述了有限元分析方法基本知识、一般过程与方法，火炮与自动武器发射动力
学有限元模型与方法。第６章由徐诚编写，论述了武器发射时的射击稳定性和射
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击精度，包括稳定性描述和判定、影响密集度因素分析、射击精度仿真方法等内
容。本书的编写，还要感谢王守国、钟元龙、郭岚、管晓荣、郑再象等同志的大力
协助。
由于编者的水平有限，书中错误与缺点在所难免，恳请读者批评指正。

编　者
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第１章　概　　述

１１　火炮与自动武器发射过程

火炮是指利用火药在管形内膛燃烧形成燃气压力来发射弹丸的一种射击武器。火炮的发
射过程如下：弹丸与火药被装入具有一定仰角的炮管内，经击发，火药燃烧，瞬时产生大量高
温、高压的燃气推动弹丸沿炮管运动，弹丸运动到炮口时获得巨大的动能而飞向目标；同时，火
药燃气也推动炮管向弹丸行进的反方向运动。发射过程所需要的时间很短，常以千分之几秒
计，但是，组成发射过程的各环节却是严格按次序进行的。炮弹被装入炮膛，弹丸的弹带与膛
线的起始紧贴，药筒底缘抵住炮管后端面，并被炮闩牢固地闭锁。发射的具体过程可以依次进
行：击针击发→引燃底火药→点火药燃烧并传火→发射药燃烧→膛内燃气压力逐渐升高→弹
丸的弹带嵌入膛线→燃气压力作功→弹丸运动至炮口处获得一定的速度→身管后坐→炮管在
复进机的作用下回复到发射前的位置→打开炮闩→抽出炮筒。
自动武器是指在一发弹射击之后能自动完成重新装填和发射下一发弹的全部动作的火炮

和枪械。自动武器是一种特殊的热力机械，它借助火药燃烧产生的高温、高压气体作功，推动
弹头及其他动力装置，完成一定功能。
根据发射的自动化程度，自动武器有全自动、半自动之分。能连续发射的为全自动武器，

只能单发发射的为半自动武器。
按自动方式来分，自动武器可分为３类：
（１）身管后坐式：利用发射时身管所获得的后坐运动能量进行工作的武器。
（２）导气式：利用身管侧孔导出的部分膛内火药燃气能量推动自动机原动件进行工作的

武器。
（３）枪机后坐式：利用枪机的后坐能量进行工作的武器。这种自动方式在火炮中已很少

采用，在枪械中应用较多。
这里以某导气式自动武器为例，介绍其自动机工作过程。发射时，扣动扳机，弹头发射，当

弹头通过身管上一侧孔后，部分高温高压火药气体从枪管侧孔排出，推动活塞、枪机框向后运
动。其分解动作如下：

（１）击发：扣压扳机，击锤转动打击击针，击针打击底火。
（２）开锁：枪机框后退少许后，带动枪机转动；
（３）后坐：枪机框带动枪机一起后退；
（４）退壳：枪机后退时，抽出膛内弹壳，并将弹壳抛出武器之外；

１



（５）复进：枪机框后退时，压缩复进簧，然后在簧力作用下枪机框向前运动；
（６）进弹：枪机在复进中推弹入膛；
（７）闭锁：枪机复进到位后，枪机框迫使枪机转动重新与枪管连接；
每发射一发枪弹，都要经过上述动作过程。上述七个动作称为自动武器的循环动作。
并非所有自动武器的自动工作程序都包括上述步骤。有的武器不需要开锁、闭锁，有的则

没有解脱击锤（或击针）动作；另外，自动武器分为内能源式和外能源式，所以并非所有武器的
全部工作步骤都由自动机主动件利用火药燃气能量来完成，外能源式自动武器由外部辅助能
源来完成。例如，有不少步兵轻武器用弹簧势能来输弹；而在某些航空用炮和舰载炮则用电机
作辅助能源驱动输弹机构，甚至重新击发也用外部电源来点火。
火炮与自动武器发射过程具有如下特点：
（１）受到高温、高压及强动载作用。火药在身管内燃烧时的爆燃温度一般可达３０００～

４０００Ｋ，膛内最大压力一般在２８０～８００ＭＰａ之间，内弹道时期和后效期时间延续只有几毫
秒至几十毫秒，高温、高压瞬变的膛内压力在作用于弹丸的同时，作用于膛底，使武器后坐、振
动与跳动。

（２）系统复杂、工作环境恶劣。现代火炮由身管、膛口装置、反后坐装置、高低机、方向机、
输弹机、平衡机及车体等部分组成，是一个复杂的机械系统，而且是在酷暑严寒、雷雨风沙等各
种环境和复杂地形条件下工作的，同时地面土壤等非线性边界条件及自身的间隙、大位移等非
线性因素也使火炮动力学问题非常复杂。自动武器系统除了包括后坐部分和座架等部件外，
还包括大位移运动的自动机，在工作时常常需要考虑人－枪－土壤边界所组成的系统，其动力
学问题也很复杂。

（３）多体接触、多构件撞击特性。火炮与自动武器的自动机工作过程，存在着多体接触和
多构件撞击等复杂现象。自动机主动件在工作中所受的力较复杂，有随时间变化的、带脉冲性
质的火药燃气压力和由零件间撞击产生的冲击力，有随零件位移变化的弹簧力，还有由这些力
产生的摩擦力等。自动机的所有机构都分别依序高速运动，完成其工作，各机构工作的时机和
行程各不同，机构在起动、停止或改变运动方向时，主要零件间要发生剧烈撞击，这是武器自动
机的显著特性。

１２　火炮与自动武器动力学的分析方法

火炮与自动武器动力学是一门理论性和工程性极强的应用学科。
传统的火炮与自动武器动力学分析采用经典力学方法，利用替换质量、传动比和传动效率

等概念来对机构进行动力学分析，这种方法可获得武器的一些宏观动力学特性。但存在如下
缺点：

（１）由于模型的大量简化，武器的许多重要特性无法得到较精确的定量分析，特别是武器
２



内部复杂机构之间的作用和人－机－环系统的相互作用无法精确描述；
（２）利用经典力学方法不能给出一个通用的动力学模型，结构类型不同或结构稍有改变

时，就必须重新建模；
（３）经典力学方程表述形式不易实现计算机自动建模，不易开发通用分析软件。
在计算机技术飞速发展的今天，科学研究的方法日趋先进，将有限元、多体系统动力学、机

械振动、模态理论、优化技术以及试验技术引入火炮与自动武器动力学领域，形成了火炮与自
动武器动力学分析的新方法。

１２１　多体系统动力学分析方法

已知武器系统各部件和构件的质量、几何构造、连接关系和作用在构件上的主动力，求系
统的运动诸元———位移、速度和加速度，从而获得武器系统的运动规律，以便研究武器系统和
武器的工作性能，如武器发射响应、射击频率、可靠性和密集度等。这就是多体系统动力学方
法在火炮与自动武器动力学方面的应用。
多体系统理论是２０世纪６０年代初发展起来的一种理论，是研究多体系统运动规律的科

学，是在经典力学基础上发展起来的与运动生物力学、航天器控制、机器人学、车辆设计、武器
设计、机械动力学等领域密切相关且起着重要作用的分支。
多体系统动力学包括多刚体系统动力学和多柔体系统动力学。
多刚体系统动力学是古典的刚体力学、分析力学与现在的电子计算机相结合的力学分支，

它的研究对象是由多个刚体组成的系统。目前，已经形成了比较系统的研究方法，其中工程中
常用的方法主要有：牛顿 欧拉法、拉格朗日方程法、图论（Ｒ Ｗ）方法、凯恩方法、变分方法。
牛顿 欧拉法为矢量力学方法。牛顿 欧拉法中要求对每个刚体列写动力学方程，由于铰

约束力的存在，使得动力学方程中含有大量的、不需要的未知变量，所以采用牛顿 欧拉方法，
必须制定出便于计算机识别的刚体联系情况和约束形式的程式化方法，并自动消除约束反力。
德国学者Ｓｃｈｉｅｈｌｅｎ在这方面做了大量工作，他将不独立的笛卡儿广义坐标变换成独立变量，
对完整约束系统用Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理消除约束反力，对非完整约束系统用Ｊｏｕｒｄａｉｎ原理消除
约束反力，最后得到与系统自由度数目相同的动力学方程。
拉格朗日方程法是分析力学的一种方法，是关于约束力学系统的动力学方程。它有两种

形式：一种是第一类拉格朗日方程，用直角坐标表示的带有不定乘子的微分方程，既适用于完
整系统，也适用于线性非完整系统；另一种是第二类拉格朗日方程，用广义坐标表示的微分方
程，只适用于完整系统。实际应用中，由于多刚体系统的复杂性，采用系统的独立拉格朗日坐
标十分困难，而采用不独立的笛卡儿广义坐标比较方便；对于具有多余坐标的完整或非完整约
束系统，通常采用带乘子的拉氏方程处理；以笛卡儿广义坐标为变量的动力学方程是与广义坐
标数目相同的带乘子的微分方程，这时还需要补充广义坐标的代数约束方程才能封闭。

３需要全本请访问 www.ertongbook.com



图论（Ｒ Ｗ）方法是由罗伯逊（Ｒｏｂｅｒｓｏｎ）和维登伯格（Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ）提出的。将图论法引
入多刚体系统动力学中，利用其中的一些基本概念和数学工具成功地描述了系统内各刚体之
间的联系状况。Ｒ Ｗ 方法以相邻刚体之间的相对位移作广义坐标，对复杂的树结构动力学
关系给出了统一的数学模式，得到了系统的非线性运动微分方程。对于非树系统，则利用铰切
割或刚体分割方法转变成树系统处理。
凯恩方法是建立一般多自由度离散系统动力学方程的一种方法。它提供了分析复杂机械

系统动力学性能的统一方法，其特点是以伪速度作为独立变量来描述系统的运动，所得结果是
一阶微分方程组，既适合于完整系统，也适用于非完整系统。然而凯恩方法并没有给出一个适
合于任意多刚体系统的普遍形式的动力学方程，广义速度的选择也需要一定的经验和技巧，但
这种方法不用计算动力学函数及其导数，只需进行矢量点积、叉积等计算，节省时间。
力学中的变分方法是通过将真实运动和其他在同样条件下运动学上许可的运动进行比

较，来揭示真实运动所具有的性质和规律。在经典力学中，变分方法只是对力学规律的概括，
而在计算技术飞速发展的今天，变分方法已成为可以不必建立动力学方程而借助于数值计算
直接寻求运动规律的有效方法。变分方法主要用于工业机器人动力学，有利于结合控制系统
的优化进行综合分析，对于变步态系统，可以避免其他方法每次需重建微分方程的缺点。
多柔体系统动力学是分析力学、连续介质力学、多刚体系统动力学、结构动力学学科发展

交叉的必然。多柔体系统研究的是物体的变形和整体刚性运动的耦合问题，区别于多刚体系
统动力学，它含有柔性部件，变形不可忽略，其逆运动是不确定的；与传统的结构力学也不同，
部件在自身变形运动同时，在空间中经历着大的刚性移动和转动。多柔体动力学系统是一个
时变、高度耦合、高度非线性的复杂系统。
多柔体系统动力学的研究虽然取得了一些成果，但是远没有达到多刚体系统动力学的研

究水平。
多体系统动力学与传统的经典力学相比，有以下特点：
（１）不受系统拓扑结构的影响，可实现动力学模型的通用化。
（２）针对耦合建模，特别是考虑柔体的整体运动与变形运动相耦合的刚 柔耦合建模，可

给出一套简明而普遍适用的准则。
（３）方程的表述形式为系统面向计算机自动建模提供了理论基础。
（４）建立模型更详尽，考虑因素更多。
火炮与自动武器系统是一个复杂得多体系统，采用多体系统动力学分析方法进行火炮与

自动武器动力学建模与仿真，可以较全面地描述武器发射全过程，特别是后坐部分的大位移运
动及自动机系统大位移，预测武器发射过程中膛口的动态响应及整个系统瞬态运动与响应情
况，预测出各部分及构件的作用载荷，从而全面分析武器系统的总体性能，进行总体优化。

２０世纪６０年代之前，火炮与自动武器动力学的研究一直停留在传统理论上，没有进展。
从７０年代到８０年代初，多体系统动力学方法逐步引入到火炮与自动武器动力学中。９０年代
４



初期开始，多体系统动力学技术发展迅速，许多武器生产商和研究机构在其设计系统中安装多
体系统仿真分析软件，并与有限元、模态分析、优化设计等软件一起构成一个有机的整体，在武
器设计开发中发挥了重要的作用。

１２２　有限元分析法

在研究火炮与自动武器构件弹性对动态响应的影响和系统结构振动问题时，需要引入连
续介质假设对结构进行离散化，采用数值分析方法进行求解。
已经发展的数值分析方法可以分为两大类。一类以有限差分法为代表。其特点是直接求

解基本方程和相应定解条件的近似解。采用有限差分法求解时，首先将求解域划分为网格，然
后在网格的结点上用差分方程近似微分方程。当采用较多的结点时，近似解的精度可以得到
改进。借助于有限差分法，能够求解某些相当复杂的问题。特别是求解建立于空间坐标系的
流体流动问题，有限差分法有自己的优势。因此在流体力学领域内，有限差分法至今仍占支配
地位。但用于几何形状复杂的问题时，有限差分法的精度将降低。另一类数值分析方法是有
限元法，有限元法把一个连续体系统离散成有限个单元，每个单元采用近似函数表示，采用“有
限个单元”组成的系统来近似连续体系统。有限元法的一般求解步骤如下：第一步将连续体简
化为由有限个单元组成的离散化模型；第二步对离散化模型求出数值解答。有限元方法具有
如下的优点：

（１）物理概念清晰。对于力学问题，有限元法一开始就从力学角度进行简化，使初学者易
于掌握和应用。

（２）灵活性与通用性。有限差分法对于具有规则的几何特性和均匀的材料特性的问题，
它的程序设计比较简单，收敛性也比有限元法好。但有限元法对于各种复杂的因素（例如复杂
的几何形状，任意的边界条件，不均匀的材料特性，结构中包含杆件、板、壳等不同类型的构件
等）都能灵活地加以考虑，而不会发生处理上的困难。
有限元方法是求解物理场（位移场、热场、流场、电场、磁场）问题的非常有效的数值计算方

法。它最初用来求解复杂结构的应力分布，直至２０世纪７０年代，随着计算机技术的发展和有
限元理论的成熟才开始广泛应用于动力学问题的求解中。有限元方法在火炮与自动武器中的
应用，国外早在７０年代就已经开始，国内在８０年代后期到９０年代才开始应用。采用有限元
法可以分析火炮与自动武器系统的固有动态特性，武器发射过程的振动特性及主要部件的动
态应力与应变结果，可深入了解武器发射过程中内部结构的微观动力学特性。
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１３　火炮与自动武器动力学的应用范围

火炮与自动武器在发射过程中，受到不同性质的力的作用，各组成部分在不同的工作阶段
表现出不同的运动特性。这种特定的运动规律，对于武器的工作可靠性、使用寿命、射击稳定
性与射击精度，都会产生十分重要的影响，是武器设计过程中必须考虑的主要因素，同时也是
评价一个武器品质与性能的标准。火炮与自动武器动力学理论，主要研究武器系统在发射过
程中的动态响应，从而预测武器的动态特性和动力响应，优化系统总体结构，有助于寻求有效
的方法和技术手段，控制武器发射过程，以提高武器的设计质量，缩短研制时间，减少科研投
入。火炮与自动武器动力学是火炮与自动武器专业方向的主干课程，是当前培养合格的火炮
与自动武器专业技术人才过程中不可缺少的重要环节之一，其主要完成下面几项基本任务：

（１）在现代战争中，减少武器系统射击散布已成为提高武器系统命中概率的一个突出问
题，弹丸起始扰动是造成射弹散布的一个主要因素，弹丸起始扰动与武器系统发射过程中膛口
动态响应密切相关，因此火炮与自动武器动力学将为提高射击精度奠定理论基础。

（２）进行火炮与自动武器多体系统动力学建模和仿真，全面预测发射过程中武器系统的
动力学特性，预测各构件承受的载荷，为评价武器工作特性及进一步开展关重件强度寿命分析
奠定基础。

（３）考虑武器构件弹性，研究武器系统固有振动特性，分析武器系统刚度匹配情况和发射
过程动态应力应变情况，为火炮与自动武器系统减重提供科学依据。

（４）研究自动机在自动循环过程中机构的运动和撞击现象，分析自动机各构件的运动变
化影响规律和撞击引起的运动变化，预测射击频率和运动、动作可靠性。

（５）在火炮与自动武器系统动力学建模与仿真的基础上，进行武器系统动态性能优化设
计，为总体结构布局、参数选取和结构修改提供依据。

６



第２章　动力学基础

２１　质点系统动力学

２１１　基本概念

一、约束及其分类

１ 约束和约束方程
在力学中，限制非自由质点系中各个质点的位置和运动的各种条件称为约束

獉獉
。质点系可

分为自由系统和非自由系统。不受约束作用的系统称为自由系统
獉獉獉獉

。如果把太阳系中各个星体
简化为质点，则太阳系就可以视为自由质点系统。与此相反，受到约束作用的系统，则称为非

獉
自由系统
獉獉獉獉

。工程中所有的机器和机构都是非自由质点系统。
对于非自由系统来说，约束对系统中各个质点的运动提供了限制条件。这些限制条件可

以用数学方程表示出来，我们把用数学方程所表示的约束关系称为约束方程
獉獉獉獉

。

２ 约束的分类
根据约束对质点系限制做出的不同，可以把约束按其性质分为以下几种类型。
（１）稳定约束和非稳定约束。根据约束是否与时间参数ｔ有关，可把约束分为稳定约束

（又称定常约束）和非稳定约束（又称非定常约束）。所谓稳定约束
獉獉獉獉

，就是指约束的性质不随时
间变化，即在这种约束的约束方程中，不显含时间参数ｔ。稳定约束的约束方程一般形式为

ｆｊ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ）＝０　　（ｊ＝１，２，…，ｓ） （２ １）
式中　ｎ———质点系中质点的数目；

ｓ———约束方程的数目。
所谓非稳定约束

獉獉獉獉獉
，就是指约束随着时间参数ｔ的改变而改变，反映在约束方程中则是显含

时间参数ｔ，非稳定约束的约束方程一般形式为

ｆｊ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｔ）＝０　　（ｊ＝１，２，…，ｓ）（２ ２）

　　例１　被限制在空间球面上运动的质点Ｍ，在选取了图２ １所示的空间直角坐标系后，
质点的位置坐标（ｘ，ｙ，ｚ）必须满足空间曲面方程

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝ｌ２

　　这就是约束方程。由于方程中不显含时间变量ｔ，所以是稳定约束。
７



例２　被限制在铅直面内摆动的单摆，如图２ ２所示。设单摆的原长为ｌ０，若另一端拉动
绳子的速度ｖ０ 为常数。在选取了图示的坐标系后，单摆中质点Ｍ 的约束方程应为

ｘ２＋ｙ２ ＝ （ｌ０－ｖ０ｔ）２

　　由于约束方程中明显包含了时间变量ｔ，所以是非稳定约束。

图２ １　例１图示 图２ ２　例２图示

（２）几何约束和运动约束。根据约束方程中是否含有坐标的导数，约束可分为几何约束
和运动约束。所谓几何约束

獉獉獉獉
，是指约束只限制系统中各个质点在空间的位置，即在约束方程中

不显含质点坐标的导数。几何约束方程的一般形式为

ｆｊ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｔ）＝０　　（ｊ＝１，２，…，ｓ） （２ ３）

　　所谓运动约束
獉獉獉獉

，是指约束对质点的运动参数（如速度、加速度等）进行限制，即在约束方程
中，显含质点坐标的导数。运动约束的约束方程一般形式为

ｆｊ（ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｘ１，ｙ１，ｚ１，…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ，ｔ）＝０　（ｊ＝１，２，…，ｓ）（２ ４）

图２ ３　例３图示

　　例３　图２ ３所示的质点Ｍ 由刚性杆连接，仅能在铅直平
面内绕固定点Ｏ摆动，杆长ｌ不变。取如图所示的平面直角坐
标系后，这个约束条件可以表示为

ｘ２＋ｙ２ ＝ｌ２

　　这就是几何约束方程。
例４　半径为Ｒ的车轮沿固定直线轨道作纯滚动，取如图

２ ４的坐标系后，这个限制条件表示如下。
轮心Ｃ在Ｏｘｙ平面内且与直线轨道的距离保持不变，即

ｙｃ ＝Ｒ
　　每一瞬时，车轮上与地面的接触点Ｐ必为图形的速度瞬心，即

ｖｃ－Ｒω＝０
或 ｘｃ－Ｒφ＝０ （２ ５）

　　第一个限制条件是几何约束，第二个限制条件就是运动约束。
在运动约束中，由于约束方程显含质点坐标的导数，因此，运动约束的约束方程是一个微

８



图２ ４　例４图示

分方程式（或微分方程组），如果该微分方程式（或组）是可积分
的，那么这种约束是属于可积分的。例如方程式（２ ５）是可积
分的约束方程，通过积分可以转化为几何约束方程。

（３）完整约束和非完整约束。几何约束和可积分为有限形
式的运动约束（这两种约束的数学形式不显含质点坐标对时间
的导数），统称为完整约束

獉獉獉獉
。完整约束的约束方程一般形式如式

（２ ３）所示。所谓非完整约束
獉獉獉獉獉

，就是指不可积分的运动约束。
非完整约束的约束方程一般形式如式（２ ４）所示。
如上述单摆的约束就属于完整约束，而车轮作纯滚动时的

运动约束方程ｘｃ－Ｒφ＝０虽是微分方程的形式，但它可以通过积分变化为ｘｃ＝Ｒφ＋Ｋ，即可
化为不显含坐标对时间导数的几何约束方程，因此仍属于完整约束。
例５　半径为ｒ的圆盘沿着水平面内某一曲线做铅垂滚动，如图２ ５所示，下面写出圆盘

的约束方程。

图２ ５　例５图示

作直角坐标系Ｏｘｙｚ，设ｘｙ平面为水平面，圆盘在运动
过程中，由于盘面保持铅直，因此，圆盘中心Ｃ（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）到
水平面ｘｙ的距离保持常数，即有一个约束方程为

ｚｃ ＝ｒ
　　又因为圆盘做滚动，所以圆盘的瞬时转动轴恒通过圆盘
和地面相接触的Ａ 点。而瞬时角速度ω有两个分量，其中
一个分量为φ，它的方向和圆盘平面垂直，且永远处于Ｏｘｙ
平面内，此分量表明圆盘滚动的快慢程度；另一个分量θ

·
，它

的方向沿着通过Ａ 点的直径，此分量表明圆盘滚动方向随
时间的变化率。于是有

ω＝φ＋θ
·
＝φｃｏｓθｉ＋φｓｉｎθｊ＋θ

·
ｋ

　　由于圆盘做纯滚动，根据圆盘上Ａ点速度为零的条件，可得方程如下
狏Ａ ＝狏ｃ＋ω×ｒＣＡ ＝０

或 狏ｃ－ｒω×ｋ＝０
式中　ｉ，ｊ，ｋ———分别为沿ｘ，ｙ，ｚ轴正向的单位矢量；

ｒ———圆盘半径。
将上式向ｘＯｙ平面投影，可得

ｘｃ ＝ｒφｓｉｎθ
ｙｃ ＝－ｒφｃｏｓ｛ θ

（２ ６）

式中θ角也是一个变量，故不能写成可积分的形式。因此，这是非完整约束。非完整约束的约
束方程实际上是一个常微分方程（或组）。
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