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内 容 提 要

本书从数学模型、知识模型和试验选优理论相结合的角度出发，系统地介绍了适用于某些

多维动态规划、大线性规划、复杂非线性规划和某些定性、模拟系统的试验选优方法以及在某

些复杂水利系统优化规划中的应用实例。本书的理论方法和应用实例，基本上都是作者多年

来的研究成果。

本书共分&章，除了第)、#章外，其他各章均有实例介绍，可供读者在研究和应用时参

考。本书适合管理、水利专业的研究生和科技工作者阅读和参考。



前!!言
大系统优化理论研究是系统科学领域的重要学术课题。近十年来，作者在汲取钱学森、

*+,+-./0等人的大系统研究思想的基础上，采用数学模型、知识模型和试验选优理论相结
合的方法，对某些大系统问题的优化方法进行了探索，并在某些复杂水利系统优化规划的应

用中取得了较好的效果。

本书共分&章。第)章为绪论，对有关现行大系统理论和方法进行了综合评述。第#
章介绍了大系统试验选优理论的思路并对试验选优的优良性开展了讨论。第%章介绍多维
动态规划的广义拉氏方法和试验选优方法。对传统拉格朗日法引入松弛变量，在对松弛变

量递推、检验的广义拉氏方法基础上，对拉格朗日乘子的试验选优，使多维问题转化为一维

问题，从而使较多维数的某些动态规划问题的求解成为可能。这一章还给出了跨流域调水

工程渠道系统优化设计的多维动态规划实例模型，及其与常规多维问题求解方法---1法
的计算比较结果。第$章至第&章分别介绍了某些大线性块角结构问题、复杂非线性系统、
模拟仿真、复杂定性系统的试验选优方法。对于某些耦合约束较少的大线性块角结构问题，

试验选优方法同单纯形法相比将大大节省计算机（213）运算时间；对于某些复杂非线性问
题，试验选优方法和分解聚合法相比具有同样的适用性，并且计算机运算时间大为节省。从

某种意义上讲，分解聚合法为本书介绍的试验选优方法的一个特例———全面试验选优法；对

于某些模拟仿真系统，试验选优方法可较好地解决某些方案组合“爆炸”问题的最优化；对于

复杂定性系统，试验选优方法由于可以在选优过程中淘汰和生成方案，从而使某些复杂定性

问题的优化成为可能。本书还给出了喷灌线性管网模型、地下水和地面水联合调度的复杂

非线性模型、灌区优化规划模拟和定性模型的实例以及与常规方法对应的优化比较结果。

本书是作者和作者所在课题组在连续三项国家自然科学基金资助下，近十年来的研究

成果的总结。在本书即将出版之际，我首先要衷心感谢我的师长武汉大学郭元裕、沈佩君、

陈学敏教授和扬州大学金兆森、刘超教授，他们的指导、关心和培养使我终身难忘。我还要

对我的合作伙伴扬州大学沈洁、陈平、朱春龙、吉庆丰、刘正祥和鄢碧鹏等同志多年来的工作

支持和帮助表示由衷的感谢。

我衷心地欢迎读者对本书提出宝贵意见。

程吉林

#"")年)#月于扬州大学
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第!章!绪!!论

4)!)!大系统理论的研究目的和意义

由于现代社会日趋系统化、信息化，在工程技术、社会经济和生物、生态等各个领域中均

出现了许多复杂的大系统。另外，随着经济建设和科学技术的发展，也越来越要求提高决策

的科学性和正确性，使原本复杂的大系统增添了更大的决策难度和复杂性，因而完善和发展

大系统理论，对促进现代社会国民经济各个部门的科学管理和决策具有极其重要的社会经

济价值和现实意义。

大系统可定义为：人们为了解决社会生产、科学技术等方面的某些问题，而必须处理的

一系列复杂事物所组成的体系。它的特点是：!规模庞大，大系统通常包含有众多的小系
统、部件、元件，占有的空间大，涉及的范围广；"结构复杂，大系统中各小系统、部件、元件之
间的相互联系及其信息结构等都十分复杂；#功能综合，大系统常具有综合性的、多方面的
功能与目标；$因素众多，大系统一般是多变量、多参数、多输入和多输出的系统，涉及的内
部因素和外部因素众多，不仅有“物”的客观因素，还有“人”的主观因素。

大系统优化理论是#"世纪’"年代为求解大系统优化决策而发展起来的一门新兴学
科，它综合和发展了近代控制理论、数学规划和决策论等方面的成果，不仅把复杂的工程系

统作为研究对象，而且已扩展到社会经济和生态环境等系统之中。

随着人类社会的发展以及工农业和科学技术的进步，需要研究的问题越来越多、越来越

复杂，所研究的优化问题“维数”越来越高，并且自然科学和社会科学的内容交织在一起。为

了解决“维数”障碍问题和难以定量、决策的困难，可以从两个方面来努力：一方面发展高速

度、大容量的计算机，在硬件上取得突破；另一方面提高软件技术，寻求效率高、存储少的优

化技术和方法。大系统优化理论研究的就是如何提高软件的效率。

目前，大系统优化理论及其应用已在国内外受到广泛的注意与重视，具体表现在以下几

个方面：!在学术活动方面，大系统理论研究及应用，已成为国际学术交流中的热门课题。
从)(’!年至今，国际上几乎每隔二三年都要召开一次大系统理论和应用的学术交流会；"
在文献资料方面，大系统理论和应用已经是国内外运筹学、系统科学与系统工程、管理工程、

自动控制、水资源研究、水电能源科学等许多学科有关刊物的重要论题；#大系统研究的内
容和范围不断扩大，近年来，已推广应用于各个自然科学领域和许多社会科学领域以及经济

建设的各个部门，取得了可观的成果。

我国著名的系统工程专家钱学森和涂序彦等［)—’］针对大系统的复杂性，提出了许多有

待解决的难题，诸如：!大系统分析设计中如何考虑人（管理、操作人员）的主观能动性；"大
系统由许多分散而又联系的子系统组成，需要发展更加完善的大系统优化技术以求适用于

分散性很强的大系统；#由于大系统常有许多因素具有不确定性（随机性和模糊性等），因
·)·



而，基于确定性理论的大系统优化技术是难以适应的；$大系统往往缺乏齐全的资料，是信
息不足或不确定的系统，所以要求信息完备的理论和算法遇到了困难；%大系统数学模型往
往是多维高阶的，给系统分析带来了困难。)(5!年钱学森提出“大系统理论要创新”［)］，

)((!年他又呼吁“要开创大型复杂巨系统的研究”［#］，并强调“在解决大系统的系统工程问
题时，要注意利用不能称之为‘科学’的人的知识和经验”；“在大系统控制论中，要发展广义

模型化方法，而不应局限于数学模型化，在难于或不适宜建立数学模型的场合，可以建立知

识模型，引用人工智能、模糊识别、知识工程方法等，跳过数学模型的障碍，直接由知识模型

转化为计算机模型，这样，既采用知识模型，又采用数学模型，两者相结合，形成广义模型，便

于处理大系统的模型化问题”。

目前，在这一思想的启发下，国内外众多学者对大系统优化理论进行了探讨［5—!5］，并且

已将它广泛应用至工程技术、社会经济和生物生态等领域的各个部门［!(—)""］。大系统优化

理论在现代社会国民经济各个部门的科学管理和优化决策中起着越来越重要的作用。

4)!#!多维动态规划理论与方法的研究进展

对于多维动态规划问题，由于离散型动态规划用递推方程进行择优计算时，计算机高速存

储（内存）中至少须存放相邻两个阶段的各状态点的优化结果，而一个阶段的离散状态点数为

"# $"%&

式中，%为问题的维数（即状态变量数）；"&为% 维空间中一个坐标（即一个状态变量）在任
一阶段&的离散状态点数，设各个坐标离散点数都是"&；"# 为在任一阶段#的状态点数。
当维数%稍大时，往往会超过现有计算机的存储能力致使无法求解，或因计算时间过长而
费用昂贵。这就是动态规划在广泛应用中所遇到的主要障碍，即所谓“维数灾”问题。所以，

自#"世纪!"年代初 6/7789:提出动态规划［)")—)"$］以来，许多学者提出了各种改进方
法［)"!—)%’］来求解多维问题。由于“维数灾”主要是由离散化引起的，现有的改进方法按照其

解决的途径主要可以分为以下几类。

! 降低维数%!!如拉格朗日乘子法（;9<09:</=>.:98?@A0B<0988?:<，;-1）［)"$—)"&］、动
态规划逐次渐近法（>.:98?@A0B<0988?:<=C@@/=?D/9AA0BE?89F?B:，-1,G）［)"%，)"5—))"］、聚
合库偶法（9>/@B:AB=?F?B:，G-）［)))—))$］等。

" 减少状态离散点数"&!!如状态增量动态规划法（=F9F/?:@0/8/:F>.:98?@A0BH

<0988?:<，,I-1）［))!］、离散微分动态规划法（>?=@0/F/>?JJ/0/:F?97>.9:8?@A0B<0988?:<，

---1）［))(］、双状态动态规划法（K?:90.=F9F/>.:98?@A0B<0988?:<，6,-1）［)##］等。

# 不进行离散化 ! ! 如微分动态规划法（>?JJ/0/:F?97>.9:8?@A0B<0988?:<，

--1）［)#%］、逐级优化计算法（A0B<0/==?D/BAF?897?F.97<B0?FL8，1MG）［&!］等。
以下对于一些最典型的方法进行评述。

!!"!!!降低维数方法概述

)!拉格朗日乘子法!;-1"
（)）基本方法［)"$，)"!］

·#·



拉格朗日乘子法的基本思想是：通过引入拉格朗日乘子，将一个或若干约束方程并入目

标函数，仅保留较少的约束方程，从而减少了状态变量数。

为了说明怎样利用拉格朗日乘子，考虑下述一个二维问题：

89E’$"
(

)$)
&)（*)） （)+)）

)!,!!!"
(

)$)
-))（*)）#.) !!!!!! （)+#）

!!!!!!!!!*)$"，)$)，#，⋯，(

"
(

)$)
-#)（*)）#.# （)+%）

这里假设 &)（*)）为 *) 的非减函数，且对约束之一如（)+#）式，存在 "
(

)$)
-))（*)）#

"
(

)$)
-))（*

%

) ），*

%

) 为最优解分量。

由于假设&)（*)）是*)的非减函数，*)为连续变量，以及对第)个约束所加的条件，所以
对最优解，约束（)+#）式或（)+%）式中至少有一个必须成为严格等式。现假定达到最优解时
约束（)+#）式成为等式，则原问题可表述为

89E’$"
(

)$)
&)（*)）/’"

(

)$)
-))（*)）

)!,!!!"
(

)$)
-#)（*)）#.#，*)$"，)$)，#，⋯，(

（)+$）

!
!

式中，’为拉格朗日乘子。对一个指定的’值，仅用一个状态变量，就可求解（)+$）式所表达
的问题。如果把.# 看成一种资源量，*) 为决策变量，并设)为阶段变量，() 为状态变量，则
可按分配问题建立状态转移方程：

()/) $()/-#)（*)），)$#，⋯，( （)+!）

于是可写出递推方程

0)（()）$ 89E
"#*)#))

｛［&)（*)）/’-))（*1）］20)/)［()/-#)（*)）］｝，)$#，⋯，(

0)（()）$ 89E
"#*)#))

｛［&)（*)）/’-))（*)）］｝，)$
&
’

( )
（)+&）

其中，))为下式的根：

()/-#)（))）$"，)$#，⋯，( （)+’）

因此对某些固定的’值，通过（)+&）式和（)+’）式，就能得到（)+$）式的最优解

*

%

$（*

%

) ，*

%

# ，⋯，*

%

(）

可以证明，相对于某个指定的’值，可求得（)+!）式的最优解*

%

（’），使得
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"
(

)$)
-))（*

%

) ）$.) （)+5）

即（)+#）式取等式，则此特定解*

%

是原问题（)+)）式—（)+%）式的最优解。

还可证明，当’由"增到N时，"
(

)$)
-)（*

%

)（’））是单调减小的
［)"&］。

（#）评述

! 采用拉格朗日乘子法求解多维问题是建立在&)（*)）为*)的非减函数和加入至目标
函数中的约束条件在最优解时等式成立这两个条件基础上的。因此，可能遗漏使

"
(

)$)
-))（*

%

) ）).) 成立的最优解，并且当&)（*)）不是非减函数时该方法无法应用。

" 对于%维动态规划问题，采用拉氏方法，必须要给出%/)个拉氏乘子的数值，并且
只有当%/)个加入目标函数的约束条件均等式成立（即拉氏乘子为最优值）时，才能获得
对应的最优决策变量。因此，拉氏乘子虽然在理论上能求解多维问题，但当% 稍大（% *
$*!）时，一般问题的求解也是非常困难的。

# 由求解过程可知，拉氏方法是在给定拉氏乘子后把多维问题转化为一维问题求解，
但一维问题求解完成后，必须对加入目标函数中的约束进行检验，反复调整拉氏乘子，直到

约束满足条件，因此该方法属于非可行算法。

$ 拉氏方法获得的最优解为全局最优解。
由于拉氏方法存在上述限制，因此在解决多维实际问题时，运用拉氏方法求解优化并

不多。

#!动态规划逐次渐近法!-1,G"
（)）基本方法
动态规划逐次渐近法由6/7789:提出，简称为-1,G［)"$］，其基本思想是，把包含若干决

策变量的问题变为仅仅包含一个决策变量的若干子问题，每个子问题比原来的问题具有较

少的状态变量，因而可减少高速存储量。当状态变量数和决策变量数相等时，每个子问题只

有一个状态变量。

其具体步骤如下：

首先，假设一个虚拟状态序列（称为虚拟轨迹）｛(")，("#，⋯，("(｝相应的决策序列（即策
略）为｛*")，*"#，⋯，*"%｝。
从%个状态变量中挑选一个状态变量如(")（(") 为第一个状态变量），假设所有其他状态

序列｛(")｝，)+)固定不变，则这个问题只有一个状态变量(")，决策向量仍有% 个分量。但
由于（%/)）个状态必须保持固定不变，致使决策向量还要受到这些附加约束，所以起作用
的决策变量也只有一个。这样就把原来的% 维问题简化成一维问题。对这个一维问题采
用动态规划法（-1）求解，得到一个新的决策序列｛*))，*)#，⋯，*)%｝和新的状态序列｛())，

()#，⋯，()(｝。
然后，另选一状态变量如()#，重复以上最优化过程，直到每个状态变量对于这个最优化

过程至少被选了一次；并且当针对任一状态变量进行最优化时都得到相同的决策序列和状

态序列时，便结束计算。

（#）评述
·$·



-1,G是把求%维动态规划问题转化为求一系列一维问题，从而大大节省了计算机的
存储量和计算时间。它是目前比较有效的一种降维方法，在水资源优化规划中也有过不少

报道。如;90=B:（)(&5年），O/L和P0BFF（)(’#年）［)"5］，Q?7/=F和 RC:>/07?@S（)(5)年）［)"(］

将这一方法先后应用于多水库水资源优化调度。其中，O/L和P0BFF利用-1,G法成功地
解决了&个水库联合调度的六维动态规划问题，有效地避免了“维数灾”。
但-1,G法不能保证在所有情况下都收敛到真正的最优解。6/7789:（)(!’，)(&#

年）［)"#］对-1,G收敛性进行了讨论，但优化结果是否收敛到全局最优解并未得到证明。在
实际应用中，也有不少结果确实收敛到全局最优解。因而，提高得到全局最优解的可能性是

改进-1,G法的方向，为了改善解的最优性，可以设法选取更为合适的起始廊道。TBAH
8B:<@B7和G=S/U（)(’(年）［))"］对-1,G进行了研究，将原始问题分解为若干子问题，每个
子问题变成“一次#或%个变量”与“一次)个变量”的组合。

%!聚合库偶法!G-"#)))$))#%

（)）基本方法
聚合库偶法的基本思想是把一个%维问题分解成%/)个子问题，每个子问题是由相

邻的二维约束构成。这样，就把一个%维问题转化为%/)个二维问题。最后一个约束和
第一个约束构成第二次循环迭代的二维状态，依次类推反复迭代至最优解。

（#）评述

G-是)(5)年PC0</B:［))#］在串联水库优化调度中提出的减维方法，它有很强的针对
性。目前除了在水库优化调度的应用外，其他领域尚不多见。

!!"!"!减少状态离散点数方法概述
减少状态离散点来减轻多维动态规划的“维数灾”，是目前求解动态规划实际问题中运

用最多的方法，其中最典型的有状态增量动态规划（,I-1）法、离散微分动态规划法（---1）
和双状态动态规划法（6,-1）。

)!状态增量动态规划法!,I-1"和离散微分动态规划法!---1"
（)）基本方法

;90=B:（)(&5年）［))!］首先提出了状态增量概念。该方法用子问题的序列最优化来收敛
原问题的最优解。

基于状态增量的概念，V977（)(&(年）［))&］和P0BFF（)(’)年）［))’］将,I-1应用于水库优
化调度，V/?>90?（)(’)年）［))5］对该法进行了总结和发展，提出了 ---1。TBA8B:<@B7和

G=S/U（)(’&年）［))(］研究了这两种方法，认为它们实际上是同一种方法。

,I-1的求解步骤为：!选初始状态序列和决策序列，可根据一般经验和分析计算定出
一个尽可能接近最优的决策序列，并相应得到初始状态序列；"选增量形成廊道，在该初始
状态序列的上下各变动一个小范围!，形成一个带状的廊道；#利用递推方程在廊道内进行
寻优，找到新的状态变量序列；$反复迭代直至收敛，得到最优解。
（#）评述
为了使上述两种法有较好的收敛性，V977（)(&(年）［)#"］提出了两种状态增量的方法：使

每次增量!很小，但保持常量；在循环迭代初选用较大的增量!，若在迭代过程中发现目标
值变化很小，则逐步减小增量!来提高最优解的精度。通常，变增量法在实际应用中相当
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有效。

这两种法所得到的解不能证明是全局最优解，但有可能收敛到某一局部最优解。

PC0</B:（)(5#年）［)#)］证明，如果,I-1中每时段状态增量相同，可能会使该法的结果不为
最优解。对此，PC0</B:提出对不同时段的增量值加以调整，以提高得到全局最优解的可
能性。

#!双状态动态规划法!6,-1"#)##%

（)）基本方法
双状态动态规划由MW>/:于)(5$年提出。它求解多维动态规划问题的思路与---1

基本相同，也是由一个初始试验轨迹（又称虚拟轨迹）开始，以这个试验轨迹为基准建立状态

子集，将它作为本次迭代的状态域，并用常规动态规划（-1）寻求最优轨迹（又称改善轨迹）；
然后再以本次迭代的最优轨迹作为下次迭代的试验轨迹，重新建立状态子集进行优化，通过

多次迭代逐次逼近最优解。

（#）评述

6,-1在任一阶段每个坐标仅取#个离散值，每次迭代只包含#% 个网点的状态子集，
因而逐阶段递推计算所需要的高速存储需要量为#%2)，一次迭代的运算时间只与##%有关。
由于各次迭代的状态子集之间相互联系，使得每次迭代所得目标函数有可能得到改善；同时

在状态空间移动子集以便最终获得最优轨迹。若用常规动态规划法求解，在%维状态空间
中每个坐标被分成"&个离散值，则一个阶段的状态网点总数为"%&，其运算数据存储需要量
至少为#"%&，运算时间与"#%& 有关。6,-1把"&减少到最小值，从而大大节省了存储量和
计算时间。

当阶段函数性能良好而没有尖谷时，6,-1能非常有效地寻求到最优轨迹。否则在步
长减半之前，需沿着试验轨迹周围搜寻，重新定向。该算法对阶段效益函数性质无严格要

求，不强求符合诸如二次型、连续性或可微性等特性，而在凸性假设下，能保证收敛到全局最

优解。6,-1与---1的区别主要在于：对同样条件下的% 维问题，---1在每个阶段所
需要的计算量是%#%，运算时间是%#%的函数；而6,-1在每个阶段所花费的运算时间基本上
是计算量##% 的函数。这两种算法在每个阶段的运算时间之比为3% $ ##%／%#% ,
（"!&’）#%（3#,"!#"，3%,"!"(，3$,"!"$，3!,"!"#）。虽然，6,-1法因每次迭代所取状
态点数少而使迭代次数较---1法多，但总的运算时间的节省仍是非常显著的。

!!"!#!不进行离散化方法概述
对多维动态规划问题不进行离散化、直接进行求解的方法，主要有微分动态规划法

（--1）和逐级优化计算法（1MG）。

)!微分动态规划法!--1"
在求解动态规划问题中，有些问题可以充分利用方程的结构来避免“维数灾”。这类

问题是具有线性动态特性和二次特性的判别函数。如果目标函数是可分的和凸的（对于

最小化问题），并且系统可以全部用一些线性的动态等式加以描述，那么决策值与状态变

量将成线性关系。因此，当给定一个系统初始状态后，就能得到一个解析解，在求解过程

中不会遇到“维数灾”问题。如果目标函数不是二次的，或者系统的动态特性不能用线性

表达式描述，那么可以用泰勒级数将目标函数近似展开成二次，动态特性表达式也可在

·&·



状态变量附近近似展开，这样对于非拉格朗日乘子问题也可用上述方法求解。*9@BK=B:
（)(’"年）［)#%］将此方法称为--1，它克服了“维数灾”，同时取得二次收敛。XC009.（)(’(
年）［&$］将--1法修改后应用到多水库系统，修改后的方法称为2--1，OBSBU?FW（)(5#
年）［)#$］对其作了收敛性证明。QY/7=D?S（)(5#年）［)#!］提出了一阶--1，并将其用于!座水
库系统的优化计算。

#!逐级优化计算法!1MG"

VBU=B:（)(’!）［&!］沿用动态规划的思想，在两个阶段的初末状态固定的情况下，对中间
状态进行优化计算，直到完成整个周期的计算，反复迭代，直到收敛。这一方法命名为

1MG，PC0</B:（)(5)年）［)#&］对此做了进一步的研究。

1MG将多阶段优化问题分解成若干子问题，子问题之间由系统状态联系，每个子问题
仅考虑相邻时段的子目标值，这样大大减少了计算所占用的内存空间。但1MG法仅适用
于初始条件和终末条件一定的最优问题。

VBU=B:在提出1MG时已证明了其收敛性，也证明了解为最优解，不过这种方法对目
标函数和约束条件有特定的要求。实践证明，1MG适合于如水库调度确定性入流的优化计
算，它从根本上消灭了“维数灾”。

1MG对目标函数有特殊要求（即为凸性目标函数），若不满足，计算很难收敛到最优点。
张勇传等（)(5$年）［)#’］提出了1MG算法的改进算法,Z1MG法。

!!"!$!本节小结
动态规划在系统优化规划与管理决策中，具有很大的灵活性和适应性。在一定条件下，

动态规划方法能够保证所求得的解为全局最优解。动态规划在实际应用中特别应注意的问

题是“维数灾”，由此出现了一些改进的动态规划方法，如前所述的 ;-1、-1,G、G-、

,I-1、---1、6,-1、--1和1MG，这些方法都能在一定程度上有效地避免“维数灾”的发
生，但它们都有自身的缺陷：;-1要求阶段函数为非减函数，且对多维的拉氏最优乘子的确
定很困难；G-、--1和1MG对目标函数和约束条件均有特定的要求；而 -1,G、,I-1、

---1、6,-1虽在一定程度上克服了“维数灾”，但若要获得全局最优解，需要一个好的初
始轨迹。由于实际问题的高度复杂性，对于数十、数百乃至上千维的多维动态规划问题的求

解目前尚难开展。

4)!%!大线性问题的理论与方法概述

设!是%4#矩阵，"是% 维向量，#是#维向量，我们要求满足约束!$#"的#维向
量$，使得#5$ 达到最大值：

)!,!!!
89E#5$
!!!$ #"
!!!$$"

（)+(）

这就是线性规划问题。它的建模和求解与生产计划、最优控制、对策论、组合学、离散变量的

最优化、计算复杂性理论和许多离散应用数学问题的研究有密切的关系。

·’·此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



长期以来，人们使用单纯形法及其变形来求线性规划的解［)#5］，[7//和 X?:F.［)#(］举例
说明了用单纯形法存在一些问题，要用指数次算术运算才能求出解来。

)(’(年[L9@L?.9:［)%"］用椭球法来求解整系数的线性规划，证明了它是个多项式算法。
由于它解决了重要的理论问题，引起了人们的关注。但实算表明椭球算法远比单纯形法差。

)(5$年[90890S90［)%)］提出了一种阶次比椭球法低的多项式算法，并声称这种算法在解大
型问题时比单纯形算法快得多。现在，对解线性规划方法及其复杂性的研究不单是个理论

问题，在实用上也极为重要，它也引起了我国运筹学工作者的兴趣。

!%#%!!’()*()+()多项式算法概述
线性规划（;1）在近十年中最重要的发展应是 [90890S90（)(5$）的多项式;1算法。

VBBS/0（)(5&）［)%#］描述了这种进展的重要性，对这种方法的优点和弱点给出了一个直观的
说明，同时为读者实现这种方法提供了足够的技术细节。[90890S90对;1提出了一个新
的投影标度算法（A0BY/@F?D/=@977?:<8/FLB>）［)%%］，并声称对于大型问题他的方法比单纯形
方法快!"倍。[90890S90算法的主要优点是在最坏情形具有多项式运算时间，这在理论上
显然优于单纯形方法，因为单纯形方法在最坏情形只具有指数运算时间。然而，尽管单纯形

方法的运算时间的理论界限是指数的，但它在实际应用中运用得相当好。对于大多数线性

规划来说，单纯形方法在解决实际问题时的情形比它在理论上的最坏情形要远远好得多。

鉴于这些事实，一个更好的假设是，由于投影标度算法的理论界限要好得多，也许它对于实

际问题会解决得很好。这方面的想法导致了对[L9@L?.9:（)(’(）［)%$］提出的第一个;1多项
式算法的广泛研究，这位前苏联数学家的成就是一个理论突破，但它要求很高的精度，对自

然产生的;1问题，这种方法一点也不比单纯形方法要好。

[90890S90方法是以两个基本原理为基础：!当现行的最好已知解在由约束定义的多
胞形的中心附近时，沿最速下降（对于极小化而言）的方向移动；"在每次迭代时，解空间因
被变换，使得现行的最好已知解以不变的方式向多胞形的中心移动。有人［)%%］已提出将来

投影标度算法也许还有其他用处，比如作为非线性规划的一个子程序，由于它能够极小化一

个非线性函数，对于具有特殊结构的线性规划问题，诸如各种具有附加约束的网络流问题，

它可能是极其有用的；它还可能导致一种优于-9:FW?<HRB7J/分解的分解技术［)%!］。[90H
890S90方法的出现已引起了许多领域的学者对数学规划的大量广泛研究。
文献［)%&］中讨论了[90890S90算法的实现，认为不可能像他所说的那样好。然而，单

纯形算法经过了几十年的改进并有成熟的程序可供使用，新提出的算法难免总会有不完善

之处，但它至少是第一个有实用前途的、解线性规划的多项式算法。近年来出现了许多

[90890S90算法的变形和完善化算法［)%’—)$$］，这些方法把线性规划和非线性规划中的一些
技巧和方法（如对偶变量、罚函数、牛顿法等）融合进去，使算法更趋完善，有的算法还使迭代

次数的阶减少为6（ %2- #7）（% 为约束个数，#为变量个数，7为数据长度）次。现在，

[90890S90算法的有效性已被确认。

!%#%"!,(-./01234567分解方法概述

)(&"年，-9:FW?<与 RB7J/在前人的工作基础上，提出了求解大型线性规划问题的著名
方法———-9:FW?<HRB7J/分解方法［)$!］。它最适合处理具有块角结构的线性规划问题：
·5·
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!!!!!!!!!)!,!!! !)$)2!#$#2⋯2!($( $&"
")$) $&)
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（)+)"）!

"($( $&(
$)，$#，⋯，$( $"

这个方法的基础是凸组合原理和列生成方法，它可分为二级来处理问题：第一级是子问

题，第二级是主规划。-9:FW?<HRB7J/分解原理是大系统优化的开拓性工作，至今仍有很强
的生命力和广泛的应用，许多研究者以其基本概念为出发点，把它扩展应用于其他一些具有

特殊结构的数学规划问题［)$&］。-9:FW?<HRB7J/二级协调是通过耦合约束对应的拉氏乘子’
来转换的。对应于（)+)"）式的分解协调结构见图)+)。

图!’!!,(-./01234567分解协调结构图

图中(&1为未知标量，根据凸多面体的性质［)$’］，凸多面体的任何一点为凸多面体顶点上
的线性组合（称凸组合），有

$& $"
8&

1$)
(&191&

"
8&

1$)
(&1 $)

!(&1 $" （)+))）

式中，8&为第&个凸多面体所具有的顶点数目（顶点数目一般大于空间的维数）。
一个大线性规划之所以难解，主要因为存在联系的耦合约束，从具体问题看，就是总公

司下属各子公司之间有联系。所以，不能直接将它作为彼此独立的许多子问题来解。-9:H
·(·



FW?<HRB7J/分解方法把原规划分解为一个主规划和许多彼此独立的子规划，子规划按主规
划给定的’进行规划，求出子系统的决策变量可行解，把这些可行解汇报给主规划并用总目
标来衡量是否最优，若不是最优，就重新给定’值，进行反复计算。
尽管-9:FW?<HRB7J/分解原理反映的是一种数学技巧，它却揭示了一种合乎客观规律

的工作方法。为了寻求最优，上级要倾听下级的意见，并根据下级的情况作出决策；下级则

要坚决执行上级的指示和决策。

-9:FW?<HRB7J/分解原理的意义非常重大，其思想不仅适用于广大线性规划，更重要的
是也适用于大型非线性规划，目前它已作为大型非线性规划的经典方法之一［)$’］。

!!#!#!其他大线性方法简述

-9:FW?<HRB7J/分解方法在线性规划中极具重要性，6?0</（)(5!）提出了解块角系统的
基因子分解技术的一种变形［)%!］。他发现-9:FW?<HRB7J/分解和基因子分解从同一路径达
到最优解，并对混合这两种技术提出了一种新的分解技术：保持一个受限制的主问题以接受

从子问题生成的列，不保持主问题的所有极点组的非负性（像 -9:FW?<HRB7J/分解方法一
样），包括一组用来在主问题的迭代过程中检验的附加约束。实质上，基因子分解方法是用

来处理-9:FW?<HRB7J/分解结构的主问题数据的。
对于若干特殊的线性规划问题，R?FF0B@S（)(5"）［)$5］发表了关于阶梯形;1问题的对偶

嵌套分解的文章。阶梯形;1问题的特点是：变量可以分在一组时间间隔上，而每个时间间
隔上的变量只与相邻时间间隔上的变量有关。R?FF0B@S描述了一个解这种阶梯形;1问题
的称作嵌套分解算法的特殊方法。对线性规划的对偶，该方法循环地应用-9:FW?<HRB7J/
分解原理。它对每一时间间隔求解一个小的线性规划，每一间隔由决定它前面的间隔的约

束来联系它后面的间隔，由增加约束来联系它前面的间隔。许多自然建立起来的问题如考

虑资本预算和工厂计划中，包括了一系列必须在时间过程中按顺序作出的决策，因此阶梯形

;1具有巨大的实际效用。还有另一个特殊的线性规划问题———197/S90（)(5’）［)$(，)!"］等人
为固定费用运输问题设计了一个新的有条件的惩罚，计算实例表明，这些惩罚的应用在处理

困难问题时，在计数和求解时间上有可观的减少。Z0/:<C@（)(5&）［)!)］提出了一个解一类具
有特殊结构的;1问题的方法。这类问题是从以下几个问题中产生的：!“公文包”选择，"
广告布置的时间选择，#多阶段生产存货计划问题，$多阶段背包问题的;1松弛问题。他
的途径包括解一系列连续的背包问题，每一个问题需要线性时间来求解，这个过程所需计算

复杂性与约束矩阵的非零元素的数量成正比。

分派问题是一个具有非常特殊结构的线性规划问题，6/0F=/S9=对古典的分派问题提出
了一个大规模的并行算法［)!#—)!!］。算法的执行过程好像进行拍卖，靠未被分派的人们同时

投标争买物品来提高价格，一旦所有人投标以后，物品卖给最高的投标者。这个算法也可以

解释为一个求解对偶问题的某类松弛方法。对于特殊的运算，它的最坏情形的复杂性则是

6（:;7B<（(<）），这里: 是节点数，;是弧数，<是最大绝对目标值。计算结果表明，对于
大型问题，这个算法甚至在不利用并行性优势的情况下，可以与现存的方法媲美。当在并行

机上执行时，算法可以很高阶地加速。

我国学者在大线性问题的研究方面也取得了一定的进展。)(5’年，叶秉如发表了求解
线性规划的一个新算法，他称之为最小减优率法［)!&］，其原理与)(5"年所提出方法［)!’］相
·")·



同。它是一种“以线性规划问题约束凸集的基本特性和耦合约束对解的影响的基本法则为

出发点的另一计算分解问题”的方法，先不考虑耦合约束，形成子问题，利用最小减优率的概

念，从子问题的解推求有耦合约束的线性规划最优解。)(5&年，何炳生［)!5］发表了求解线性
规划的鞍点法，其原理是构造罚函数把线性问题转化为非线性问题来求解。

!!#!$!本节小结
本节主要介绍了大线性规划的各种算法。线性规划的实用算法非常重要，该问题成

为各国系统工程领域的研究热点之一。近二十年来最重要的研究成果是 [90890S90算
法，但其实用程序没有公布［)!(］。重要算法-9:FW?<HRB7J/提出的大线性问题分解方法在
大型非线性领域取得了很大的成功，但在求解大线性问题方面并不十分理想，其他各种

方法不是距实用尚有一段距离，就是算法本身有一定的限制，因此大线性问题有待于进

一步研究。

4)!$!大型非线性问题的建模理论与方法概述

对于大型非线性问题，由于其复杂性，目前的建模理论和方法主要采用递阶、混合和广

义模型。

!!$!!!大型非线性系统的递阶模型概述
在-9:FW?<与 RB7J/的工作基础上，)(’"年 X/=90BD?@在研究互联系统的优化时，首次

对大系统非线性规划分解协调技术的理论基础———拉格朗日乘子理论的基本概念作了精确

的描述，并明确地提出了大系统优化的分解协调算法［)&"］。此后 V9?8/=等人又进一步完善
了这一方法［)&)］。就国内而言，)(5"年叶秉如提出了求解线性或非线性规划的二维分解算
法［)!’］，)(5!年胡振鹏提出了递阶分解聚合模型算法［)&#］，)(5(年叶秉如、董增川又在二维
分解算法的基础上提出了线性规划的降维算法［)$］。现在，大系统递阶模型及其优化方法已

得到了长足发展和广泛应用。

)!大系统分解 协调递阶模型
大系统分解 协调递阶模型是目前最常用的大系统优化模型，建立这一模型的基本思路

是：首先，将一个复杂的大系统按照具体情况和需要划分为若干规模较小、结构比较简单的

子系统；其次，采用一般的优化方法对各子系统分别择优，实现各子系统的局部最优化；然

后，再根据整个大系统的总任务和总目标，修改调整各子系统的输入和决策，使各子系统“相

互协调配合”，实现大系统的全局最优化。

这种优化方法实际上是一种降维技术，即把一个具有多维问题的大系统分解为比较简

单、维数较少的子系统。这种方法也是一种迭代技术，即各个子系统通过择优得到的结果还

要进行反复协调修改，直到满足整个系统全局最优为止。协调通过迭代进行，以迭代换取降

维，但这决不意味着增加计算时间，恰恰相反，它能大大减少计算时间。

一个大系统一般都可以分为若干层子系统，形成多层结构，在下一层进行分解，在上一

层进行协调。分解的特征是暂时割裂各子系统之间的联系，让各子系统分别择优；协调的特

征是恢复各子系统之间的联系和制约，以求得整个系统的最优。分解和协调在上下层之间

·))·



交替进行，这种交替递推可以扩大到更多的层次。

这种优化模型及方法既照顾了各个子系统的局部最优，也满足了整个系统全局最优的

要求。实际上，没有各子系统的局部优化，决不会得到整个系统的全局最优。所以，为了得

到全局最优，就得对各子系统进行协调修正，最小限度地牺牲某些子系统的局部利益。这种

梯阶模型是各种大系统（包括工程和非工程的）普遍采用的结构模式，在日常生活中经常见

到，只是过去没有给以定量描述而已。

通过二十多年来的研究与应用，关于非线性大系统的分解 协调国内外已提出了许多算

法［)&%—)&(］，它们大致可以归结为目标协调法、模型协调法和混合协调法三种基本类型。下面

将以一个两层递阶系统为例，论述这种优化方法。假设所研究的两层递阶系统如图)+#所
示，可以划分成( 个子系统。每一个子系统的数学模型可以以其中任一子系统&（见图)+%）
为例予以描述。

图!’"!两层递阶结构
!!

图!’#!第(个子系统

设：!&既是对总系统也是对第&个子系统的输入（即来自总系统之外的扰动或其他无法
影响的固定输入），维数为%’&；$&为由其他子系统提供的中间输入，维数为%*&；)&为对第

&个子系统的控制变量，维数为%%&；*&既是子系统又是总系统的输出，维数为%=&；+&只是
子系统&的输出，它对其他子系统起输入的作用，维数为%>&。
子系统的描述方程为

+& $"&（)&，$&）

*& $?&（)&，$&! ）
（)+)#）

子系统之间的关联为

$& $"
(

1$)
#&1+1 （)+)%）

式中，#&1为%*&4%>1 的互联矩阵。
系统的目标函数为

89E@$"
(

&$)
A&（)&，$&） （)+)$）

系统的拉氏函数为

7$"
(

&$)
A&（)&，$&）2"

(

&$)
!5&（"&/+&）2"

(

&$)
"5& $&/"

(

1$)
#&1+" #1 （)+)!）

式中，!&，"&分别为拉氏乘子向量，若假定这些等式约束是独立的，函数A&和"&是连续和一
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阶连续可微的，则最优解应满足以下必要条件：

.7

.$& $
.A&
.$&2

."&

.$" #&5!&2"& $"
.7
.)& $

.A&

.)&2
."&
.)" #&5!& $"

.7

.+& $/!&/"
(

1$)
#5&1"1 $"

.7

.!&
$"&/+& $"

.7

."&
$$&/"

(

1$)
#&1+1 $"

（)+)&）

这样形成的两级递阶结构的分解 协调，实际上就是在上下级之间不断交换信息的一种

迭代优化过程，一般先由上级对下级发出指令（即给定协调变量值），然后各子系统经各自优

化决策后向上级汇报（即送回反馈变量），从优化总系统的角度出发再向下级发出指令（即修

改协调变量），如此反复迭代，最后达到整个系统的最优。在上下级（层）迭代过程中，由于所

采用的协调变量不同，便得到了大系统分解 协调的三种基本算法，即目标协调法、模型协调

法和混合协调法。

三种算法的分解 协调结构见图)+$—图)+&。

图!’$!目标协调法递阶结构

图!’%!模型协调法递阶结构
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