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随机误差不E实际相同的测量条件下，多次测量同一量时，绝对恒和11苦号以不可顶寇的

方式变化着的误差。例如局部空气素流、祖度小量变化、电踞的电压小量起伏等引起的测量

误差属随机误差。此外对准误差和估读误差也属随机误差。

拉大误差 l也 i ii在规;江条件下预期的误差。如读错或记错数、计算错误、仪器调辖错误

科1实验条件突变等所引起的误差 。 含有粗大误差的测量值都应剔除.

;).精度与不确定度

反映测量结果与真值接近程度的量，称为精度。精度高则误差小。精度又分为:

精密度反映随机误差大小的程度。

正确度反映系统误差大小的程度.

准确度(精确度)反映系统误差与随机误差综合大小的程度。亦即表示测量结果与真值

的接近程度.

在实验和测量中，还常用到表示误差的一个重要概念一一'不确定度.

测量的不确定度是对被测量的真值所处的量值范围的一个评定.它包含了两类不同的分

量 z A类一一可以将一组测得值通过统计方法计算得到的那些分量，用统计方差 S ~(或实验

标准偏差 S ， )表征 ; B类一一-可以用经验或在其他己知信息基础上进行评定的那些分量，以

估计方差 U~表征。两类不确定度通常用下式求出合成不确定度 σ

σ=../5了二\- Uτ

需要时，可对合成不确定度乘一个因子 h而得到综合不确定度 hσ .

精密度通常用 A类不确定度表示，对未定系统误差可用 B类不确定度估算，测量的准

确度只能用测量的合成不确定度(或综合不确运度)来表征。

误惹来源、分类和精度、不确定度等，可用罔 1 -1概括地表示.

二、随机惧瞿

在相同的测量条件下，对同一量进行多次重复测量，得到一系列测量值(常称测量列)，

它们都含有不同的随机误差。随机误差的单次出现没有什么规律，但就误差的总体而言，却

具有相互抵偿的统计规律性。相互抵偿是指这一系列随机误差 δ 1 <5 2." ...δn 的 算术平均值随

测量次数"的增大而趋于零。即

limδ1+δ2 十… 十δn ' .....
11+国 n

式中 δ j =X j 二 α 。

其中 ao为真值1们为各次测量值。

1.随机误差的评价

因为单个误差值可太可小，为了表明该条件下的测量拮72号皮，引入如下的误差z

均方根误差(又称标准偏差j均方根误差是各误差平方的算术平均值内开jf，即

(I-I)

σ= 2δi

n

(1-2)

干均误差平均误差是各误差绝对值的算术平均值，即

一:i-吨



~ 16.1 (1-3)

或然误差将误差取绝对值后，按大小排列，中间的误差称或然误差人

叭队 ρ 都是在该条件下代表一次测量的误差数值， 用来表明一次测量的误差的平均大

小.…般说，设备愈好.外界条件愈稳定，技术水平愈高，它们就愈小.

σ、 0 、 ρ 都可作为测量列中单次测量不可靠性的评定标准 ， 但由于σ随n 的变 化 比 较

小，又能将危害大的大误差充分反映出来，而且还是表征误差分布的一个重要数字特征，所

以在测量工作中最常用均方根误差。由于二上k述原原'因，故常称σ为"测量列中单次测量的标准

偏差

极F限民误差各误差实际不应超过的某才个亏界限.极限误差由土t xσ所确定 • t 是 一 个 系

数，它由误差分布决定，误差分布不同t也不同。p例如正态分布通常取t= 3 .

2. 正态分布

若随机误差是由测量过程中多个互不相关的因素引起测量值微量变化而综合形成的，那

末，这个测量的误差分布将服从正态分布。由于大多数随机误差均服从正态分布，所以正态

分布是极其重要、极其有用的.

服从正态分布的随机误差具有如下特征z

单峰性绝对值小的误差比绝对值大的误差出现的概率大:

对称性绝对值相等的正误差·与负误差出现的概率相等;

有界性在一定测量条件下，随机误差的绝对值不会超过一起限度3 1

抵倍，性随机误差的算术平均值随着测量次数的不断增加而趋于零，即

巴士2 δ卢O
♂

服从正态分布的随机误差，其概率密度函数①为

az
f(的=dJEF e 空σ Z

、
，
f

aazl，
，
‘
、

I(δ )的 Ill ! 线如l 罔 1 -2 历'站⑦ ， 称为正态分布曲线.

同 1 一2曲线1亨的而积求治概率③。例如误差位于[一σ， + σ]区间内的概率为

jf(仰= j J卢-5dM 6m

①概率密度函数是分布函数 F (x)的微商 (如果它存在)

dF(x)
f(x)z-EZ一= j(δ)

分布函数F(x ) 定义为 2 对任意值 X . 给出随机变量 t 小于 x白宫概率由包iii数 • F(x)1l=P{«在 ) . F(:x)=/(~)d"

=Jf(b)dδ .

②图中的曲线是取σ= 1时作出的.

③显然，曲线下的全部面积为1 . J 二! (O ) dO = l ，

?吃~「



这个面积在图 1-2中是划阴影线的部份.川

误差位于〔一2σ，十2σJ，( -3σ ， 十3σ〉区间内的概率分别为0.9544 和0.9973 .由于误

差超出(- 3a， t 3σ〕的概率仅为 1 -0 . 99 7 3 = 0 . 27侈，即 3 70次重复测量中仅有一次会超出

界限，实际测量一般不超过 20次，故常以士3σ作为服从正态分布的测量的极限误差.

随机误差 6的数学期望，即 n→∞时们的平均值为

E=I δf(δ)dδ= 0 (1-5)

随机变量c的方差可以表示为

(1-6)D(5)=j::叫(仰=σ2

随机误差δ的平均误差为

(1 - 7)
+00

0= I IδIf(δ)dδ=0.7979σ句0.8σ

(1-8)

根据或然误差P的定义可知

pf(δ)d6=÷

故 P 与 σ、 0的关系为

ρ=0.6745σ=0 . 845 3 0

前面讲过， σ可作为测量列中单次测量不可靠性的评定标准。这个结论可通过图1-3得

到进一步说明。因中给出了三条σ大小不同的正态分布曲线。可以看出，σ越小，曲线越

高耸而狭窄，随机误差的分布越密集，表明测量的精密度越高:相反，σ越大，曲线越低矮而

宽展，随机误差分布越稀散，精密度就越低(\到中三条曲线1、-i可但闸的闻机皆为1 ) •
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图 1 -3 不同 σ的正态分布曲线图 \ -2 正态分布曲线

3. 算术平均值

对某一量进行一系列等精度测量指在完成一系列测量时，仪器性能、测量方法、操作技

术和外界条件都可认为没什么改变的(测量) ，测得值为

Xl , X2 , … , X fI

取算术平均值

x=专(X l 十元 2 十… 十叫

向于每个测得值是等精度的，因此它们的可靠程度应该是一样的，而算术平均值就具有

(1-9)

l-R 『



这…简单特性.其次，如果这一测量无系统误差，则式(1-1 )中的队是随机误差，由式

(卜1)求和得

2 •

00寸 l: X i - ~ 2 δ 4

以所
nu•nf/ZU

"TJf
中
何

t
r
』脐∞『

n
当知可性偿以忧

川

的差误机随.国

x=去 2 们叫a o

虽然实际上测量次数是有限的，但我们还是把算术平均值近似地作为真值。

根据最小二乘原理，最能代表这测量列的值(称为最佳值)是各测得值对这个值的偏差

的平方和为最小。设Xo是这个最佳值，则有

!(Xo)= l (X ,-xo)2=min

为极小时， !'(坷。) = 0 ， 可得

xczt2xt 斗
、

ttl此可见 ， 在同一测量条件下 ， 测量列的最佳{直是算术平均值。

测量列中测得值Xi与该列的算术平均值之差h称残余误差，亦简称残差.

残差有以下，两个性质:

残Jlt~的代数和悖于哮， fl[J

2: ( X , - ;<:) :中。 (1'-10)

残去的3)1. if却为最小

2: :，，~ = min (1-11 )

这是指t~算术干均值作为结果，具有最小的残差平方和:而用其他方式得到的结果，其残差

平方和都比由 2付出的大。

4. 算术平均值的标准偏差

由于存在随机误差 ， x 也是一个随机变量 ， 它是以 α 。 为均值的正态 分 布 • x 的标准偏

差可由下述方法求iH O

设有m个测量列，每列皆进行 n次等精度测量，各测量列中单次测量的标准偏差民相吁，

I1P σ4=σ$2…=σmEσ

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



各测量列的真误差

δ王 t 白 x ， - (t o

由此算术平均值的标准偏差为

i= 1 ， 去 ， … ， m

何=';o :q +δ叮 +比 (1-12)

因为 (} z j=山 δ川 ， 故当 n适当大时 ，

2δ:1

rl1 起义

2δj )0 jk 趋于零(其中同)，近似得

zz1 ,2 , … , m

则有

•
σ?=;2 叫

62=102
oil n ‘' 20;stmσ2I I!

代入式( 1一1 2 ) 1~算术平均值的标准偏差为

σ

σ王=)-z凶
'v n

( I 一13)

由此时‘知，增加测量次数可提高测量精度。但因 σ圣 jj n 的 平方根成&O r忆 ， )故 )(1 '1>10

以后， σ王己惊小得非常援慢。而且，n 愈大愈难做到测量条扑不变 ， 因此 一 般 Jbiz n~10 较

为适宜.

5. 用 残差计算标准偏肇

当被拙IJ量的真也为本天11时，必须用践差来计算际准偏差。rl1λ ( ] - ] )如l

o,= x ,- ao

0 ， 坦= x ， -f十 f - a o =v ， 十 δa

上式平方后相加，得

2δ~= l v~ 十时

因为 δz=j264

n26:十 立，64δ J 1 ~ 肘. ] •
0;=p(264)22万 · r J →句7[· 丁斗=7FσZ

其中，当 n充分大时(实用'II取 4f fZ / l o)，队的分布满足对称性，

~-L δ j zh ; 2 v i寸σ 2

l血2Ah=υ ， 那么
‘ φ J

阿

甲- ( -帽



式中用符号 s 代替 σ，使近似式变为等式，则得
}SIF­

-v 阳
气
问
44-4

飞

4

'-

n

(• 14)

式( 1 - 1 4)表示，在有限次测量中，标准偏差σ用残差求出的 S来佑计。称 s J正 σ的最佳估计

量。

同样，算术平均值的标准偏差用日估计

s
S-;=.; n (1-15)

6. 测量的不确定庭

单次测量的不确定度和算术平均值的不确寇度可以各自的标准偏差乘以置信因于h①表

示。 nil

δIlmz=土 ks (1-16)

δII m言= 土 ks言 ( 1- 1 7 )

通常取k= 3.这是建立在正态分布上，置信概率p= 0 . 99 7 3 ， n→∞时的置信因子(若取

p=O .95 ， 则k= 1.96) 。 测量次数少时 ， 按正态分布得到的 h 值计算 出 δ 1 i fiZ和 δ 1 1m言， 以

此作为实际精度的评价还是过高的，因为这时把习和 S2作为 σ;和"的估计，就有不太小

的概率把 σ3和 σ2估计过好了.例如当 n=4时 ， S2 有 1 0 % 的 概 率 比 σ 2 小 4 . 1 3 倍 。 n =

2 ....，3 时 ， 对结果进行这种精度估计就无意义了 。 因此， 测量次数比较 少 时 ， 计算不确定度

δIi mz 和δ1 i町 的置信因子要适当增大， 这时采用 由 " t 分布 " (又称学生分布)得出 不 同 置

信概率p下的临界值 t p 进行计算较合适J 即计算式为

δl imz= 土 tps

Ollmz= 土 t ps正

(1-18)

( 1-19)

式中的 t p 由测量次数 n 和给寇的置信概率 p 查 t 分布表得出 。

表 1- 1 列出 n= 3 ....， 1 0 ; p=0.682(适用于实验的不确定度) 、 p= 0 . 9 5 和 0 . 9 9 的 t p 值 .

表 1 -1 t 分布 临界值表

n s 4 5 6 T s 9 10

R

tO.682

tO.95

tO.99

1. 32 1. 20 1. 14
­1•1

1. 09 1. 08 1. 07 1. 06

4.30 3.18 2.78 2.E7 2.45 2.37 2.31 2.26

9.93 5.84 4.60 4.03 3.71 3.50 3.36 3.25

①置信因子(Conf ide nce factor)--遵从一忘概率分布的某项误差对于所给置信概率 (按- 定概率分布绘出某未知

参数-个估计区间，该区问能包含这个未知参数的概率，叫做置信概率〉的误差限e 与标准偏 差 σ之比 ， 即 k = e/σ. 也可
称置信系数.

-3 一



角分布.本节周到的 t分布，请参阅肖明耀著的《误差理论与应用》等书籍，这里不作介绍.

均匀分布(又称等概率分布)随机误差在区间 (- A ， +A)各处出现概率 相 等 ， 在区间

外概率为零，如图 1-4所示。例如用显微镜或望远镜对物体进行调焦时，调焦在物体景深范

围内任一点，象都是清晰的，超出景深范围就不清晰了.所以调焦误差(显微镜实际调焦点

到物面的轴向距离)服从均匀分布规律。此外，用眼睛瞄准产生的误差和度盘刻度误差所产

生的角值误差等均为均匀分布误差。

f (~)

1/2J

I(的 111/4

- .t-A + ..:1 6 +..:1 4'

图 1 --4 均匀分布的分布密度 图Hi 三角分布的分布密度

均匀分布的分布密度f(δ)见图 14 .
1-A

q
μ
A
U

-­、
n
'
'

auf
t
飞

,
?
J

|δ!ζA

161 >A

它的数学期望

E=fjO!(制。=
3 元

旦~do= o
-.I 2A

它的方差

fA fAδ2A Z

σ2=jmJrf(仰zj-AEZdh3

A
σ=-4(l-20〉

.v' 3

式( t-20) 说明 ， 均匀分布的标准偏差为极限误差的 1/.v' 3 。

三角分布右:随扫Lf支量3 14η都在(-.1/2， L1/2 )上均匀分布且独立 ， 则 δ = S' + 1J 服从三

角分布。

其分布密度见图 l一5 .

f(δ ) =

A+δ

L1 2

A一δ
L1 2

一A罢王δ<0

O~δ< ，1

o 其他

它的数学期望E= O

方差

σ2 _ L1 2

6
(1- 21)

-9 咽'



在光学测量中，两条平行线经透镜成象，逐渐改变垂轴放大率，直到平行线象与象面上

的两条平行线同时对准时，对准误差服从三角分布。

上述三种分布的比较，且表 1-2 0

表 1-2 三 种分布 的 t 和 σ 2

…一一一
E

一 一
'

分布名称 t= .d/σ 0' 2

正

均

态
匀
角

3
(P=0.9973)

..Is

..16

向
四
叶
、

d

Ah
u

ff/JF/212jAJ

一

一一
圈内

一 一
甲 响

三、粗大误疆的判断

粗大误差明显歪曲了测量结果，含粗差的坏值应该别除不用。如果在测量过程中友现读

?Afii ifi击敬 、 或操作错 、 或外界条件突变而产生了坏值 ， 则应随时发现随时别除 。 但当整个

iV!17注元 i起后 ， '在得到的测量列中往往会有个别数据和其余比较，相差较大，如果能分析出明

确的物理或技术方阔的以因，证实它是坏值，当然应该舍弃。然而这种分析常常是做不到的，

于足 fE YPJ成凭个人主观判断来决定数据的取舍。 这就很可能把相近的〉支配留 ， 而舍弃相差校

大的生吃，造成!拉{匠的精密度高的结果。当测量;次敖较少时，还会产生人为的系统误差。为了

能作 iU ft盟的判断 ， f但在采用格拉布斯(G r ub b s )判断准则 。

常见的判断准则有五种，它们是 z拉依达 (P a.tt m a )准则、 ri 维 朝1) ( eha 11venet 川l - M1j 、

格拉布斯准则、 t检验准则和狄克逊 (D ixon)准则。大量的试验，特别是我国几位学者对这

些准则作的大量分析和试验证明，格拉布斯准则的效果最好。它比拉依达准则丰 II r'j 继勒 If£ ~!才

可靠，又比 t检验准则宽，比狄克逊准则严，因而宽严适宜。

格拉布斯准则判定步骤如下=设对某物理量作可:精度独立 1~!~ .~， ifr!l] 1日·他 山 小王lj大 ~n:.列为

Xl 、 X 2 、…、 Xn

1° 选寇风险率α.α指判定是坏值 ， 实际上不是坏值而犯了错误的概率。 通常i民α=5.0%

或 1 . 0 % 。

2° 计算判寇值T . 如果x l :§..ltx It是可怀疑的，则 T= (f -X l )/S或 T= (x R 一 x )/S。其中

算计式下用劣

"YAM

一
一

事
由

问艺(X l→) 2

n-1

3° 由表1-3查出T(n ， 的值.
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4\ 若T二三T ( n ， α ) ，则所怀疑值是坏值，应予舍弃:若T<T(n，的，则此值不能以

风险卒α舍去，而认为是有效的。

四、系统误差的发现和消除

曾经有这样的例子，一台新设计的测量仪器，因缺乏严格的检起标准和手段，只对仪器

测量的重复性作了检寇，就断言仪器测量的准确度高。以后，经过一段时期的使用实践，对

仪器产生测量误差的因素有了比较透彻的了解，才发现原仪器还隐藏有显著的系统误差。经

采用一起的测试技术措施，基本消除它以后，仪器的测量准确度才大为提高。因此，在一

个测量过程中，如何发现并消除系统误差也是很重要的。但是，处理系统误差不象随机误差

那样，全都用概率统计的方法，而是采取以具体的测试技术措施为主、数据处理为辅的方

法。这里，只简单介绍几个较为普遍的方法。

1.系统误疆的发现

预检法在同一测试条件下，将被检仪器多次重复测得的均值，与用更高一级的仪器或

标准量具测得的均值相比较，取其差值即为系统误差。通常将系统误差~o与同一测试情况下

获得的随机误差σ(均方根误差)作比较，如果

I~ol <1- 22)
σ

n

n

(b)

Cd)

D

峙.

。

U

。

n

­n••

(a)

Cc)

。! : 7 · J . . . .·

则认为 ~o是显著系统误差，应加以消除或校正;反之，则可将~o归入随机误差中一并处

理.

数据处理法·由于变值系统误差将影响 U

一系列测量数据的随机性，因而可通过各种

数据统计判断的方法来发现它。

图 1-6是依测量次序排列的残盖散点

图。散点图的变化趋势取决于系统误差的变

化规律，散点图中的微小波动是由随机误差 p

造成的。因 1-6 (α) 说 明不存在规律性变化

的系统误差，但存在常值误差的可能性尚无

法排除(用统计判断法无法发现常值系统误

差) .图 1-6 (b) 说明存在线性系统误差。 图

1-6 (c)说明存在周期性系统误差 。 因 卜6 ( d )

说明存在复杂规律的系统误恙。因 l -G 残差散点图

用以上散点图的观察法检验系统误差，简捷直观，但欠缺明确的检验界限。另有一些数

据统计判断的方法，可参见沙庄园编苦的《实验数据处理》吁:书宿。

2. 系统误差的消除

在测量过程中，如发现有显若的系统误差，必须采取措施消除。消除的方法太致有如下

几种途径 t

在测量结果中加入修正值例如测量玻硝折射率时，测量值随环境温度而变化，可以实

验统计得一条依复杂规律变化的 Illl线 n = n ( t) ，j!}恨时 ift!~量时的环境温度，修正为标准温度

的折射率值.
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选择适当的测量方法某些测量方法可使系统误差互相抵消，而不致带入测量结果之中.

例如度盘的刻划误差有正有负有大有小，是?中未寇的系统误恙。为减小测量误差，可多次

改变度盘位置测量读数后取均值。又如采用差分干涉法消除干涉仪固有的波象差等。

消除产生系统误差的因素例如测微器螺杆的螺纹有间隙造成空行程，可以采用单行程

测量的办法消去空回带入的误差因素。

五、间接湖蛊i吴萃的传遍

在光学测量中，许多光学量都通过间接测量方法未获得结果。就是说，某一个量 V，它

不能直接测出，需要通过测量另外两个(或两个以上)独立量叫fly后，用公式计算出来.

如果量'骂和y的某一次测量的真误差(与真值之差)为占5平I1 L\ y ， l~l ，;l x ， D. y .t挝 、 y相比很

小，所以相应量Y的真民主( !1V可近似由下式求得

aV ,\.., aV …!1V =-一- !1x 十 二→ !1 v
a♂ ay -.-

当以σs 、 σg表示x 、 y的标准偏差时，相)iY.V的标准俯是σv应该JH 下 rllj Hi: 导 tii 的公式计

算。由于!1x ， !1 y :是两个独立的随机变量 ， 且aV/3x 、 avlay 在误差洛因 内是常量 ， I臼 概率

论可知: T，\Jj随机变量和l的方主 吁:1112:们各 内 的力-泣之 于iI ， 巳II

/ay ay16/ayl/aY 飞D(AV)zD(-Ax+-Ay lJDlA.τ)十D ( 二 →← L\ y )
飞 ax --, Oy ~.- J 飞 OX ,.... J 飞 Oy L'-' J

其中

也

n(在 !1x )刊号rD(L~X ) ， n(名叫=( ~~ f D(!1 y )

又 D( !1V ) = σ l ， D( !1x ) = σL D(Ay ): σ2 ， 故得

σvz吹号rσi+(名rσ; ( 1-23)

;住 I(U )，.之，当罩;Y;旺多个独立的直按测得最X I , X2 …h的 函数 V=V (X I . X2 …X")时，
Y的柯:准偏差σv按下式计算 :

σv = ，f( ::二rσzi十(汇r山 (1一24)

例测量一望远物镜的焦距.当测得无限远的物体在物铺焦面上成象的太小句'及其对

应的视场角 2ω(且图 1-7)后，应用公式

fF-Y'
tgω

算出物镜的焦距。

设测得象高2y ' = 1 0mm，其标准偏差σg= 0 . O l mII1 ;视杨角2ω= 3 °，0'.. = O . 00 005 r a d .

物镜的焦距为

I' =-.芝→=190 .94mm
tg1°30'
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