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前摇摇言

摇摇本书是作者在承担教育部“圆员世纪高职高专教育机械基础课程教学内容体系
改革与实践”和广东省高教厅“高职高专教育机电类专业教学内容体系改革与实

践”项目研究基础上，结合多年从事教学、科研开发与生产实践的经验编写的。

高职高专专业设置岗位针对性强，要求有较强的实践能力和解决生产、建设、

管理、服务一线问题的综合能力。这种特点使得高等职业技术教育的理论课时大

为减少，导致目前高职院校的学生不是基础理论学得太少，就是基础理论学的“夹

生”，甚至成为公式、定理的记忆机器，难以在解决实际问题中发挥作用。如何在

基本理论“适度、够用”的原则下，重构课程内容体系，是高职教育面临的重大课

题。

《机械基础》课程涉及内容较广，且无明确的界定。但是在实践中，涉及机械

基础的理论、概念、方法却是广泛的。为了满足高职教育特点、适合机电类不同专

业的需要，本项目的“机械基础课程教学内容体系”已超越了传统的《机械基础》课

程的基本内容体系，由本教材和《实用机械设计基础》、《机械应用基础》教材来实

现。《工程应用数学》主要以高等数学和理论力学为基本内容，同时还包括了线性

代数、矢量代数、常微分方程、振动理论及流体力学等内容，形成了相关理论内容

的关联应用体系，以增加学生的学习兴趣和理论内容的灵活掌握。《实用机械设

计基础》以机械设计、材料力学为基本内容，包括机械系统涉及的材料、液压与电

动机驱动、动力平衡等，形成了对机械系统进行分析、构建与应用的综合应用体

系，以增强学生对机械系统的分析与构建的实践应用能力。《机械应用基础》则以

机械基础为基本内容，包括常用机械（构）的原理、结构、使用、维护中所涉及的机

构、零件、材料、公差配合、驱动、平衡及效率等内容，形成对机械系统进行使用与

维护的综合应用体系，以增强学生对机械系统认识、使用与维护的实际综合应用

能力。

《工程应用数学》将高等数学和理论力学有机地结合在一起，将高等数学、理

论力学、机械设计相关内容进行合理编排，让学生在相对较少的学时内学到的更

多、学得更好、用得更活是编者的心愿。

《工程应用数学》是“机械基础课程教学内容体系”改革的一部分。对高职高此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



专机电类专业的学生，主要以上册内容为主，下册内容可根据专业进行选取。《工

程应用数学》教学内容的选取，应根据专业要求，结合后续的《实用机械设计基础》

或《机械应用基础》教学内容综合考虑。以真正实现高职高专教育面向实际、面向

岗位、面向应用的目的。

参加本书编写的有：刘中瑞（第员、圆、怨章），贺萍（第猿、源章），舒虹（第缘、远
章），万金保（第 苑、愿章），康晓红（第 员园章），周旭光（第 员员章），王文智（第 员圆
章），董铸荣（第员猿章），夏毓鹏（第员源章）。全书由万金保主编。
由于编者水平有限，缺点、错误及不妥之处在所难免，恳请广大读者批评指

正，并提出宝贵的意见和建议。

编摇摇者
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第员篇摇数学与力学基础

第员章摇矩阵与线性方程组

矩阵是一种重要的数学工具，在经济工作和工程问题中有着广泛的应用。本

章介绍矩阵的基本知识，包括矩阵的概念和运算，矩阵的初等变换，矩阵的逆矩

阵，以及以矩阵为工具求解线性方程组。

员郾员摇矩阵及其运算

员郾员郾员摇矩阵的概念
引例员摇设工厂生产粤、月、悦三种产品，需要甲、乙、丙、丁四种原材料，其用量

如表员鄄员所示。
表摇员鄄员摇 （单位：伊员园猿噪早）

甲材料 乙材料 丙材料 丁材料

粤产品 员 圆 猿 源

月产品 圆 猿 员 猿

悦产品 猿 圆 源 员

摇摇如果取出表中的数据并保持原来的相对位置，则可以得到一个排列成长方形
的数表

员摇圆摇猿摇源
圆摇猿摇员摇猿









猿摇圆摇源摇员

摇摇引例圆摇在灶个未知数、皂个方程的线性方程组
葬员员曾员垣葬员圆曾圆垣⋯ 垣葬员灶曾灶 越遭员
葬圆员曾员垣葬圆圆曾圆垣⋯ 垣葬圆灶曾灶 越遭圆
摇摇摇摇摇摇摇摇摇
葬皂员曾员垣葬皂圆曾圆垣⋯ 垣葬皂灶曾灶 越遭










皂

（员鄄员）

中，如果把未知数曾员，曾圆，⋯ ，曾灶前的系数
葬蚤躁（蚤越员，圆，⋯，皂；摇躁越员，圆，⋯，灶）



和常数项

遭蚤（蚤越员，圆，⋯，皂）
按原有的顺序写出，也得到一个皂行灶垣员列的长方形数表

葬员员 葬员圆 ⋯ 葬员灶 遭员
葬圆员 葬圆圆 ⋯ 葬圆灶 遭圆
   
葬皂员 葬皂圆 ⋯ 葬皂灶 遭












皂

由上面的两个引例可见，对于这一类的问题可以用不同的长方形数表来表示，数

学上把这样的长方形数表称为矩阵。由此看来，矩阵就是数字表格的抽象形式。

定义员鄄员摇由皂伊灶个数葬蚤躁（蚤越员，圆，⋯，皂；躁越员，圆，⋯，灶）排成 皂行 灶列的长
方形数表称为一个皂伊灶矩阵。通常用大写字母粤，月，悦，⋯等表示矩阵，记作

粤越

葬员员 葬员圆 ⋯ 葬员灶
葬圆员 葬圆圆 ⋯ 葬圆灶
  
葬皂员 葬皂圆 ⋯ 葬












皂灶

摇摇矩阵粤中的横排称为矩阵的行，纵排称为矩阵的列。数葬蚤躁称为矩阵粤中第 蚤
行第躁列的元素。葬蚤躁的下标蚤称为行标，下标 躁称为列标，分别表示元素 葬蚤躁在矩阵
粤中所处的行列位置。
在需要标明矩阵 粤行数 皂和列数 灶时，可写成 粤皂伊灶。矩阵 粤有时也记作

（葬蚤躁），或者（葬蚤躁）皂伊灶。
所有元素均为园的矩阵称为零矩阵，用园皂伊灶或园表示。
只有一行元素的矩阵

（葬员摇葬圆摇⋯摇葬灶）
称为行矩阵。

只有一列元素的矩阵

葬员
葬圆

葬












皂

称为列矩阵。

为了叙述方便，将矩阵中元素全部为园的行称为零行；元素不全为园的行称为
非零行。

如果从矩阵粤的第二行起，每一行第一个非零元素的列标都大于上一行第一
个非零元素的列标，并且矩阵粤中零行（如果存在的话）下面不再有非零行，则称

圆第员篇摇数学与力学基础



矩阵粤为阶梯形矩阵。以下为几个阶梯矩阵的例子：

源摇圆摇猿( )园摇园摇员
摇摇
园摇猿摇缘
园摇园摇猿









园摇园摇园
摇摇
源摇圆摇缘
园摇猿摇圆









园摇园摇猿

摇摇当矩阵粤的行数皂等于列数灶时，称矩阵粤为灶（皂）阶方阵。
特别地，规定一阶方阵就是一个数，即

粤越（葬）越葬
摇摇方阵粤中从左上角到右下角由元素 葬员员，葬圆圆，⋯，葬灶灶连成的直线称为方阵 粤的
主对角线。

如果方阵粤中主对角线左下方的元素均为园，则称粤为上三角矩阵，即

粤越

葬员员 葬员圆 ⋯ 葬员灶
葬圆圆 ⋯ 葬圆灶

 
葬












灶灶

摇摇类似地，形如
葬员员
葬圆员 葬圆圆
  
葬灶员 葬灶圆 ⋯ 葬












灶灶

的方阵称为下三角矩阵。

上、下三角矩阵统称为三角矩阵。

如果方阵粤中除主对角线上的元素之外，其他的元素全为园，则称粤为对角矩
阵。即

粤越

葬员员
葬圆圆


葬












灶灶

容易看出，当且仅当方阵粤既是上三角矩阵又是下三角矩阵时才为对角矩阵。
如果对角矩阵中的主对角线上的元素全为员，则称之为单位矩阵，记为耘，即

耘越

员
员












员
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员郾员郾圆摇矩阵的运算
员郾员郾圆郾员摇矩阵的相等
定义员鄄圆摇设矩阵粤越（葬蚤躁）皂伊灶、月越（遭蚤躁）皂伊灶，则当且仅当 葬蚤躁越遭蚤躁（蚤越员，圆，⋯，

皂；躁越员，圆，⋯，灶）时有粤越月。

由定义员鄄圆，
园摇园( )园摇园、园摇园摇园( )园摇园摇园

虽然都是园矩阵，但它们并不是相等的矩阵。

【证略】

员郾员郾圆郾圆摇矩阵的加法和减法
定义员鄄猿摇设矩阵粤越（葬蚤躁）皂伊灶、月越（遭蚤躁）皂伊灶，则矩阵粤与矩阵月的和定义为：

悦越粤垣月越（葬蚤躁垣遭蚤躁）皂伊灶。

例员鄄员摇设粤越
员摇猿摇圆( )圆摇员摇猿

，月越
员摇源摇员( )源摇猿摇圆

，求粤垣月。

解摇 粤垣月越
员摇猿摇圆( )圆摇员摇猿

垣
员摇源摇员( )源摇猿摇圆

越
员垣员 猿垣源 圆垣员( )圆垣源 员垣猿 猿垣圆

越
圆摇苑摇猿( )远摇源摇缘

容易验证矩阵的加法满足以下的规律（设粤、月、悦都是皂伊灶矩阵）：
员）矩阵的加法满足交换律、结合律，即

粤垣月越月垣粤
（粤垣月）垣悦越粤垣（月垣悦）

摇摇圆）对于任意的矩阵粤，总有粤垣园越粤。
猿）对于任意的矩阵粤，总存在惟一的矩阵月，使粤垣月越园。
把使粤垣月越园成立的矩阵月称为矩阵粤的负矩阵，记作月越原粤。
利用负矩阵定义，两个矩阵的减法可写为：

粤原月越粤垣（原月）
摇摇应该注意：只有当矩阵粤与矩阵月的行数、列数都相同时，才能进行加法或减
法的运算。

例员原圆摇设粤越
员摇猿( )圆摇源，月越 源摇圆( )猿摇员，且粤垣载越月，求载。

解摇 载越月原粤

越
源摇圆( )猿摇员 原 员摇猿( )圆摇源
越
源原员 圆原猿( )猿原圆 员原源
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越
猿摇原员( )员摇原猿

员郾员郾圆郾猿摇常数与矩阵的乘法
定义员鄄源摇常数 λ与矩阵粤越（葬蚤躁）皂伊灶的乘积记作 λ粤或粤λ，定义为

λ粤越粤λ 越λ（葬蚤躁）皂伊灶 越（λ葬蚤躁）皂伊灶

摇摇例员鄄猿摇设粤越
员摇圆摇猿
源摇缘摇远









苑摇愿摇怨
，求圆粤。

解摇 圆粤越圆
员摇圆摇猿
源摇缘摇远









苑摇愿摇怨
越
圆 源 远
愿 员园 员圆









员源 员远 员愿

容易验证数乘矩阵满足以下的算律（设粤、月为皂伊灶矩阵，λ、μ为常数）：
员）员·粤越粤；
圆）（λμ）粤越λ（μ粤）；
猿）（λ垣μ）粤越λ粤垣μ粤；
源）λ（粤垣月）越λ粤垣λ月。

员郾员郾圆郾源摇矩阵与矩阵的乘法
定义员鄄缘摇设有皂伊泽矩阵粤越（葬蚤噪）皂伊泽和泽伊灶矩阵月越（遭噪躁）泽伊灶，定义粤与月

的乘积矩阵是

悦越粤月越（糟蚤躁）皂伊灶
其中

糟蚤躁越葬蚤员遭员躁垣葬蚤圆遭圆躁垣⋯ 垣葬蚤泽遭泽躁越∑
泽

噪越员
葬蚤噪遭噪躁（蚤越员，圆，⋯，皂；躁越员，圆，⋯，灶）

摇摇从定义员鄄缘可见，乘积矩阵粤月越悦的第蚤行第躁列的元素糟蚤躁就是矩阵粤的第蚤
行的元素与矩阵月的第躁列的对应元素的乘积之和。但是，必须注意，只有当左边
的矩阵粤的列数等于右边的矩阵月的行数的时候，两个矩阵才能相乘，否则没有
意义。

例员鄄源摇设粤越
员摇园摇猿( )圆摇员摇园

，月越
源 员
原员 员









圆 园
，试求粤月和月粤。

解摇 粤月越
员 园 猿( )圆 员 园

源 员
原员 员









圆 园

越
员伊源垣园伊（原员）垣猿伊圆 员伊员垣园伊员垣猿伊园
圆伊源垣员伊（原员）( )垣园伊圆 圆伊员垣员伊员垣园伊园

缘第员章摇矩阵与线性方程组



越
员园 员( )苑 猿

月粤越
源 员
原员 员









圆 园

员摇园摇猿( )圆摇员摇园

越
源伊员垣员伊圆 源伊园垣员伊员 源伊猿垣员伊园
（原员）伊员垣员伊圆（原员）伊园垣员伊员（原员）伊猿垣员伊园








圆伊员垣园伊圆 圆伊园垣园伊员 圆伊猿垣园伊园

越
远 员 员圆
员 员 原猿









圆 园 远

按定义员鄄缘，元素个数相同的行矩阵与列矩阵的乘积是一个一阶矩阵，也就是
一个数。即

（葬员摇葬圆摇⋯摇葬灶）

遭员
遭圆

遭












灶

越葬员遭员垣葬圆遭圆垣⋯ 垣葬灶遭灶

摇摇从例员鄄源可以看出，粤月≠月粤。需强调指出，一般来说矩阵的乘法不满足交换
律。

矩阵乘法满足下列的规律（假设运算是可施行的）：

员）（粤月）悦越粤（月悦）；
圆）（粤垣月）悦越粤悦垣月悦；
摇悦（粤垣月）越悦粤垣悦月；
猿）λ（粤月）越（λ粤）月越粤（λ月）（λ是一个常数）；
源）粤耘越粤，耘粤越粤（耘是单位矩阵）。
当粤为灶阶方阵的时候，定义方阵的幂为

粤圆越粤粤，粤猿越粤粤粤越（粤粤）粤，⋯，粤噪越粤粤⋯

}

粤
噪个

由于矩阵的乘法不满足交换律，故一般地，（粤月）噪≠粤噪月噪。
再去考察引例圆中的灶个未知数、皂个方程的线性方程组式（员鄄员），如果令

粤越

葬员员 葬员圆 ⋯ 葬员灶
葬圆员 葬圆圆 ⋯ 葬圆灶
  
葬皂员 葬皂圆 ⋯ 葬












皂灶

，载越

曾员
曾圆

曾












灶

，月越

遭员
遭圆

遭












皂

则式（员原员）可以表示为矩阵方程
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粤载越月 （员鄄圆）
显然，在形式上式（员鄄圆）比式（员鄄员）更简单。
员郾员郾圆郾缘摇矩阵的转置
定义员鄄远摇设有皂伊灶矩阵粤，如果灶伊皂矩阵 月的第 躁行的元素恰好是矩阵

粤的第躁列的对应元素（躁越员，圆，⋯，灶），则矩阵 月称为矩阵 粤的转置矩阵，记作 月
越粤栽。

例员鄄缘摇粤越
圆摇猿
员摇源









猿摇缘
，求粤栽

解 粤栽越
圆摇员摇猿( )猿摇源摇缘

把矩阵的转置看成是一种运算，则矩阵的转置运算满足以下的规律（假设运

算是可行的）：

员）（粤栽）栽越粤；
圆）（粤垣月）栽越粤栽垣月栽；
猿）（λ粤）栽越λ粤栽；
源）（粤月）栽越月栽粤栽。
设粤为灶阶方阵，如果满足粤栽越粤，即

葬蚤躁越葬躁蚤摇（蚤，躁越员，圆，⋯，灶）
则称粤为对称矩阵。例如

粤越

员 猿 圆 缘
猿 圆 源 原员
圆 源 猿 原源
缘 原员 原











源 源

越粤栽

由于粤栽越粤，所以粤是对称矩阵。
设月是灶阶方阵，如果满足月栽越原月，即

葬蚤躁越原葬躁蚤摇（蚤，躁越员，圆，⋯，灶）

则称月是反对称矩阵。例如

月越

园 猿 圆 缘
原猿 园 源 员
原圆 原源 园 原源
原缘 原











员 源 园

越原

园 原猿 原圆 原缘
猿 园 原源 原员
圆 源 园 源
缘 员 原











源 园

越原月栽

由于月栽越原月，所以月是反对称矩阵。
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员郾圆摇矩阵的初等变换与逆矩阵

员郾圆郾员摇矩阵的初等变换
定义员鄄苑摇对矩阵粤进行下列变换：
员）互换矩阵粤任意两行的对应元素（对调蚤，躁两行，记作则蚤则躁）。
圆）用一个非零常数乘掩矩阵粤的某一行中的所有元素（第蚤行乘噪，记作则蚤伊
噪）。
猿）用一个数乘矩阵粤中的某一行的所有元素后，再加到粤的另一行对应的元
素上去（第躁行的噪倍加到第蚤行上，记作则蚤垣噪则躁）。
这三种变换称为矩阵粤的初等行变换。
把定义员鄄苑中的“行”换成“列”（所用记号“则”换成“糟”），即得矩阵 粤的初等

列变换的定义。矩阵的初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变换。

定义员鄄愿摇如果矩阵粤经过有限次初等变换变成矩阵 月，则称矩阵 粤与矩阵
月是等价的，记为粤～月。
等价是矩阵间的一种关系，它具有以下的性质：

员）反身性：每一个矩阵与它自己等价，即粤～粤。
圆）对称性：如果矩阵粤与月等价，则矩阵月与粤等价，即，若粤～月，则月～粤。
猿）传递性：若粤～月，且月～悦，则粤～悦。

例员鄄远摇设粤越

员 原圆 原员 园 圆
原圆 源 圆 远 原远
圆 原员 园 圆 猿











猿 猿 猿 猿 源

，对矩阵粤施行初等变换。

解 粤 ～
则源原猿则员
则猿原圆则员
则圆垣圆则员 员 原圆 原员 园 圆
园 园 园 远 原圆
园 猿 圆 圆 原员











园 怨 远 猿 原圆

～
则猿则源
则圆则猿
员 原圆 原员 园 圆
园 猿 圆 圆 原员
园 怨 远 猿 原圆











园 园 园 远 原圆

～
则猿原猿则圆

员 原圆 原员 园 圆
园 猿 圆 圆 原员
园 园 园 原猿 员











园 园 园 远 原圆
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～
则源垣圆则猿

员 原圆 原员 园 圆
园 猿 圆 圆 原员
园 园 园 原猿 员











园 园 园 园 园

越允 （员鄄猿）

～
糟猿糟源

员 原圆 园 原员 圆
园 猿 圆 圆 原员
园 园 原猿 园 员











园 园 园 园 园

～
糟圆垣圆糟员
糟源垣糟员
糟缘原圆糟员

员 园 园 园 园
园 猿 圆 圆 原员
园 园 原猿 园 员











园 园 园 园 园

～
糟猿原
圆
猿糟圆

糟源原
圆
猿糟圆

糟缘垣
员
猿糟圆

员 园 园 园 园
园 猿 园 园 园
园 园 原猿 园 员











园 园 园 园 园

～
糟缘垣
员
猿糟猿

员 园 园 园 园
园 猿 园 园 园
园 园 原猿 园 园











园 园 园 园 园

～
糟圆伊
员
猿

糟猿伊 原( )员猿

员 园 园 园 园
园 员 园 园 园
园 园 员 园 园











园 园 园 园 园

越陨 （员鄄源）

矩阵粤经过有限次的初等变换变成了矩阵陨。矩阵陨是一种结构非常简单的
矩阵，它的左上角是一个猿阶的单位矩阵，其他元素全是园。
对于任意一个皂伊灶矩阵粤，类似于例员鄄远的作法，经过有限次初等行变换，可

以把矩阵粤变换成阶梯矩阵（如式（员鄄猿）中的矩阵 允）。若进一步对阶梯进行初等
列变换，可以把它变换成左上角是一个则阶的单位矩阵（则≤皂蚤灶｛皂，灶｝），而其他元
素全为园的皂伊灶矩阵（如式（员鄄源）中的矩阵陨），把矩阵陨称为是矩阵粤的标准形，
则称为矩阵粤的秩，记作则越砸（粤）。
定理员鄄员摇如果矩阵粤与矩阵月等价，则必有
员）粤与月有相同的标准形；
圆）粤与月的秩相等，即砸（粤）越砸（月）。

怨第员章摇矩阵与线性方程组



【证略】

特别地，设矩阵粤是 灶阶方阵，如果 粤与 灶阶单位矩阵 耘等价（即 粤的标准
形就是灶阶单位矩阵耘），则称粤为非奇异矩阵（砸（粤）越灶），否则称 粤为奇异矩
阵。

在例员鄄远中，经过有限次的初等行变换，矩阵粤变换成矩阵允（式（员鄄猿）），矩阵
允就是一个阶梯形矩阵。
定理员鄄圆摇阶梯形矩阵的秩等于该矩阵中非零行的行数。
【证略】

由此看出，在求一个矩阵的秩的时候，只需经过有限次的初等行变换，将其变

换成一个阶梯形矩阵，算出该阶梯形矩阵的非零行的行数就可以了。

在例员鄄远中，砸（粤）越砸（允）越猿。
员郾圆郾圆摇逆矩阵
定义员鄄怨摇设粤是灶阶方阵，如果存在灶阶方阵月，使得

粤月越月粤越耘
则称矩阵粤是可逆的，矩阵月是矩阵粤的逆矩阵，记月越粤原员。
可以证明，灶阶方阵粤如果有逆矩阵，则逆矩阵是惟一的。可逆矩阵具有下列

的性质（运算有意义的话）：

员）（粤原员）原员越粤；

圆）（噪粤）原员越员噪粤
原员摇（噪为非零常数）；

猿）（粤月）原员越月原员粤原员；
源）（粤栽）原员越（粤原员）栽。
定理员鄄猿摇方阵粤可逆的充分必要条件是粤为非奇异矩阵。
【证略】

下面，介绍用初等变换来判断方阵粤是否可逆和求粤原员的方法。
将灶阶矩阵粤与灶阶单位矩阵耘并列，构造成一个 灶伊圆灶矩阵（粤渣耘），对矩

阵（粤渣耘）施行初等行变换（相当于对 粤和 耘同时施行相同的初等行变换），当把
左边的矩阵粤变换成单位矩阵耘时，右边的单位矩阵耘随之就变换成粤原员了，即

（粤渣耘） ～
初等行变换

（耘渣粤原员）
如果经过若干次初等行变换后，发现在左边的方阵中有某一行（列）的元素全变成

零了，则可以断定粤不可逆，此时粤原员不存在。

例员鄄苑摇用初等变换的方法判别矩阵粤越
圆 圆 猿
员 原员 园









原员 圆 员
和月
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