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内 容 提 要

本书将塑性力学与结构设计紧密结合，连绪论共分员缘章。主要内容有：应力应
变状态和简单应力状态下的弹塑性问题及屈服条件；全量理论和增量理论；简单弹塑

性问题及刚塑性平面问题；轴对称问题和弹塑性压杆的稳定以及刚架和板的上、下限

解；金属的拉制与压制。最后猿章中还列出了弹性和塑性力学的有限单元法并辅以
相应计算实例，以适应实际应用的需要。

本书可作为土木工程、机械工程、水利水电工程等非力学专业的研究生教材和工

程力学专业的高年级本科生教材，也可作为科研和工程技术人员的参考书。
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前摇摇言

本人与单炳梓教授合编的《工程塑性力学》是为建筑结构专业及机

械加工专业硕士研究生这一课程学习需要而编写的，因此结合两专业的

特点，分别对板的塑性理论分析和“拉制与压制”等机械加工的有关内

容作了适当加深。在正式出版之前，先油印使用，而后征求了同学与进

修教师的意见，作了全面修改与补充，于员怨愿远年由南京工学院（现东南

大学）出版社正式出版。上个世纪怨园年代后期，曾有研究生家长电话要

求购买，惜因售罄，未能提供，而编者等又无力修改请出版社重印。

圆园园苑年春，东南大学出版社与东南大学土木工程学院建筑工程系

马军副教授联系，请他修改补充，本人等自非常欢迎，补充内容也曾与编

者商讨定下，即针对教学需要和为有关专业研究生及工程技术人员提供

参考，特在每章末增补了习题，并增加有限元应用实例一章。但因本人

大病半年多仍在治疗调养中，无暇随时与马教授联系，深感不安。

在本人与另两位同行撰写的“我国钢管混凝土拱桥建设”一文中，

按弹性的试验值和塑性理论计算的钢管与混凝土分别承担的内力表明，

两者的比例一般约为圆园豫和愿园豫，而国外个别桥梁专家竟将钢管混凝

土拱桥列入钢拱桥，即以钢管受力为主，显然是欠妥的。因此上文还将

在国外发表，不但阐述我国在这种拱桥建设方面的辉煌成就（文中介绍此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



了我国建设的跨度为圆猿缘～源远园皂钢管混凝土拱桥圆源座，以及新近核查

了国外建设的钢管混凝土拱桥，其跨度均在圆园园皂以内），也可藉此深入

了解这类拱桥的受力特点从而免受误导，这应属“工程塑性力学”的

内容。

由于编者在这一领域内研究的深度、广度有限，本书中计算谬误难

免，希请读者批评指正，则编者幸甚。

丁大钧于东南大学

二〇〇七年七月下浣
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绪摇摇论

园援员摇塑性力学的研究对象及其特点

埃及一座古神庙的残壁上留有一幅壁画，详细地说明了如何将一块猿皂伊猿皂
伊猿园皂整体方尖石碑从阿拉伯运到埃及的组织工作，据载，石碑是采用专门设计的
驳船运送的，如图园援员葬所示，就是该船的示意图。它是一只没有肋骨的船，亦即是
一个无加劲肋的壳体。荷载置于船的中部。为了防止船体在向下的荷载和向上的

静力压力作用下的挠曲，驳船上方采用由方木束构成的折弦加固。图园援员遭为同一
时代划行货船的示意图。与上述驳船相反，此船中部必须有以供划船者和指挥者

用的空间，而在船首和船尾存放货物。显然，这只船的壳体将产生与驳船相反方向

的弯曲，所以采用能承受拉力的弦杆来加强。

（葬）
摇摇

（遭）

图园援员

从以上两个例子可以看到古埃及工程技术所达到的水平。当然，无疑这些都

是凭经验进行设计的，直到 员缘世纪文艺复兴时期，才有关于企图研究材料强度
和致力于理论力学问题的首批可靠资料，诸如著名科学家莱奥纳多·达·芬奇

（蕴藻燥灶葬则凿燥凿葬灾蚤灶糟蚤）有关金属丝、柱子及其他结构的强度试验和某些静力学问题的
记载。员远世纪，伽利略（郧葬造蚤造藻蚤）第一个试图获得作用于物体上的力与物理强度之
间的关系，员远猿愿年他写出了关于梁强度计算方面的卓越著作。伽利略在处理这类
问题时还没有为此目的所需的物理定律———弹性定律，而只能用某些关于物体中

内力分布的假设来代替。

弹性力学中的物理定律是由胡克（砸燥遭藻则贼匀燥燥噪藻）于 员远远园年建立的，但直到
员苑苑猿年库伦（悦援粤援凿藻悦燥怎造燥皂遭）发表的主要著作中方得到最全面的利用。
现在我们知道，固体只是在变形很小时才具弹性，而当作用于物体的力较大



时，物体就会发生非弹性的塑性变形。

塑性力学的目的，在于用分析的数学方法，研究塑性变形物体内的应力和

变形①。

塑性力学是变形体力学的组成部分，它与以研究理想弹性体中应力和变形为

目的弹性力学，有密切的关系。在弹性力学中的大部分基本概念都可以在塑性力

学中得到应用。两者之间的根本差别在于弹性力学是以应力与应变成线性关系的

广义胡克定律为其基础的；而在塑性力学的范围内，一般说来，应力与应变间的关

系是非线性的；同时这种非线性的特征，又与所研究的具体材料有关。因此，塑性

力学没有像广义的胡克定律那样统一的规律，而必须建立在实验的基础上。也就

是应先从实验中找出材料超出弹性极限后的特性，再定出物理关系，然后建立塑性

力学基本方程。求解这些方程，就可得到不同情况时塑性状态下的应力和变形。

利用这些基本规律来讨论材料发生塑性变形后内部应力重新分布的情况，可以作

出更合理的设计。在这方面已有许多人进行了不少工作，解决了不少问题。但对

比较复杂的问题，数学上的困难较难解决。因此，利用塑性问题的某些特点，克服

数学上的困难，使各种方法得到发展有着重要意义。

由于物体达到塑性阶段时，并未破坏而仍能继续承受荷载，所以如把构件设计

到部分达到塑性，部分保持弹性状态，就可以节约材料，获得经济效益。因此，应用

塑性理论能更合理地确定工程结构和机械零件的安全系数。以塑性力学为基础的

极限设计理论，在结构设计中有很大用途。另一方面，金属加工如拉制、压制等都

是塑性过程，把这些工艺现象提高到理论阶段，而又可进一步指导实践。这对生产

技术的发展将具有积极的意义。

在实际问题中，允许塑性变形的大小将视不同工程领域而有不同的量级。在

工程结构和机械零件的设计中是不允许大变形的，因为如果变形过大，结构便不能

正常工作。因此，在这类问题中塑性变形要限制在弹性变形的量级。而在金属加

工的工艺过程中，塑性变形很大，这时弹性变形则可完全忽略。

与弹性力学比较，塑性力学有如下几个主要特点：

（员）应力与应变之间的关系是非线性，其比例系数不仅与材料有关，而且与塑
性应变有关。

（圆）由于塑性变形是不能恢复的，因此应力与应变之间不再存在一一对应的

·圆· 工 程 塑 性 力 学

① 在研究物体（主要对金属）的宏观塑性性质时，通常是将金属看成连续体，以若干实验数据为基础，
提出某些假设和公设，从而建立塑性力学的宏观理论，或者称为数学塑性理论。由于新材料的出现和外界条

件的变化，塑性理论的使用范围日益扩大。塑性理论的进一步发展，需要对材料塑性变形的物理本质有深入

的了解，探讨塑性现象和宏观塑性理论的微观机理，建立微观分析的基础。因此，近年来关于塑性力学基本

理论的发展走向微观和宏观结合的途径，即所谓物理塑性理论。



关系，而与加载历史有关。

（猿）变形体中可分为弹性区和塑性区，在弹性区加载和卸载都服从胡克定律，
但在塑性区加载过程服从塑性规律，而卸载过程则服从胡克弹性定律。

（源）在实验的基础上，塑性力学一般采用以下假设：
① 材料是连续的、均匀的，也是稳定的①；
② 平均正应力不影响屈服条件；
③ 体积的变化是弹性的；
④ 时间因素对材料性质的影响②，可不考虑。

园援圆摇塑性力学的发展简史

员苑苑猿年库伦首先提出塑性固体（主要是土壤）的屈服条件，这标志着塑性力学
研究的开始。但此后很少进展，直到员怨世纪后半叶才逐渐有所发展。
在应力应变规律的研究方面，员愿苑园年圣维南（杂葬蚤灶贼灾藻灶葬灶贼）提出平面情况下理

想刚塑性体的应力 应变关系，并假设最大剪应力与最大剪应变率方向一致。他还

根据圆柱体受扭转或弯曲而处于部分塑性状态时的应力（员愿苑园年）以及圆管受内
压而处于全塑性状态时的应力（员愿苑圆年），认识到应力和总塑性应变之间没有一一
对应的关系，因而假设应变速率主轴和应力主轴是重合的。员怨猿圆年劳埃斯
（粤援砸藻怎泽泽）提出包括弹性应变部分的三维弹塑性应变关系。员怨猿苑年纳达依
（粤援晕葬凿葬蚤）考虑加工硬化情况，建立了大应变情况下的应力应变关系。
关于材料进入塑性状态有不同的假设，第一个假设是由伽利略在员苑世纪提出

的，他认为材料进入塑性状态是由于最大主应力引起的，即当最大主应力达到屈服

极限 σ泽时，材料即进入塑性状态。这个假设已为实验所推翻，因为各向等压时，压
应力可以远远超过 σ泽，而材料并未进入塑性状态。第二个假设是马里奥特于员苑世
纪提出而由圣维南于员怨世纪中叶才使之最后定型的。他们认为最大主应变可使
材料进入塑性状态。这个假设也同样被实验否定。这两个假设根据其提出年代的

前后，分别被称为第一和第二强度理论。员愿远源年屈瑞斯加（匀援栽则藻泽糟葬）公布关于冲
压和挤压初步试验报告。据此，他认为金属在最大剪应力达临界值时发生塑性屈

服，这便是第三强度理论。摩尔（韵援酝燥澡则）的第一篇著作出版于员愿愿圆年，但其所创

·猿·绪摇摇论

①
②
关于非稳定材料的问题正在研究中。

在温度不高、时间不太长的情况下，可不考虑蠕变和松弛效应。在应变率不太大时，可不计应变率

或应变速率对塑性变形规律的影响。故在描述塑性变形过程时，时间度量的绝对值不会影响问题的分析，可

任取一个单调变化的量作为时间参数，以代表荷载或变形的先后次序，这就是所谓加载或变形的历史。而这

个历史，可以用秒或年做单位。下面有时提到的速率或应变率等，实际上也是这个意思。将考虑时间因素对

材料性质的影响问题，划归至“流变学”（砸澡藻燥造燥早赠）的范围中去。此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



立的强度理论的全面详尽的论述则发表于员怨园园年，这可认为是最大剪应力理论的
推广，一般被称为第四强度理论。员怨园源年继胡勃（酝援匀怎遭藻则）之后至员怨员猿年由米赛
斯（砸援灾燥灶酝蚤泽藻泽）从数学简化要求所提出的屈服条件①，后来被解释为最大弹性形
变能的屈服条件，被称为第五强度理论。员怨缘员年杜拉克（阅援悦援阅则怎糟噪藻则）从稳定材
料的定义出发，证明了塑性应变率与屈服曲面的正交性。

关于试验研究方面，员怨园园年盖斯特（郧怎藻泽贼）进行了薄管的联合拉伸和内压试
验，初步证实最大剪应力屈服条件。员怨员员年，由卡曼（栽援运葬则皂葬灶）和员怨员缘年由伯喀
尔（砸援月觟噪藻则）用圆柱体三向受力（压力高达缘园园园个大气压）试验证实了摩尔强度
理论。员怨圆猿年，普朗特（蕴援孕则葬灶凿贼造）进行了复杂状态下塑性变形规律的第一批系统
的实验研究；员怨圆远年，罗地（宰援蕴燥凿藻）用钢、铜和镍的薄壁管进行了在不同的轴向
拉伸和内压力的联合作用下的实验。员怨猿员年泰勒（郧援陨援栽葬赠造燥则）和昆尼（匀援匝怎蚤灶鄄
灶藻赠）也使用薄管，但在拉伸和扭转作用下进行实验证实了胡勃 米赛斯屈服条件符
合较好；也证明下面提到的列维 米赛斯关系对真实情况是很好的近似。

关于计算理论方面，员愿苑园年列维（酝援蕴佴增赠）采用圣维南关于理想塑性材料的概
念，提出了在应力和塑性应变速度之间的三维关系，后来米赛斯还独立地得到了列

维所曾提出过的应力 应变关系，因而发展成增量理论。员怨圆猿年汉盖（匀援匀藻灶糟噪赠）
和普朗特提出塑性应变问题中的滑移线理论；员怨圆源年汉盖又提出全量理论，在实
践中应用很方便；后来（员怨源猿年）依留辛（А援А援Ильющин）发展了这个理论，并提
出简单加载定理和卸载定理，大量利用这一理论求解具体边值问题。虽然全量理

论在理论上不适用于复杂加载的应力变化，但对某些问题计算的结果却和实验结

果很好地符合。圆园世纪远园年代前后，对结构承载能力的研究有很大发展，特别是
杜拉克、卜拉格（宰援孕则葬早藻则）等人对三维应力状态提出了极值原理，从而引出上、下
限定理。

我们知道，用解析方法解决的弹性塑性问题是很少的。对工程中的许多实际

问题，往往还需要借助于数值解法，差分法是一项应用较多的方法。近些年来，由

于电子计算机的发展而得到广泛应用的有限单元法亦已推广于弹塑性分析的领

域。随着有限单元法的发展，把解题的关键集中到提出更符合实际的本构关系上

来。所以，圆园世纪苑园年代以后对塑性本构关系的模式化的研究是很活跃的，也取
得一定进展②。随着生产和科学研究不断发展的要求，塑性力学也必将得到进一

步的发展和更广泛的应用。

·源· 工 程 塑 性 力 学

①

②

在胡勃之前很久，马克斯威尔（允援悦援酝葬曾憎藻造造）即曾完成这一理论，但未发表。而是从很久以后公布
的马克斯威尔给汤姆逊的信中才知道。

在钢筋混凝土结构方面，国际上已逐渐形成“钢筋混凝土力学”这一分支，圆园世纪苑园年代后期，国
内亦已开展这方面的研究工作。



第员章摇应力状态和应变状态的分析

本章提供了一些描述连续介质的平衡关系式，是为了考虑进一步应用于塑性

体力学，但其共性决不限于介质的特殊力学性质。

员援员摇一点的应力状态

在工程实践中通常采用的术语“应力”，是为了表示作用在物体内部质点间想

象截面上的内力强度。

考虑物体内部任意一点，并假定它为很小的封闭的面所包围，并在这个面的每

一面素凿粤上，作用着力凿枣，则作用在单位面积上的力即为应力，其值等于凿枣凿粤。

下面将考虑均值应力状态，其中应力与截面面积 凿粤的形状、实际尺度及该截
面（它被认为足够的小）和已知点的距离无关。但是应力与截面 凿粤的方向有关，
而方向用该截面的单位外法向矢量（或向量）灶确定。如果对任一给定的单位矢量
灶，相应截面上的应力矢量

泽灶 越
凿枣
凿粤

为已知，则一点的应力状态将为已知。下角标灶表示应力与方向的关系。
在曾、赠、扎直角坐标系中，灶的分量有下列形式

灶曾 越糟燥泽（灶，曾）

灶赠 越糟燥泽（灶，赠）

灶扎越糟燥泽（灶，扎）

式中（灶，曾）、（灶，赠）、（灶，扎）分别为矢量灶对曾、赠和扎轴之间的夹角；糟燥泽（灶，曾）、
糟燥泽（灶，赠）及糟燥泽（灶，扎）分别为灶对三个轴的夹角的余弦，常用 造、皂及 灶表示。在
同一体系中，泽灶的分量可写成下列形式，即泽灶曾、泽灶赠、泽灶扎。
按照此处所采用的符号体系，沿坐标轴的应力分量有两个角标：第一个角标表

示应力作用平面法线的方向，第二个角标表示分量的方向。此外，当单位矢量的方



向和一个轴重合时，每次都使用特殊符号。在这种情况下，应力法向分量用 σ表示
而仅使用一个角标，应力的切向分量用 τ表示。
在图员援员中绘出平行六面体元素，元素的面分别垂直于坐标轴 曾、赠、扎。在图

中我们看到的三个面上示出应力分量，由于应力状态为均值的，作用在另三个面上

的应力分量和示出的应力分量，大小各自相同，但方向相反。

建立两个符号体系之间的关系

方向灶：摇摇 曾摇摇摇摇赠摇摇摇摇扎
分量曾： 泽曾曾 越σ曾 泽赠曾 越τ赠曾 泽扎曾 越τ扎扎
分量赠： 泽曾赠 越τ曾赠 泽赠赠 越σ赠 泽曾赠 越τ扎赠
分量扎： 泽曾扎越τ扎扎 泽赠扎越τ赠扎 泽扎扎越σ扎

图员援员
摇摇摇摇摇

图员援圆

用列示中的怨个应力分量即可确定包围所考虑点的封闭面上的应力状态。如
即将指出的，已知这怨个分量的大小，可对面的任意方向（即对任意单位矢量灶）求
泽灶。试考察一已知点包围的很小的体素（图员援圆），四面体三面垂直于坐标轴，而第
四面垂直于已知单位矢量灶。采用静力学规律，从该体素的平衡条件求得沿 曾、赠、
扎轴的三个平衡方程式分别为

泽灶曾粤粤月悦 原σ曾粤韵月悦 原τ赠曾粤韵粤悦 原τ扎曾粤韵粤月 越园

泽灶赠粤粤月悦 原τ曾赠粤韵月悦 原σ赠粤韵粤悦 原τ扎赠粤韵粤月 越园

泽灶扎粤粤月悦 原τ曾扎粤韵月悦 原τ赠扎粤韵粤悦 原σ扎粤韵粤月 越
}
园

（员援员）

式中：粤粤月悦为△粤月悦的面积；粤韵月悦为△韵月悦的面积，等于 粤粤月悦糟燥泽（灶，曾）；粤韵粤悦为
△韵粤悦的面积，等于粤粤月悦糟燥泽（灶，赠）；粤韵粤月为△韵粤月的面积，等于粤粤月悦糟燥泽（灶，扎）。
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将粤韵月悦、粤韵粤悦、粤韵粤月代入方程式（员援员）并化简，得到作用于垂直灶的平面面积上
的应力分量分别为

泽灶曾 越σ曾糟燥泽（灶，曾）垣τ赠曾糟燥泽（灶，赠）垣τ扎曾糟燥泽（灶，扎）

泽灶赠 越τ曾赠糟燥泽（灶，曾）垣σ赠糟燥泽（灶，赠）垣τ扎赠糟燥泽（灶，扎）

泽灶扎越τ曾扎糟燥泽（灶，曾）垣τ赠扎糟燥泽（灶，赠）垣σ扎糟燥泽（灶，扎
}
）

（员援圆）

根据作用在图员援员给示的体素上的应力对三个坐标轴的力矩为零的条件，可
找到三个附加平衡方程式，从而，得到三个已知的关系式

τ曾赠 越τ赠曾

τ赠扎越τ扎赠

τ扎曾 越τ
}
曾扎

（员援猿）

因此可以说，如果已知远个量：σ曾、σ赠、σ扎及 τ曾赠、τ赠扎、τ扎曾，则一点的应力状态即为
已知。摇

员援圆摇应力张量

式（员援圆）的怨个系数代表称作张量的一种数学概念，所以一点的应力状态也可
用张量 σ蚤躁表示。在已知情况中，由式（员援猿），张量将为对称的。系数 σ曾⋯，τ曾赠⋯，
称为应力张量分量，这些分量的值与选取的坐标系有关。

张量可方便地用一个字母 σ蚤躁表示，或者更明确地用分量矩阵表示为

σ蚤躁越
σ曾 τ曾赠 τ扎曾
τ曾赠 σ赠 τ赠扎
τ扎曾 τ赠扎 σ









扎

（员援源）

当由坐标系曾、赠、扎变换成坐标系曾忆、赠忆、扎忆时，张量分量的值改变了。下面仅
以 σ曾忆及 τ曾忆赠忆为例进行这种变换的计算。
首先确定作用在垂直新轴曾忆上的应力矢量曾、赠、扎的分量，假设在式（员援圆）中灶

符合新轴曾忆方向，得到这些分量为

泽曾忆曾 越σ曾糟燥泽（曾忆，曾）垣τ曾赠糟燥泽（曾忆，赠）垣τ扎曾糟燥泽（曾忆，扎）

泽曾忆赠 越τ曾赠糟燥泽（曾忆，曾）垣σ赠糟燥泽（曾忆，赠）垣τ赠扎糟燥泽（曾忆，扎）

泽曾忆扎越τ扎曾糟燥泽（曾忆，曾）垣τ赠扎糟燥泽（曾忆，赠）垣σ扎糟燥泽（曾忆，扎
}
）

（员援缘）
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这时求分量泽曾忆曾、泽曾忆赠、泽曾忆扎沿曾忆轴的总和，得到 σ曾忆越泽曾忆曾忆

σ曾忆越泽曾忆曾糟燥泽（曾忆，曾）垣泽曾忆赠糟燥泽（曾忆，赠）垣泽曾忆扎糟燥泽（曾忆，扎）

将式（员援缘）的泽曾忆曾、泽曾忆赠、泽曾忆扎代入上式并利用式（员援猿）得到

σ曾忆越σ曾糟燥泽
圆（曾忆，曾）垣σ赠糟燥泽

圆（曾忆，赠）垣σ扎糟燥泽
圆（曾忆，扎）摇摇摇摇

垣圆τ曾赠糟燥泽（曾忆，曾）糟燥泽（曾忆，赠）垣圆τ赠扎糟燥泽（曾忆，赠）糟燥泽（曾忆，扎）

垣圆τ扎曾糟燥泽（曾忆，扎）糟燥泽（曾忆，曾） （员援远）

求分量泽曾忆曾、泽曾忆赠、泽曾忆扎沿赠忆轴的总和，可得

τ曾忆赠忆越σ曾糟燥泽（曾忆，曾）糟燥泽（赠忆，曾）垣σ赠糟燥泽（曾忆，赠）糟燥泽（赠忆，赠）摇摇摇

垣σ扎糟燥泽（曾忆，扎）糟燥泽（赠忆，扎）垣τ曾赠［糟燥泽（曾忆，曾）糟燥泽（赠忆，赠）

垣糟燥泽（曾忆，赠）糟燥泽（赠忆，曾）］垣τ赠扎［糟燥泽（曾忆，赠）糟燥泽（赠忆，扎）

垣糟燥泽（曾忆，扎）糟燥泽（赠忆，赠）］垣τ扎曾［糟燥泽（曾忆，扎）糟燥泽（赠忆，曾）

垣糟燥泽（曾忆，曾）糟燥泽（赠忆，扎）］ （员援苑）

因此对应力张量其他分量改写方程式可用完全相同的方法进行，此处不再

赘述。

员援猿摇主应力

为了使应力状态的一些重要特性更明显，我们根据灶方向的变化，用图解表示
应力矢量泽灶的法向分量 σ灶的变化。由方程式（员援远）用 灶代替 曾忆，得到 σ灶的表
达式

σ灶 越σ曾糟燥泽
圆（灶，曾）垣σ赠糟燥泽

圆（灶，赠）垣σ扎糟燥泽
圆（灶，扎）

垣圆τ曾赠糟燥泽（灶，曾）糟燥泽（灶，赠）垣圆τ赠扎糟燥泽（灶，赠）糟燥泽（灶，扎）

垣圆τ扎曾糟燥泽（灶，扎）糟燥泽（灶，曾） （员援愿）

对每一矢量灶确定其他具有相同方向而模量等于 员
渣σ灶槡 渣
的矢量。位于曲面上

的矢量端点，其坐标值分别为
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曾越糟燥泽（灶，曾）
渣σ灶槡 渣

赠越糟燥泽（灶，赠）
渣σ灶槡 渣

扎越糟燥泽（灶，扎）
渣σ灶槡














渣

（员援怨）

因而曲面的方程式可由式（员援愿）和式（员援怨）求得为

依员越σ曾曾
圆垣σ赠赠

圆垣σ扎扎
圆垣圆τ曾赠曾赠垣圆τ赠扎赠扎垣圆τ扎曾扎曾 （员援员园）

这是二次曲面方程式，称为应力曲面。从上述建立的规则得出这样的结论，即方程

式（员援员园）确定同一个曲面，与轴 曾、赠、扎的方向无关。而式（员援员园）中的系数 σ曾⋯
等等，则与轴曾、赠、扎的方向有关。从二次曲面的理论已知，总有这样的直角坐标
系，能使其中式（员援员园）右边的双线性项为零，该轴称为应力主轴。垂直该轴的平
面称为应力主平面，在主平面内仅作用正应力，它们称为主应力，在下面用符号

σ蚤（蚤越员、圆、猿）表示。利用式（员援圆），用蚤代替灶，可求得应力分量泽蚤曾、泽蚤赠及泽蚤扎。

σ曾糟燥泽（蚤，曾）垣τ曾赠糟燥泽（蚤，赠）垣τ扎曾糟燥泽（蚤，扎）越σ蚤糟燥泽（蚤，曾）

τ曾赠糟燥泽（蚤，曾）垣σ赠糟燥泽（蚤，赠）垣τ赠扎糟燥泽（蚤，扎）越σ蚤糟燥泽（蚤，赠）

τ扎曾糟燥泽（蚤，曾）垣τ赠扎糟燥泽（蚤，赠）垣σ扎糟燥泽（蚤，扎）越σ蚤糟燥泽（蚤，扎）

移项，并合并同类项，得到

（σ曾原σ蚤）糟燥泽（蚤，曾）垣τ曾赠糟燥泽（蚤，赠）垣τ扎曾糟燥泽（蚤，扎）越园

τ曾赠糟燥泽（蚤，曾）垣（σ赠原σ蚤）糟燥泽（蚤，赠）垣τ赠扎糟燥泽（蚤，扎）越园

τ扎曾糟燥泽（蚤，曾）垣τ赠扎糟燥泽（蚤，赠）垣（σ扎原σ蚤）糟燥泽（蚤，扎）越
}
园

（员援员员）

式（员援员员）为方向余弦的齐次线性方程式。结合已知关系式

糟燥泽圆（蚤，曾）垣糟燥泽圆（蚤，赠）垣糟燥泽圆（蚤，扎）越员 （员援员圆）

由此可确定未知的方向余弦。式（员援员员）明显的解 糟燥泽（蚤，曾） 越糟燥泽（蚤，赠） 越
糟燥泽（蚤，扎）越园和式（员援员圆）是矛盾的，因此应予舍弃。不同于上述零解的条件是
式（员援员员）的系数组成的行列式必须等于零，即

σ曾原σ蚤 τ曾赠 τ扎曾
τ曾赠 σ赠原σ蚤 τ赠扎
τ扎曾 τ赠扎 σ扎原σ蚤

越σ猿蚤原（σ曾垣σ赠垣σ扎）σ
圆
蚤
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