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培养工程硕士研究生是为适应我国经济建设中对应用型、复合型高层次工程技

术和工程管理人才的需要所采取的一项重要举措."工程数学"课程是工程硕士研究

生培养中一门重要的基础课，它适应不同专业、不同学习内容的要求，以及在较少的

学时内掌握其所学专业必须具备的数学基础这一实际情况，编写一本可以根据各专

业实际情况进行教学的教材是十分必要的.

我们自 1 9 98年开始为工程硕士研究生讲授工程数学课程，针对实际情况编写了

《工程数学》讲义，该讲义已经在工程硕士研究生工程数学课程的教学中多次使用.

根据近四年的使用情况，我们对原讲义进行了修改，形成了这本《工程数学》教材.

《工程数学》全书分上、下两册，上册由数值分析和矩阵论两部分组成;下册由数

理统计和随机过程两部分组成.

本书为上册.数值分析部分内容由解线性代数方程组的直接法和迭代法、矩阵

特征值和特征向量的计算、非线性方程的数值解法、插值与逼近、数值积分、常微分方

程初值问题的数值解法等基本内容组成.矩阵部分内容由矩阵基础知识、线性空间与

内积空间、线性变换、矩阵的标准型、矩阵函数、广义逆等基本内容组成.书中内容力

求精简，系统性强，循序渐进，易于教学.

数值分析部分的第 1章至第 4章由黄自萍编写，第 5章至第 8章由沈剑华编写，

吴雄华完成了矩阵论部分的编写。

本书在出版过程中，得到同济大学应用数学系领导和教师的大力支持，同济大学

研究生院给予大力帮助，特此表示感谢.

由于编者水平有限，错误和不妥之处在所难免，恳请读者指正. 、

编者

2002 年1 月 于 同 济大学
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第 I部分数值分析

,

数值分析是工程类型硕士生的一门应用性很强的重要基础课程.通过本课程的

学习，学生要掌握数值分析的基本概念和基本理论，并测重于数值计算方法的应用.

通过本课程的学习，学生应初步具有数值分析的思想和方法，并学会用计算机解决科

研和工程应用中的数值计算问题的能力.

数值分析是近代数学的一个重要分支，它是计算机科学的重要内容，当前，由于

科学技术的迅速发展和计算机的广泛应用，使继实验方法、理论方法之后，科学计算

已成为科学研究的第三种方法，学习和掌握计算机上常用的数值计算方法及有关的

基础理论，已成为现代科学教育的重要内容，这方面的知识对于当代的工程硕士生来

说，是非常需要的.

本书是为工程类硕士生学习"工程数学"课程而编写的基础教材，本部分共分八

章，内容主要包括:线性代数方程组的数值解法，矩阵的特征值和特征向量的计算，非

线性方程的数值解法，插值与逼近，数值积分与常微分方程初值问题的数值解法等计

算机上常用的数值计算方法及有关的理论分析.
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§ 1. 1 计算方法的意义

随着现代科学技术的迅速发展，从实际问题中建立起来的数学模型越来越复杂，

由于这些数学模型往往不能容易地求出精确解，于是人们就局限于讨论问题的特殊

情形或简化了的模型，但这样做往往不能满足精度要求.因此，常用的处理方法就是

对较少简化的数学模型运用数值计算方法在计算机上进行数值计算，计算时间的多

少依赖于数值计算的计算量以及所用计算机的运行速度，而计算量的大小又依赖于

所用的数值计算方法与需要达到的精度.因此，要更好更快地解决实际问题中的数学

模型，必须提高人类的计算能力:即计算工具的性能与计算方法效率的总和，计算能

力的提高有赖于双方，我们不但要改进计算机的硬件设备、提高计算机的运行速度，

而且还必须提出具有高精度、低计算量的数值方法.对同一问题来讲，采用不同的数

值计算方法，其计算工作量有时相差非常之大，譬如:对一个 n阶的线代数方程组，当

n=20 时 ，若用 Gramer 法则求解 ，其乘除法运算次数约需 9 . 7 X 10
20

， 即使用每秒运

算 1亿次的计算机，也要算 30多万年，而用 Gauss消去法，大约只需 2 6 60次乘除法

运算，并且 ，n愈大，两种方法的计算时间相差就愈大，这个例子表明算法的好坏对计

算能力的提高起着重要的作用.在 1 9 55年至 1 9 75年的 20年间，计算机的计算速度

提高了数千倍，而同一时间解决一定规模的椭圆型偏微分方程的数值计算方法的效

率提高了约 100万倍，所以，研究和选择好的计算方法是非常重要的.

由于我们讨论的数值计算方法是以计算机作为计算工具的，因此还必须考虑到

有限宇长给运算所带来的误差，若用计算机来解决一个实际问题，计算机算出的值与

实际问题的值，往往存在着差异，两者之差称为误差，而引起误差的原因是多方面的J

为了解决-个实际问题，首先必须对这个问题建立合理的数学模型，由于建模时要忽

略某些次要因素，对原始问题进行近似，这个过程中产生的误差称之为模型误差，而

数学模型中包含的若干参量往往是通过观测得到的，这种观测也难免产生误差，称它

为观测误差，然后还要把数学模型运用数值计算方法转换成数值问题，这个过程引起

的误差称为截断误差或方法误差，最后，用计算机对数值问题进行求解时，由于计算

机的有限字长还会产生舍入误差，在上面的所有这些误差中，模型误差和观测误差是

不属于本课程的讨论范围，本课程主要研究从数学模型到数值问题之间的误差，即方

法误差.舍人误差也是我们要研究的.另外，数值计算方法的稳定与否还会影响到舍
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人误差的增长.我们可以来看这样的一个例子:对 n= O ， l ，…， 8，计算积分

Sfj;4dz ,

由于

5. +55._1= r
l ζ土坠工dz= (l zrldz=i

J J0 x+5
~~ J0

o=|-l-dZEln6+ln5=ln(1.2>J0 x十5

若取 5o = ln ( 1 . 2)~O. 182 ，用公式

Sn=士一民I (n= 1, 2 , " ' ,8)

进行计算〈精确到小数点后3 位) ，我们得到

51句0 . 0 90 ，

55~1. 02 5 ，

若记 ε. = 5. -$ ，则

52~O.050，

56句- 4 . 9 5 8 ，

53~O.083，

57句24 . 9 3 3 ，

54句一 0 . 1 6 5 ，

58句一 124 . 5 40 ，

气 = -5E:. _ 1 ,

显然，如果从瓦- 1 计算 豆，误差将以每步 5 倍的速度增长 ， 这种计算是不稳定的 ， 反

之，如果从豆"计算 5 '- 1 ，即

511-
rl=一一-sn ( n= 8 ， 7 ， … ， 1)

5n 5

则误差的增长速度为每步÷倍，即误差逐步减少，计算稳定，所以我们可以这样确定

瓦，设瓦~39 ，从

"" 1 1 ""- - -
'-'8 一 5 X 9 5 '-'9

可得 58句59 250. 01 9 ，再由逐次计算求得(精确到小数点后 3 位〉

$7句0. 02 1 ，

53~O.043，

它与实际相似.

56句0 . 024 ，

52~O.058，

55句0 . 028 ，

51 ~O. 088 ,

54~O.034.

5o~O. 182 ,
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因此，在讨论数值计算方法时还必须考虑算法的稳定性，数值不稳定的算法是不

能使用的.

§1. 2 误差及有关概念

人们常用绝对误差、相对误差或有效数字来说明一个近似值的准确程度，这些概

念在高等数学、物理以及力学等课程中早已接触过.由于它们在科学计算中的重要

性，下面我们再对有关的概念作一回顾.

一、误差的来源

一个物理量的真实值和我们算出的值往往存在差异.它们之差称为误差，引起误

差的原因是多方面的，从实际问题提出数学问题〈即数学模型〉时往往忽略了许多次

要因素，因而即使数学问题能准确求解，也与实际问题的真解有所不同.它们之差称

为模型误差.一般数学问题包含若干参量，它们的值往往通过观测得到，而观测难免

不带误差.这种误差称为观测误差或数据误差、模型参量误差.一般数学问题难以求

解，往往要通过近似替代，简化为较易求解的问题.简化引起的误差称为方法误差或

截断误差.计算时只能对有限位数进行运算，从而往往会对数据进行舍人，此时产生

的误差为舍入误差或计算误差.计算数学主要研究数值问题的数值解法，所以不讨论

模型误差.

二、绝对误差与相对误差

确切地说，若 Z是真正值，王是近似值，则称

I'::1x = E(x )=x-x

为近似值玉的绝对误差或简称误差.-般来说， l'::1x的准确值很难求出，只能知道

I t-xl 不超过某个数 e: ， 即

lt-xl=lx一日~e:

数 E称为王的绝对误差限，或简称误差限.有了误差限e:，就可知道真正值Z的范围

二←E三三zζz十 e:.

这范围有时也表示为此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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X=X士E.

误差限的大小不能很好表示近似值的精确程度，例如测量真空中光速 C的某一

实验近似值二 = 29 9 7 9 1. 5km/s ，误差限约为0.9km/s ， 约为光速本身的O. 0003 %，显

然，这个测量是非常准确的.如果测量运动员奔跑的速度，误差限为 O. O l km/s，即

10m/s ， 这与运动员真正奔跑的速度差不多 ， 显然这种测量标准是错误的 ， 为 了较好

地反映近似值的精确程度，必须考虑误差与真正值的比值，即相对误差.

若 Z是真正值，王是近似值，则称

S(X) =6.(x ) / x = (x一王)/X

为近似值玉的相对误差，如果已知数飞，使

IS(x) I= IX一王 1 / l x l <飞 ，

则称 ε，为王的相对误差限.实用中，由于真正值 Z往往难以求出，当飞很小时，也取

S(x)= 6.(x)/王

三、准确位数与有效鼓字

大家知道，当 z有很多位数字时，常常按照"四舍五入"原则取前几位数字作为 z

的近似值五例如 ， x=J2= 1. 41421356237 … ，取前五位数字得

x= 1. 4142

其误差为 0. 0川3 56…，误差限为 0 . 000 0 5 =+ X 1 0 - 1 此时 ，称 王 准确到小数点后

第四位，并称由此算起的前五位数字1 4142 为 玉 的有效数字.

一般来说，如果王的误差限界为+X 10-· , ~P

Ix-x I寸X l旷

则称王准确到小数点后第n位，并称王的第一个非零数字到这一位的全部数字为Z

的有效数字，此时，若王的形式为

土Xl X2 …xm ' αl α2 …αn … ， Xl 斗0 ，

则玉具有n +m位有效数字，若王的形式为

士O. 00···0 am+ l αm+ 2 …气… ， αm+ l 斗0 ，
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则主具有 n -m位有效数字.由此可见，此时若王的形式为

士 lO
rn X o.αlα2 …气 ，αl斗0 ，

则王具有 n十m位有效数字，且 z的相对误差满足

主X 10- n 咱
IO'( x ) I'"二 " ι ~ ，/ Xl。一 (m十 n- J)

lorn X O.αIαz …αn ~Zαl

反过来，若王中的相对误差限为

L一X I 0一 (叫- I)
2(α1 +1)

且具有式(1-1)的形式，则

10m XO. al α2 …α!6. ( x )Iζ"X10斗时n- I) 运一X 10-n

2(α1 十 1 )

(1-1)

(1 - 2)

即王至少准确到小数后η位，至少具有 η+m位有效数字.由此可知，若王的相对误

差限为÷×1俨+时，即比式川

§1. 3 数值计算中必须注意的几个原则

在数值计算中，每步都可能产生误差，而一个问题的解决，往往要经过成千上万

次运算，我们不可能(也不必要)每步都加以分析.下面，通过对误差的某些传播规律

的简单分析，指出在数值计算中应该注意的几个问题.

一、相近两鼓应避免相减

在数值计算中，两个相近的数作减法时有效数字会损失.例如，求:

y=vx丰1-5

之值，当 x= 1 000时，取 4位有效数字计算得

vx丰1= 3 1. 64 , 5=31. 62

两者相减得

(1 - 3)



,
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y=0.02 ,

这个结果只有一位有效数字，损失了三位有效数字，从而绝对误差和相对误差都变得

很大，严重影响计算结果的精度，必须尽量避免出现这种运算，遇到这种运算时，最好

是改变计算公式，防止这种情形的出现.

例如把公式。 - 3 )处理成

y=vx+1-5= 1
d丰T十5

按此公式可求得 y= O. 0158 1，则 y 有三位有效数字 ， 可见改变计算公式 ， 可以避免两

相近数相减引起的有效数字的损失，而得到较精确的结果.

类似地，由

Inx一Iny= In 王 ，
y

sinCx十 e: ) - x= 2叫工十专 )m f (当 E很小时)

当 Z和 y很接近时，采用等号右边的算法，有效数字就不损失.

二、绝对值太小的数不宜作除数

在用计算机作运算时，很小的数作除数会溢出停机，而且当很小的数稍有一点误

差时，对计算结果影响很大.例如:

2. 7182
一一一一= 2 71 8 . 2
0.001

如果分母变为0 . 00 1 1，也即分母只有O. 0001 的变化时 ，

2. 7182
一一一一一~2 4 7 1. 1，O. 0011 - - •. ~. ~，

计算结果起了很大变化.因此，在计算中必须避免绝对值很小的数作除数.

三、要注意计算机字长有限等特点，采取相应的措施，以保证计算结果的准确性

由于计算机字长有限，绝对值相差很大的两个数进行加、减法运算时，绝对值较

小的那个数往往被另一个数"吃掉"，不能发挥其作用，有时会严重影响计算结果的准

确性.
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例如，求 X
2
+ cα十卢')x十 1 0

9
=0的根，其中

α= -10
9

， 卢=-1

根据韦达定理，方程有两个根:

xI=109 , x 2=1

如果我们应用求根公式

z 一 - b士:Jb2 -4ac
1. 2 …- 2a

编制程序，在能将规格化的数表示到小数点后人位的计算机上进行运算，则

一 b= 109 + 1=0. 1 X laID =0.0000000001 X 109

由于第二项最后两位数"01 "在计算机上表示不出来 ， 故在计算机上运算 (用记号 A

表示)时，

-bAO. 1 X 10
1 0

十0.00000000X10
1 0

AO. 1 X 1010 A10 9
A一α

类似地可得

Jb2-4ac£lbl =109

-b-←tt-GC 二 1 0
9 +109

A 1 ~9
工，=， v JL--一一一:::....~10·

I 2α

工。- - b-Jb
2

- 4acA旦二旦iA0
卢-• 2a - 2 一

显然，根 X2 严重失真. 引起这种错误的主要原因是在计算机上进行加 、减法运算时要

对阶，使得绝对值大的数 α"吃掉" 了绝对值小的数 卢， 当然 ， 只要采取适当措施 ， 还是

能够得到较好的结果的.如在本例中，由于根 XI 是可靠的 ， 可以利用两根与系数的关

系式

C

XIX2= 百二

来计算岛，此时，有

C A 10
9

咱
Z== 一一- ~-一一一一一 = 12-

a x l = l X 109
- .L
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第二章解线性代数方程组的直接法

在自然科学与社会科学的研究中，常常需要求解线性代数方程组，例如:实验数

据的曲线、曲面的拟合，用差分法或有限元法解偏微分方程等都要用到线性代数方程

组的求解.由于从不同的问题导出的线代数方程组的系数矩阵不同，比如，矩阵阶数

的大小，矩阵中的非零元稠密情况等，系数矩阵可以粗略地分为低阶稠密矩阵和大型

稀疏矩阵.关于线性代数方程组的求解，主要分为两大类t直接法和迭代法.在理论

上，用直接法可以通过有限步的计算得到精确解，而迭代法是通过逐次迭代逼近来求

得近似解.实际上，由于舍人误差的影响.由直接法得到的解也不精确.因此，在某些

需要高精度解的问题中，常常把由直接法得到的解同时再运用迭代法迭代若干步豆以

提高解的精度，一般地说，对于低价稠密的线性代数方程组以及大型带形方程组的求

解，采用直接法比较有效，而对于大型稀疏(非带形)方程组，则用迭代法求解比较有

利.当然，是采用直接法，还是采用迭代法，或是直接法与迭代法交替使用，要根据具

体情况确定.

本章主要讨论一些最基本的直接法，并在此基础上讨论它的变形情况，对于求解

线性代数方程组的迭代法，我们将在下一章中介绍.

§ 2. 1 Gauss 消去法

考虑 n阶线代数方程组

all Xl +a12 X 2+…+αI nX n =bl

a 2l Xl 十a22 x2 十 …十a2nX n =b2

•••

G时 Xl 十an2 X2 十 … +annX n =bn

采用矩阵和向量记号，我们可以把式 ( 2 - 1 ) 改写成

Ax = b

其中

(2ω 1)

(2-2)
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α11 α12 • • •
a 1" Xl bl

α a 22 '" α2" 二[2 b 2
A一- b=, x= ,

• • • • • •• • • • • •• • • • • •

a"l a ,,2
...

α"" X n b n

现在，我们给出用 Gau s s 消去法求式 ( 2 - 2 )解的计算过程.

算法 2. 1用 Gauss消去法求解线代数方程组 ( 2 - 2 ) .

我们先分别记矩阵 A(1 ) =A ， 向量 b(1 ) =b ， 它们的元素分别为

41)=av(i ，j=1 ，2 ， … ，川 ，

bjl>=bz <i=l ， 2，…，的

1)消元过程

第一步:若αji ) 茸0，可对 i= 2 ， 3 ，…，η进行如下计算，用mal =-ajJ)/aji}乘方程

式 (2 - 2)两边的第一行加到第i行中去，得到

(1) (1) (1) (1) bjl)all a 12 au ... a ln Xl

O
(2) (2) (2) bz<2>azz a 23

... a 2n X 2

O
(2) (2) (2)

X 3 一 b~2) I (2-3)a :i2 a 33
...

a 3,‘
• • • • • • •• • • • • • •• • • • • • •

O
(2) (2)

α~) J LXnJ Lb;2>a n2 a n3
...

这里

α;Z〉=41) 十nzz1·ai;) ，(i ，j=2 ，3 ， … ，时 ，

bj2〉=bjl 〉 十mzl-bjlv (i=2 ,3 , … , n ) .

第二步 z若 GZ} 与0 ， 可对 i= 3 ， … A 进行如下计算 ，用 mzz = -d) /4〉 乘方程组

(2-3)两边的第二行加到第 i 行去 ，得到

(1) (1) (l )「
il b~l)all α12

.., ... GIn 「ZI
、

O
(2) (2) b;2)a 22 • • • ... a Ztl X2 2

O O (3) (3)
X 3 b;3)a 33

... a 3n 3

• • • • • • •
• • • • • • •• • • • • • •

O O ( 3) (3)
二[" b~3)a 1l3

...
a"" n
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