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内容提要

本书被列为普通高等教育“十五”国家级规划教材，是为高等职业学院理工科学生编写的基础课《工程数学》

教材，内容包括线性代数、概率统计、积分变换、数学模型．
本书以“必需、够用”为度，注重应用．实际问题有新意，且与当前生活、科技息息相关，体现了“数学为人人”

的思想．适当地利用数学软件 犕犪狋犾犪犫以增强学生的计算能力，让学生把注意力更多地放在领会数学思想和方
法，而不是在运算技巧上．选学数学模型，无疑地会极大地提高了学生应用数学的兴趣与能力．全书呈模块式结
构，便于组合，以适应各专业、各层次不同的教学要求．
本书内容新颖，通俗易懂，可供高职高专及各类成人教育的理工科使用，也为理工科本科学生与工程技术人

员及数学爱好者提供了丰富的、有特色的数学应用范例．
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出 版 说 明

为加强高职高专教育的教材建设工作，２０００年教育部高等教育司颁发了《关于加强高职高
专教育教材建设的若干意见》（教高司［２０００］１９号），提出了“力争经过５年的努力，编写、出版

５００本左右高职高专教育规划教材”的目标，并将高职高专教育规划教材的建设工作分为两步实
施：先用２至３年时间，在继承原有教材建设成果的基础上，充分汲取近年来高职高专院校在探
索培养高等技术应用性专门人才和教材建设方面取得的成功经验，解决好高职高专教育教材的

有无问题；然后，再用２至３年的时间，在实施《新世纪高职高专教育人才培养模式和教学内容体
系改革与建设项目计划》立项研究的基础上，推出一批特色鲜明的高质量的高职高专教育教材．
根据这一精神，有关院校和出版社从２０００年秋季开始，积极组织编写和出版了一批“教育部高职
高专规划教材”．这些高职高专规划教材是依据１９９９年教育部组织制定的《高职高专教育基础课
程教学基本要求》（草案）和《高职高专教育专业人才培养目标及规格》（草案）编写的，随着这些教

材的陆续出版，基本上解决了高职高专教材的有无问题，完成了教育部高职高专规划教材建设工

作的第一步．
２００２年教育部确定了普通高等教育“十五”国家级教材规划选题，将高职高专教育规划教材
纳入其中．“十五”国家级规划教材的建设将以“实施精品战略，抓好重点规划”为指导方针，重点
抓好公共基础课、专业基础课和专业主干课教材的建设，特别要注意选择一部分原来基础较好的

优秀教材进行修订使其逐步形成精品教材；同时还要扩大教材品种，实现教材系列配套，并处理

好教材的统一性与多样化，基本教材与辅助教材、文字教材与软件教材的关系，在此基础上形成

特色鲜明、一纲多本、优化配套的高职高专教育教材体系．
普通高等教育“十五”国家级规划教材（高职高专教育）适用于高等职业学校、高等专科学校、

成人高校及本科院校举办的二级职业技术学院、继续教育学院和民办高校使用．

教育部高等教育司

２００２年１１月３０日



前 言

本书是为高等技术职业学院理工科学生所编写的基础课《工程数学》教材，其内容包括线性

代数、概率统计、积分变换和数学模型四部分．
当前我国高等教育正从“精英教育”向“大众教育”过渡，这个深刻的变化给我国高等职业教

育发展提供了十分广阔的前景．“十五”期间各类高等技术职业学院将给国家输送八百万专业技
术人才．显然，全面提高高职教育的质量和高职学生的素质是刻不容缓的．教育部高等教育司指
出：“具有高职高专教育特色的教材极其匮乏，不少院校尚在借用本科或中专教材，教材建设仍落

后于高职高专教育的发展需要”．本书是应运而生的．它为高职高专教材提供了一种模式，反映了
长期工作在教学第一线的作者们对于数学教学改革的研究的一些成果．希望借此能为高职教育
的大发展贡献出自己绵薄之力．
“以人为本”（并非“以学科为本”）是本书编写的出发点；以“大众教育”和“数学为人人”为本

书编写的指导思想；以提高学生数学素质，促进学生主动学习数学为本书编写的主要目的．因此，
我们在教学内容的取舍上注意到高职教育的要求和学生的实际情况，以“必需、够用”为尺度，不

片面追求数学理论的系统性和完整性．在内容编写上有意识地引导学生了解数学与社会实际的
关系：从就在周边发生的，或者从涉及到一些科学前沿的饶有趣味的实际问题出发，自然地引出

数学概念和方法，并贯穿始终，最后使问题得到了满意的解决，培养了学生应用数学的意识与能

力．在教学理念上不过分强求学生如何去更深刻地理解数学概念、原理及研究过程，而是更多地
让学生体会数学的本质以及数学的价值．本书增添了供选用的数学模型并附录了数学软件犕犪狋
犾犪犫的使用介绍，这在强化学生应用数学的兴趣和能力，提高计算技能等方面将起到重要作用．穿
插在本书各章中的“知识广角”无疑也是一道靓丽的风景线，它将激发学生的兴趣，亲近数学理

论，拓宽学科的视野．
第一章至第三章是线性代数．线性代数在数学理论和现代科技中应用的重要性是众所周知

的，但其抽象的理论往往使学习者感到枯燥无味，而且也很难在有限的学时中了解这门古典学科

在现代科技发展中的作用．现在，作者从直观背景中引入概念，以例子展开数学理论和方法．内容
的重点是矩阵和向量这两个代数工具，并使线性方程组、矩阵相似等有关理论作为它们的应用而

给出．整个线性代数部分避开了不必要的抽象理论，使必需的理论与方法沿若干精选的实例展
开、发展，并在不断的发展中解决问题．把繁琐的计算部分交给了计算机，让计算机数学软件的应
用能力与理论学习得到同步的增长．
第四章至第六章是概率统计．自然界和社会生活中存在着大量的随机现象．然而学生在学习

与科学技术及日常生活紧密相关的概率统计时却感到比较困难．于是作者尝试突破传统的教学
模式，变“先建立数学理论再解决实际问题”为“通过解决实际问题来学习概率统计”．整个教学内
容是从几个实用的、兴趣盎然且富有探索意义的典型问题出发，并将它们分解为若干小问题而贯

穿始终．通过这些问题，逐步展开概率统计的概念与方法，直至问题解决．所涉及到的数学概念以
紧扣解决实际问题为原则．如全概率公式，在弱化了条件概率的概念后，就能将该公式的古典形



式、离散型随机变量形式和连续型随机变量形式多次应用到解决实际问题的例子中去．数学软件
的使用解决了“计算量大”的传统教学难题，还能使一些原先无法用手工计算实现的概率统计方

法得以应用．
第七章是积分变换．对于工科的许多专业，积分变换是专业课程中极为重要的工具．在对复

数和复变函数作简单回顾或介绍后直接进入积分变换的内容，舍弃了复杂的复变函数理论．
犉狅狌狉犻犲狉变换尽可能结合其实际物理背景，如频谱、卷积的物理意义及许多性质的物理解释与应
用．犔犪狆犾犪犮犲变换重点放在计算与应用上．通过一些简练、实用性强的方法及大量的例子，使学生
熟练掌握犔犪狆犾犪犮犲变换的方法与技巧，使之成为学生解决实际问题的一项基本工具．
第八章是数学模型．为高职学生开设数学模型课是一种尝试．书中所选择的四个问题与实际

生活紧密相连，既浅显、易懂，又具有趣味性．建模的过程典范，步骤清楚，数学思维的分析详细，
学生容易上手、入门．如同所有实际问题一样，模型中所需的数学知识可能略高于学生现有的知
识．这就要有意识地引导学生去查找资料，利用已知成果，特别是充分利用计算机和数学软件．显
然通过数学建模可极大提高学生应用数学的兴趣和能力．
本书附录了数学软件犕犪狋犾犪犫简介．简介通俗易懂，循序渐进，特别适合初次接触该软件者自

学．对软件内容的介绍比较清楚．除介绍基本概念和基本方法外，还对比地介绍了软件的命令方
式和程序方式，及部分函数的使用方法．软件介绍的内容以“够用”为主，完全支持本书中有关的
电算问题，也为读者深入学习和编程打下了较好的基础．
本书呈模块式结构，便于组合，以适应不同专业和不同层次的教学要求．是否选用犕犪狋犾犪犫计

算软件或数学模型并不影响课程的主要内容．
本书由林益主编，杨明编写了线性代数部分，叶鹰编写了概率统计部分，谢松法编写了积分

变换部分，梅正阳编写了数学建模，数学软件犕犪狋犾犪犫简介等部分．
本书的编写得到华南理工大学汪国强教授，高等教育出版社蒋青高级策划和华中科技大学

教务处的大力支持与热情帮助，在此特致以衷心的感谢！

由于作者的水平、经验有限，对一些问题的认识未必周全，因此不可避免地会有谬误，会力不

从心，会不尽人意，恳请有关专家、同行和广大读者批评指正．

编 者

２００３年２月

Ⅱ 前 言
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第一章 矩 阵

在研究现实世界的许多问题中，常遇到为多个变量之间存在的线性关联关系．要表示这种关
系，就需将多个变量联合起来使之成为一种多变元的线性系统．线性代数为这种系统的分析提供
了数学语言和研究方法，本章将介绍线性代数中最基本的概念———矩阵及其运算．

§１１ 线性系统举例

线性系统是我们在社会科学、工程技术及各类应用中最常见的一种系统．

１１１ 交通流量模型

一个城市中，一个由单行车道组成的系统如图１．１所示．四条单行车道交叉于犃、犅、犆、犇
四个交叉道口．在车流高峰期，可观察到从这些交叉道口进出这个系统的车流量．例如一小时内，
从交叉道口犃进入系统有４５０辆车，从交道口犃离开系统的有６１０辆车．其他交叉道口的数据
见图．现在问题是每小时内，在系统内每两个交叉道口之间的车流量是多少？

图１１

在这个系统中，要求出的车流量是狓１，狓２，狓３，狓４，它们是相互联系的量，可以由每个交叉道
口进出车辆数相等来建立这些关系．
例如，进入交叉道口犃的车流量：狓１＋４５０，从犃出去的车流量：狓２＋６１０，因此有

狓１＋４５０＝狓２＋６１０ （交叉道口犃）．
类似地有

狓２＋５２０＝狓３＋４８０ （交叉道口犅），

狓３＋３９０＝狓４＋６００ （交叉道口犆），

狓４＋６４０＝狓１＋３１０ （交叉道口犇），



这些数量关系涉及数的加法，它是线性运算中的一种．
线性运算中的另一种运算是数乘运算，即用数与一变量相乘．由多个变元的线性运算组成的

方程组就是一个线性系统的数学形式，也简称为线性系统．
显然变量狓犻（犻＝１，２，３，４）必须对所列四个关系式的联合分析后给出．

１．１．２ 人口婚姻模型

一个小城镇中，现有已婚男士狓０＝８０００人，单身男士狔０＝２０００人．每年有３０％的已婚男
士离婚，有２０％的单身男士结婚．设男士总人数不变，问一年后，该城中已婚和单身男士数目狓１
和狔１各为多少？
在这个问题中，可按单身和已婚两类男士分析，则有

７０％狓０＋２０％狔０＝狓１，

３０％狓０＋８０％狔０＝狔１
烅
烄

烆 ．

即
０７狓０＋０２狔０＝狓１，

０３狓０＋０８狔０＝狔１
烅
烄

烆 ．
因此，一年后已婚和单身人数和现有两类人数是一种线性关系．计算上述式子即可给出一年

后该城镇男士婚姻状况数据．
社会学家关心的是进一步的问题：

１两年后或三年后，乃至若干年（犽年）后，该城中已婚和单身男士各为多少？它们和当前
数据的关系如何？

２这样无限延续下去，两类人的分布状况在变化中是否趋于稳定？多少年以后会出现稳定
状况？

１．１．３ 炼油厂模型

设一个公司有下属三个炼油厂，每个厂分别从原油中生产三种石油产品：燃油、柴油和汽油．
这些厂从一桶原油中产出的三种产品油数量如表１．１．

表１１

产 品

工 厂
第１炼油厂 第２炼油厂 第３炼油厂

燃油 １６（加仑） ８（加仑） ８（加仑）

柴油 ８（加仑） ２０（加仑） ８（加仑）

汽油 ４（加仑） １０（加仑） ２０（加仑）

如果公司接到一份９６００加仑燃油，１２８００加仑柴油和１６０００加仑汽油的订单，由三个工厂
生产，问各厂分别使用多少桶原油？为完成这份订单公司共需原油多少桶？

对这个问题，我们可设第犻个炼油厂需要原油狓犻桶，则三个厂共生产的产品油达到订单要
求的关系是：
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燃油： １６狓１＋８狓２＋８狓３＝９６００，
柴油： ８狓１＋２０狓２＋８狓３＝１２８００，
汽油： ４狓１＋１０狓２＋２０狓３＝１６０００．

求解这一线性系统可得出每个厂生产订单产品所需原油桶数以及公司应准备的原油总数．

１１４ 化学方程式

在光合作用中，植物要从阳光中获取能量把二氧化碳（犆犗２）和水（犎２犗）转换成葡萄糖
（犆６犎１２犗６）和氧（犗２），反应方程式为：

狓１犆犗２＋狓２犎２ →犗 狓３犗２＋狓４犆６犎１２犗６，
其中狓１、狓２、狓３、狓４分别为参加反应的二氧化碳、水、氧和葡萄糖的数目．
问题是在这样的反应中，二氧化碳、水、葡萄糖和氧气的比例各为多少？

由化学反应的平衡可知反应式中的化学元素碳（犆）、氧（犗）、氢（犎）相等，从而有：

狓１＝６狓４，

２狓１＋狓２＝２狓３＋６狓４，

２狓２＝１２狓４

烅
烄

烆 ．
这三个线性关系将联合给出所需数狓犻之间的数量关系．
上述模型的数量关系的共同特点是：多个变量由若干个线性关系联合确定，形成一个多个变

元、多个方程的线性方程组．在系统变元很多时，这些关系趋于复杂，需要建立数学工具简洁地表
示这些关系，并为这些关系的分析提供有效的理论和方法．这些工具主要是将要介绍的矩阵和随
后要介绍的向量理论．作为它们的应用，我们将给出线性方程组的解法并解决更进一步的问题．

§１２ 矩阵的概念

在§１１的线性模型中，一般都涉及几个不同部分不同种类的数据，如表１２中，第二年已
婚和单身两类人数的比例数可列表表示为：

表１２

比 例

人 口 类 别
已婚者 单身者

已婚比例 ０７ ０２

单身比例 ０３ ０８

把其中数据抽象出来，则为数表

０７ ０２［ ］
０３ ０８

．

其中横排的数字称为行，竖排的数字称为列，本数表有二行二列，０．７是第一行第一列的数字，表
示第一年的已婚者在第二年仍维持婚姻的比例．

３§１２ 矩阵的概念

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



模型１．１．３的石油产品数据表１．１中，数值抽象出来则是下列数表：

１６ ８ ８
８ ２０ ８
熿

燀

燄

燅４ １０ ２０

，

其中第犻行，第犼列的数犪犻犼表示对第犻类产品油，第犼个炼油厂的产量数．如犪２２＝２０，表示第２
个炼油厂的柴油产量为２０（加仑）．
这些例子说明我们可以把一个线性模型的数据抽出来，表示为一个数表，这个数表就是将要

定义的矩阵．
定义１．２．１ 由犿×狀个数犪犻犼，犻＝１，２，⋯，犿，犼＝１，２，⋯，狀组成的一个犿 行、狀列的数表

称为矩阵．
记为

（犪犻犼）犿×狀＝

犪１１ 犪１２ ⋯ 犪１狀
犪２１ 犪２２ ⋯ 犪２狀
  

犪犿１ 犪犿２ ⋯ 犪

熿

燀

燄

燅犿狀

．

我们常用大写字母犃、犅、犆等表示一个矩阵，如：

犃＝（犪犻犼）犿×狀，
其中犿×狀是矩阵的阶数，犿 是行数、狀是列数；犪犻犼是位于矩阵第犻行，第犼列位置上的数，称为
矩阵的元素．在本教材中，它们都是实数，从而犃为实矩阵．
如前面两个模型得到的矩阵：

０７ ０２［ ］
０３ ０８

和

１６ ８ ８
８ ２０ ８
熿

燀

燄

燅４ １０ ２０
分别是２×２阶和３×３阶矩阵．这种行数和列数相等（犿＝狀）的矩阵被称为方阵或狀阶方阵．
例１

犃＝
１ ３ ０［ ］
３ ０ ４

，犅＝
１ ４［ ］
０ ７
，犆＝

熿

燀

燄

燅

１
１
２

，犇＝［１ ０ ２ ３］，犗＝
０ ０ ０［ ］
０ ０ ０

，

都是矩阵的例子．
矩阵犃是２×３阶矩阵，其中元素犪２１＝３，犪２３＝４．矩阵犆只有一列，而矩阵犇只有一行，像

这种只有一列或者只有一行的矩阵分别被称之为列向量和行向量．矩阵犗 的元素全为０，称元
素都是０的矩阵为零矩阵．
由于矩阵被定义为由数构成的表图（简称数表）．因此，定义１２１中隐含有两个矩阵相等的

含义为：犃＝犅当且仅当犃和犅的阶数相同，而且对应位置上的元素相等．
在例１中，所给矩阵是互不相等的．
例２ 彩电生产模型：考虑一个彩电生产集团，它有两个分厂，分别生产２１?、２５?、２９?

彩电，两个厂的月产量在这三种类型的彩电上，依次的量用一个向量［２０ １０ ９］和［１０ ７ ２０］
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（万台）表示．则该公司的生产可用矩阵表示为：

犃＝
２０ １０ ９［ ］
１０ ７ ２０

，

其中犪犻犼表示第犻个分厂，对第犼种类型彩电的产量．类型犼＝１表示２１?；犼＝２表示２５?，犼＝３
表示２９?．例如犪２２＝７表示第２个分厂，生产的２５?彩电是７万台?月．
例３ 图的矩阵表示：一个图是结点和边的集合．图１２是一个由５个结点犞１，犞２，犞３，

犞４，犞５构成的网络图．

图１２

图１２中联结结点之间的边为：
｛犞１，犞２｝，｛犞２，犞３｝，｛犞３，犞４｝，｛犞３，犞５｝，｛犞４，犞５｝．

我们可定义一个５×５阶矩阵犃如下：

犪犻犼＝
１， 如果｛犞犻，犞犼｝是图的边；

０， 如犞犻和犞犼
烅
烄

烆 之间无直接连接的边，

则矩阵犃称为图的连接矩阵（犪犱犼犪犮犲狀犮狔犿犪狋狉犻狓）．
图１．２的连接矩阵为：

犃＝

０ １ ０ ０ ０
１ ０ １ ０ ０
０ １ ０ １ １
０ ０ １ ０ １

熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ ０

．

qqqqqqqq
q

qqqqqqqq
q

r

rr

r

知识广角

博 弈 矩 阵

博弈论（犵犪犿犲狋犺犲狅狉狔）是由犞狅狀犖犲狌犿犪狀狀和犕狅狉犵犲狀狊狋犲狉狀于１９４４年创立的，研究决策主体的
行为发生直接相互作用时候的决策及决策的均衡结果的数学理论．在经济学和管理科学等学科
有极广泛的应用．其中两人非合作博弈是它的一种典型情形．有两个局中人，每人有一个策略集

犛犻，犻＝１，２，每一个局中人独立选择自己的策略，但决策的结果不仅依赖于自己的策略选择，还依
赖于对手的策略选择．下面是非合作博弈的一个著名的例子———囚徒困境（狆狉犻狊狅狀犲狉’狊犱犻犾犲犿犿犪）．
有两个犯罪嫌疑人被警察抓住，分别关在不同的屋子里审讯．每个人可选择的策略集为｛坦

白，不坦白｝，如果两人都坦白，各判８年．如果两人都不坦白，因证据不足，各判１年．如果一人坦
白．另一人不坦白，则坦白者判０年，不坦白者判１０年，以体现坦白从宽抗拒从严的政策．我们定
义两个２×２阶矩阵表示这个博弈，矩阵犃是嫌疑人１的结果矩阵，矩阵犅是嫌疑人２的结果矩
阵：

５§１２ 矩阵的概念



２ ２
 

坦白 不坦白 坦白 不坦白

１
坦白

不坦白

－８ ０［ ］
－１０ －１

； １
坦白

不坦白

－８ －１０［ ］
０ －１

．

犃 犅
矩阵犃中元素犪犻犼表示在嫌疑人１取策略犻时，嫌疑人２取策略犼时，嫌疑人１的判刑年数．同理

犅中元素犫犻犼表示两个人分别取策略犻，犼时，嫌疑人２的判刑年数．｛策略１，策略２｝＝｛坦白，不坦
白｝．
从矩阵犃的第１行分析显示，嫌疑人１选择策略｛坦白｝时，不论嫌疑人２取什么策略，其结

果比他选择｛不坦白｝的相应结果都要好．因此，嫌疑人１会选择｛坦白｝．同理，矩阵犅的第１列
每个数都比第２列相应的数值大，因此嫌疑人２也会选择｛坦白｝．如此，博弈矩阵的简单分析显
示出博弈的结果是两人均坦白，各被判刑８年．
这个著名的例子奠定了非合作博弈的基础，也反映出个人理性和集体理性的矛盾．若让两人

作为一个集体，使他们有串供的机会，则两人均会采用｛不坦白｝的策略，只有各判刑一年．

练习 １２

１．所有零矩阵是否相等？若不等，举例说明．
２．写出下列图的连接矩阵．

３．设上三角矩阵是方阵犃＝（犪犻犼）狀×犿，其中元素犪犻犼＝０，犻＞犼，如二阶上三角矩阵为
犪１１ 犪１２
０ 犪［ ］

２２

，试给出一

个４阶上三角矩阵的例子．

§１．３ 矩阵的运算

上一节给出矩阵的概念后，我们已经看到了矩阵在表示和分析问题上的简单功能．但矩阵作
为重要的数学工具之一，它的有效使用还在于在矩阵间的若干运算．这一节我们将定义矩阵的一
些重要运算，并讨论它们的性质和应用．

１３１ 数乘矩阵

在§１２例２中，彩电月生产矩阵为

犃＝
２０ １０ ９［ ］
１０ ７ ２０

．
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如果要求出该公司的季度生产矩阵，则是每种产量，即犃的元素犪犻犼都要乘以数３，所以季度
生产矩阵为：

３犃＝
３×２０ ３×１０ ３×９［ ］
３×１０ ３×７ ３×２０

＝
６０ ３０ ２７［ ］
３０ ２１ ６０

．

定义１．３．１ 设犃是一个犿×狀阶矩阵，即犃＝（犪犻犼）犿×狀，犽是一个数．则数犽与矩阵犃相
乘定义为：

犽

犪１１ 犪１２ ⋯ 犪１狀
犪２１ 犪２２ ⋯ 犪２狀
  

犪犿１ 犪犿２ ⋯ 犪

熿

燀

燄

燅犿狀

＝

犽犪１１ 犽犪１２ ⋯ 犽犪１狀
犽犪２１ 犽犪２２ ⋯ 犽犪２狀
  

犽犪犿１ 犽犪犿２ ⋯ 犽犪

熿

燀

燄

燅犿狀

． （１３１）

简记为 犽犃＝（犽犪犻犼）犿×狀．

例如 犃＝
３ ５ －９［ ］
２ ０ ７

，则

５犃＝
１５ ２５ －４５［ ］
１０ ０ ３５

，１
２犃＝

３
２

５
２ －９２

１ ０

熿

燀

燄

燅
７
２

．

要注意的是：数乘矩阵是用数乘矩阵的每一个元素．

１．３．２ 矩阵的加法

矩阵加法的背景是我们在实际中经常用到的数表之间的一种加法．先看下例．
例１ 一个小组有４名学生，他们参加了３门课程的考试，可用一个矩阵表示他们的考试成

绩：犃＝（犪犻犼）４×３，犃的元素犪犻犼表示第犻个学生在第犼门课程考试中的得分．如果三门课程都有期
中、期末两次考试，则有两个考试分数矩阵犃１和犃２，它们分别是：

犃１＝

６０ ７５ ８５
８０ ７０ ８１
９０ ８０ ７２

熿

燀

燄

燅７０ ５５ ６０

，犃２＝

７０８０ ８０
８２７５ ９０
８５８４ ８０

熿

燀

燄

燅６０６５ ７０

．

例如犃１中，犪２３＝８１，则表示学生２在第３门课程期中考试得分为８１分．
当我们要统计该小组学生的这三门课程的两次考试的总分时，就应该把他们每人的两次考

试分数按各门课程对应地相加，即总分矩阵为

６０＋７０ ７５＋８０ ８５＋８０
８０＋８２ ７０＋７５ ８１＋９０
９０＋８５ ８０＋８４ ７２＋８０

熿

燀

燄

燅７０＋６０ ５５＋６５ ６０＋７０

＝

１３０ １５５ １６５
１６２ １４５ １７１
１７５ １６４ １５２

熿

燀

燄

燅１３０ １２０ １３０

．

这种阶数相同的矩阵间的对应元素相加，称为矩阵加法．因此，总分矩阵可记为：犃１＋犃２．
定义１３２ 设犃＝（犪犻犼）犿×狀和犅＝（犫犻犼）犿×狀是两个犿×狀阶矩阵，则犃＋犅是一个犿×狀

阶矩阵，定义为：
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犃＋犅＝

犪１１＋犫１１ 犪１２＋犫１２ ⋯ 犪１狀＋犫１狀
犪２１＋犫２１ 犪２２＋犫２２ ⋯ 犪２狀＋犫２狀
  

犪犿１＋犫犿１ 犪犿２＋犫犿２ ⋯ 犪犿狀＋犫

熿

燀

燄

燅犿狀

． （１３２）

如

２ ７ ４
３ ０ ５
熿

燀

燄

燅１ －１ ６
＋
２ １０ －２
０ １ －３
熿

燀

燄

燅５ １０ ４
＝
４ １７ ２
３ １ ２
熿

燀

燄

燅６ ９ １０
．

１
２

熿

燀

燄

燅－８
＋
熿

燀

燄

燅

３
２
７
＝
４
４

熿

燀

燄

燅－１
．

矩阵的加法定义告诉我们：阶数相同的矩阵才能做加法运算．
数乘矩阵和矩阵的加法，称为矩阵的线性运算．
例２ 在例１中的问题及所给考试分数矩阵下，若这三门课程的期末总评规定：期中成绩占

２０％，期末成绩占８０％，求该组学生的总评成绩矩阵犅．
解 由题意，我们可用矩阵的线性运算求矩阵犅：

犅＝０２犃１＋０８犃２＝

６８ ７９ ８１
８１６ ７４ ８８２
８６ ８３２ ７８４

熿

燀

燄

燅６２ ６３ ６８

．

从矩阵犅中能很明了地得到每一位同学三门课程的总评分数．如矩阵犅的元素犫２３＝８８．２，给出
第２位同学，第３门课总评成绩为８８．２分．
矩阵的加法和数乘矩阵本质上是矩阵元素的加法和乘法．因此，从定义，对阶数相同的矩阵

犃、犅，和零矩阵犗，成立下列运算的性质：
（１）矩阵加法的交换律 犃＋犅＝犅＋犃；
（２）矩阵加法的结合律 （犃＋犅）＋犆＝犃＋（犅＋犆）；
（３）犗矩阵为加法的零元素 犃＋犗＝犃；
（４）－犃为矩阵犃的负元素 犃＋（－犃）＝犗；
（５）数乘对加法的分配律 犽（犃＋犅）＝犽犃＋犽犅；
（６）数乘矩阵对数的加法的分配律 （犽＋犾）犃＝犽犃＋犾犃．
这些性质和数的相应运算性质完全一致．

１．３．３ 矩阵的乘法

这一小节，我们将介绍最重要的矩阵运算———两个矩阵的乘法．它的直观背景和定义都比矩
阵的线性运算复杂一些．我们将从矩阵与向量的运算入手，再由此引入两个矩阵的乘法．
１３３１ 矩阵与向量的乘法
为了解运算的定义背景，先分析１．１．３中的炼油厂模型．公司的三个炼油厂的现有技术分别
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可以从一桶原油中生产不同数量的燃油、柴油和汽油，已知一桶原油的单产量（加仑）矩阵为

１厂 ２厂 ３厂

犃＝
１６ ８ ８
８ ２０ ８
熿

燀

燄

燅４ １０ ２０

燃油

柴油

汽油

．

设狓犻表示第犻个炼油厂所用的原油的桶数，则三个厂使用原油量可用向量犡表示为

犡＝
狓１
狓２
狓

熿

燀

燄

燅３

．

由已知条件可计算出公司总产量矩阵为

犆＝
１６狓１＋８狓２＋８狓３
８狓１＋２０狓２＋８狓３
４狓１＋１０狓２＋２０狓

熿

燀

燄

燅３

燃油

柴油

汽油

．

犆是一个３×１的向量，犆的第１个元素是：

犮１＝１６狓１＋８狓２＋８狓３，

犮１是矩阵犃的第１行元素：［ ］１６ ８ ８ ＝ 犪１１ 犪１２ 犪［ ］１３ 和列向量犡对应位置上元素乘积的
和：犪１１狓１＋犪１２狓２＋犪１３狓３．我们称犪１１狓１＋犪１２狓２＋犪１３狓３为犃的第１行的行向量与列向量犡的
“数量积”，即：

犪１１ 犪１２ 犪［ ］１３

狓１
狓２
狓

熿

燀

燄

燅３

＝犪１１狓１＋犪１２狓２＋犪１３狓３．

同理犆的第２个元素犮２是犃的第２行与犡的数量积，犆的第３个元素犮３是犃的第３行与犡
的数量积，它们分别给出了公司在三种产品上的总产量．我们可以很自然地就把总产量矩阵犆
看作是单产量矩阵犃和原油总用量犡的乘积，这样就可以表示为：

犃犡＝
１６ ８ ８
８ ２０ ８
熿

燀

燄

燅４ １０ ２０

狓１
狓２
狓

熿

燀

燄

燅３

＝

１６狓１＋８狓２＋８狓３
８狓１＋２０狓２＋８狓３
４狓１＋１０狓２＋２０狓

熿

燀

燄

燅３

＝犆．

这样模型１１３中的订单问题就可以简洁地表示为：

１６ ８ ８
８ ２０ ８
熿

燀

燄

燅４ １０ ２０

狓１
狓２
狓

熿

燀

燄

燅３

＝
９６００
１２８００
熿

燀

燄

燅１６０００
．

当三种产品的订单向量犫为：

犫＝
９６００
１２８００
熿

燀

燄

燅１６０００

燃油

柴油

汽油

时，公司需要准备给三个炼油厂的原油桶数就可以求解—个形式上类似于一元线性方程犪狓＝犮
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