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第九章　压杆稳定

９１　压杆稳定的概念

一、稳定性问题的提出

１简单的实验
取两根截面相同而高度不同的松木条（图９１），Ａ＝３０ｍｍ×５ｍｍ，一杆长

为２０ｍｍ，另一杆长为１０００ｍｍ。若松木的强度极限σｂ＝３０ＭＰａ，按强度考
虑，两杆的极限承载力均应为Ｐ＝σｂ×Ａ＝４５ｋＮ。但是，当我们给两杆缓慢施
加压力时会发现：长杆 （图９１（ｂ））在加到远小于４５ｋＮ时，杆件便发生弯
曲，当力再加大时，弯曲迅速加大，杆随即折断；而短杆 （图９１（ａ））受力接
近４５ｋＮ，且在破坏前一直保持着直线形状。显然，长杆的破坏不是强度不足
造成的。

图９１

２典型工程案例
在工程史上，１９２５年，苏联莫兹尔桥，以及有些国家发生的一些重大工程

事故，都是由于结构中某根受压杆在满足强度条件的情况下，突然发生弯曲，
从而引起整个结构毁坏造成的。

３丧失稳定
工程事故引起了人们的高度关注。人们做了大量的工作来研究杆的受压破

坏问题。经研究，长杆在远远小于杆件极限承载力的压力作用下发生破坏，就
其性质而言，与杆件的强度无关。这种长杆由于丧失了保持直线形状的稳定性
而造成的破坏称为丧失稳定。因此，对细长压杆进行稳定性计算就显得尤为重

１



要。

二、平衡状态的稳定性

１简单的演示———刚体平衡状态的稳定性
为了形象说明细长压杆 “丧失稳定”的实质，现以图９２所示的小球在三

种约束条件下的平衡状态的稳定性做比拟。小球在Ａ、Ｂ、Ｃ三个位置都可以保
持平衡，但这些平衡状态抵抗干扰的能力不同。图９２（ａ）所示小球受到干扰
后，经过摆动，能回到原来的平衡位置，继续保持平衡。小球在Ａ处的平衡状
态就称为稳定的平衡状态。图９２（ｂ）所示小球受到干扰后，会脱离原来的位
置，再也不能回到原来的平衡位置。小球在Ｂ处的平衡状态就称为不稳定的平
衡状态。图９２（ｃ）所示小球受到干扰后，小球既不能回到原处，也不会继续滚
动，而是在新的位置保持了新的平衡。小球在Ｃ处的平衡状态就称为随遇平衡
状态。同样的事实纵向看，小球的平衡状态从 “稳定”的变到不 “不稳定”的，
与约束从凹变到凸有关，其间的分界线是平面，小球在Ｃ处的随遇平衡状态已
经具有不稳定平衡状态的特点，是不稳定平衡状态的开始，故又称为临界状态。

图９２

２弹性体平衡状态的稳定性———中心受压直杆的稳定性分析
为了弄清弹性体的稳定性，以中心受压杆的稳定性分析为例。对于中心受

压直杆（图９３）受轴向力Ｐ 作用时，假想地在杆上施加以横向干扰力Ｑ （图
９３（ａ）），若轴向力不大时 （图９３（ｂ）），那么撤去干扰力后，杆的轴线将恢复
其原有的直线形状；当压力逐渐增大到一定的限界值时 （图９３（ｃ）），撤去干扰
力后，杆的轴线将保持弯曲的形状，而不可能恢复其原有的直线形状；当压力
超过限界值时 （图９３（ｄ）），撤去干扰力后，杆的轴线的弯曲形状会继续增大，
直至弯曲折断。显然，当压力Ｐ不超过某一限界值时，压杆在直轴线形状下的
平衡是稳定平衡，而当压力Ｐ增大到该限界值时，压杆在直轴线形状下的平衡
２ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



就转化为不稳定平衡，中心受压直杆所能承受压力的限界值习惯上称为 “临界
压力”，或简称为 “临界力”。用 表示，所谓 “临界状态”，就是压杆在直轴线形
状下的平衡由稳定转化为不稳定的这一特定状态。中心受压直杆在临界力 作用

图９３

下，其直轴线形状下的平衡丧失稳定性，称为 “失稳”。
工程实际中的受压杆件（房柱、桥墩），由于种种原因不可能达到理想的中

心受压直杆状态。材料的不均匀、制造的误差、加力的偏差等不可避免的因素
的影响都相当于一种 “干扰力”。当压杆上的荷载达到临界力Ｐｃｒ时，在这些不
可避免的干扰力作用下，杆件就会发生 “失稳”破坏。因此，压杆稳定性计算
的关键是确定各种条件下压杆的临界力。

９２　细长压杆的临界力公式———欧拉公式

一、两端铰支压杆的临界力

图９４为两端受压杆件，人们经过对不同长度（ｌ）、不同截面（Ｉ）、不同材料

图９４

（Ｅ）的压杆在内力不超过材料的比例极限时发生失稳的临
界力Ｐｃｒ进行研究得

Ｐｃｒ＝π
２ΕΙ
ｌ２

（９１）

式中　π———圆周率；

Ｅ———材料的弹性模量；

Ι———杆件截面对形心主轴的惯性矩。

ｌ———杆件长度；
当杆端在各方向的约束情况相同时，压杆总是在抗弯

刚度最小的纵向平面内失稳，所以（９１）式中的惯性矩应
３



取截面最小的形心惯性矩Ｉｍｉｎ。
瑞士科学家欧拉（ＬＥｕｌａｒ）早在１８世纪，就对理想细长压杆在弹性范围的

稳定性进行了研究。从理论上证明了（９１）式是正确的，因此（９１）式又称为
计算临界力的欧拉公式。

二、杆端支承对临界力的影响

工程上常见的杆端支承形式主要有四种，如图９５所示，欧拉进一步研究
得出各种支承情况下的临界力。如一端固定，一端自由的杆件，这种支承形式
下压杆的临界力，只要在（９１）式中以２ｌ代替ｌ即可

图９５

Ｐｃｒ＝ π
２ΕΙ
（２ｌ）２

（ａ）

同理，可得两端固定支承的临界力为

Ｐｃｒ＝ π２ΕΙ
（０５ｌ）２

（ｂ）

一端固定，一端铰支压杆的临界力为

Ｐｃｒ＝ π２ΕΙ
（０７ｌ）２

（ｃ）

式（ａ），（ｂ），（ｃ）和（９１）可归纳为统一的表达式

Ｐｃｒ＝ π
２ΕΙ
（μｌ）２

（９２）

式中μｌ称为压杆计算长度，μ称为长度系数，几种不同杆端支承的各μ值
列于表９１中，μ反映了杆端支承情况对临界力的影响。

表９１　各种杆端支承压杆的长度系数图μ

４



杆
端
支
承
情
况

临界力Ｐｃｒ π２ＥＩ
ｌ２

π２ＥＩ
（２ｌ）２

π２ＥＩ
（０５ｌ）２

π２ＥＩ
（０７ｌ）２

计算长度 ｌ ２ｌ ０５ｌ ０７ｌ

长度系数μ １ ２ ０５ ０７

　　例９１　图９６所示轴心受压杆，截面面积为１０ｍｍ×２０ｍｍ。已知其为细长杆，弹性
模量Ｅ＝２００ＧＰａ，试计算其临界力。

图９６

解　由杆件的约束形式可知

μ＝０７

Ｉｍｉｎ＝Ｉｙ ＝ｈｂ
３

１２ ＝
２０×１０３
１２ ＝１６７×１０３ｍｍ４

临界力

Ｐｃｒ＝π
２ＥＩ
（μｌ）

２ ＝
π２×２００×１０３×１６７×１０３

（０７×２５×１０３）２
＝１０７６２Ｎ＝１０７６ｋＮ

三、临界应力和柔度

在临界力的作用下，细长压杆横截面上的平均应力叫做压杆的临界应力，用σｃｒ表示。
若压杆的横截面面积为Ａ，则临界应力为

σｃｒ＝ＰｃｒＡ ＝ π２ＥＩ
（μｌ）

２·Ａ

由式Ｉ
Ａ ＝ｉ

２ 可知

５



σｃｒ＝ π２Ｅ
（μｌ）

２·ｉ２ ＝
π２Ｅ
μｌ（ ）ｉ

２

令 λ＝μｌｉ
（９３）

于是临界应力的公式为

σｃｒ＝π
２Ｅ
λ２

（９４）

λ称为压杆的柔度或长细比，它综合反映了压杆的长度、支承情况、截面形状与尺寸等
因素，是一个无量纲的量。

四、欧拉公式的适用范围

欧拉公式是在材料服从胡克定律的条件下导出的。因此，压杆的临界力只适用于应力小
于比例极限的情况。其条件可表示为

σｃｒ＝π
２Ｅ
λ２ ≤σｐ

若用柔度来表示，则欧拉公式的适用范围为

λ≥λｐ＝ π２Ｅ
σ槡ｐ

（９５）

式中，λｐ为σｃｒ＝σｐ时的柔度值。
工程中把λ≥λｐ的压杆称为细长杆（或大柔度杆），只有细长杆才能应用欧拉公式计算压

杆的临界力和临界应力。

λｐ的大小与材料的力学性能有关，不同材料的λｐ值不同。如Ｑ２３５钢，若取Ｅ＝２００ＧＰａ，

σｐ＝２００ＭＰａ，代入上式可得λｐ＝１００。这意味着由Ｑ２３５钢制成的压杆，只有在λ≥１００时才可
以应用欧拉公式。
例９２　有一长ｌ＝４５ｍ的压杆，截面为２０ａ工字钢，一端固定，一端铰支，材料为

Ｑ２３５钢，Ｅ＝２×１０５ ＭＰａ，如图９７所示。试计算压杆的临界力和临界应力。

图９７

６ 此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



解　（１）计算λ。压杆一端固定，一端铰支，μ＝０７。Ｉｙ、Ｉｚ 为形心主惯性矩，Ｉｍｉｎ＝
Ｉｙ。查型钢表得

ｉｙ ＝２１２ｃｍ，Ｉｙ ＝１５８ｃｍ４，Ａ＝３５６ｃｍ２

故λ＝μｌｉ ＝
０７×４５００
２１２ ＝１４８６＞λｐ＝１００

压杆为细长杆。
（２）计算Ｐｃｒ

Ｐｃｒ＝π
２ＥＩ
（μｌ）

２＝
π２×２１×１０５×１５８×１０４

（０７×４５×１０３）２
＝３３００４×１０３Ｎ＝３３００４ｋＮ

（３）计算σｃｒ

σｃｒ＝ＰｃｒＡ ＝３３００４×１０
３

３５６×１０２
＝９２７ＭＰａ

例９３　一中心受压木柱，长ｌ＝８ｍ，矩形截面ｂ×ｈ＝１２０ｍｍ×２００ｍｍ，柱的支承情况
是：在最大刚度平面内弯曲时（中心轴为ｙ轴）两端铰支，如图９８（ａ）所示；在最小刚度平
面内弯曲时（中心轴为ｚ轴），两端固定，如图９８（ｂ）所示。木材的弹性模量Ｅ＝１０ＧＰａ，

λｐ＝１１０，试求木柱的临界应力和临界力。

图９８

解　（１）计算最大刚度平面内的柔度

ｉｙ ＝ ｈ
槡１２

＝ ２００
槡１２

＝５７７ｍｍ

在此平面内，柱子两端为铰支，μ＝１

λｙ ＝μｌｉｙ
＝１×８×１０

３

５７７ ＝１３９

（２）计算最小刚度平面的柔度

７



ｉｚ ＝ ｂ
槡１２

＝ １２０
槡１２

＝３４６ｍｍ

在此平面内，柱子两端固定，所以μ＝０５

λｚ ＝μｌｉｚ ＝
０５×８×１０３

３４６ ＝１１５６

（３）讨论。计算结果表明，木柱的最大刚度平面内柔度λｙ 比最小刚度平面内柔度λｚ
大，故木柱将在最大刚度平面内失稳。

（４）计算临界应力和临界力。因λｙ＝１３９＞１１０，木柱为细长杆，可用欧拉公式。
临界应力为

σｃｒ＝π
２Ｅ
λ２ｙ

＝π
２×１０×１０３

１３９２ ＝５１０ＭＰ

临界力为

Ρｃｒ＝Α·σｃｒ＝１２０×２００×５１＝１２２４×１０３Ｎ＝１２２４ｋＮ

９３　中长杆的临界应力计算

当压杆的柔度λ小于λｐ而大于λｓ时，称为中长杆或中柔度杆，此类压杆的材料处于弹
塑性变形阶段，不能应用欧拉公式。对于这类压杆目前大都采用以实验为基础的经验公式进
行计算。
我国有关规范的经验公式为

σｃｒ＝σｓ－ｋλ２ （９６）

式中　σｓ———材料的屈服极限；

ｋ———与材料有关的常数，从有关规范中查出。
如Ｑ２３５钢，σｓ＝２４０ＭＰａ，Ｅ＝２１０ＧＰａ，其经验公式为

σｃｒ＝２４０－０００６８λ２ ＭＰａ

类似地，１６Ｍｎ钢的经验公式为

σｃｒ＝２５０－００１４λ２ ＭＰａ
对于柔度λ≤λｓ的压杆，称为短粗杆或小柔度杆，其σｃｒ＝σｓ或σｃｒ＝σｂ。

９４　压杆的稳定计算

一、稳定条件

要使压杆不丧失稳定，应使作用在杆上的压力Ｐ不超过压杆的临界力。在工程中为了
保证压杆具有足够的稳定性，通常必须考虑一定的安全储备，因此压杆的稳定条件为

８



Ｐ≤
Ｐｃｒ
ｎｓｔ

（９７）

式中　Ｐ———实际作用在压杆上的压力；

Ｐｃｒ———压杆的临界力；

ｎｓｔ———稳定安全系数。
稳定安全系数通常大于强度安全系数，因为与强度安全系数相比，还应考虑实际压杆存

在的制造误差，微小初弯曲等因素。

由（９７）可知

σ＝ ＰΑ ≤
Ｐｃｒ
Α·ｎｓｔ＝

σｃｒ
ｎｓｔ

即

σ＝ ＰＡ ≤ σ［ ］ｓｔ （９８）

由于临界力σｃｒ和稳定安全因数ｎｓｔ都随压杆的柔度λ变化，所以 ［σｓｔ］也是一个随λ变
化的量。

二、折减系数法

通常在压杆稳定计算中将变化的稳定许用应力 ［σｃｒ］用强度许用应力 ［σ］关系式来表达

σｃｒ
ｎｓｔ＝

［σｃｒ］＝φ［σ］

由该式可知

φ＝
σｃｒ

ｎｓｔ·［σ］

式中　［σ］———强度计算时的许用应力；

φ———折减系数 （０≤φ≤１）。

φ是一个随λ与Ε变化的量，表９２是几种材料的折减系数，计算时可查用。

表９２　压杆的折减系数φ

λ
φ

Ｑ２３５钢 １６Ｍｎ 木材
λ

φ
Ｑ２３５钢 １６Ｍｎ 木材

０ １０００ １０００ １０００ １１０ ０５３６ ０３８４ ０２４８

１０ ０９９５ ０９９３ ０９７１ １２０ ０４６６ ０３２５ ０２０８

２０ ０９８１ ０９７３ ０９３２ １３０ ０４０１ ０２７９ ０１７８

３０ ０９５８ ０９４０ ０８８３ １４０ ０３４９ ０２４２ ０１５３

４０ ０９２７ ０８９５ ０８２２ １５０ ０３０６ ０２１３ ０１３３

５０ ０８８８ ０８４０ ０７５１ １６０ ０２７２ ０１８８ ０１１７

６０ ０８４２ ０７７６ ０６６８ １７０ ０２４３ ０１６８ ０１０４

７０ ０７８９ ０７０５ ０５７５ １８０ ０２１８ ０１５１ ００９３

９



λ
φ

Ｑ２３５钢 １６Ｍｎ 木材
λ

φ
Ｑ２３５钢 １６Ｍｎ 木材

８０ ０７３１ ０６２７ ０４７０ １９０ ０１９７ ０１３６ ００８３

９０ ０６６９ ０５４６ ０３７０ ２００ ０１８０ ０１２４ ００７５

１００ ０６０４ ０４６２ ０３００

　　压杆的稳定条件可用折减系数φ与强度许用应力来表示

σ＝ ＰΑ ≤φ［σ］ （９９）

此式即为压杆需满足的稳定条件，从形式上可理解为压杆在强度破坏之前便丧失稳定，
故由降低强度的许用应力来保证压杆的安全。

三、稳定计算

应用（９９）式的稳定条件，可对压杆进行三种稳定方面的计算。

１稳定校核
按照压杆给定的支承情况确定μ值，然后由已知截面的形状和尺寸计算面积Ａ、惯性矩

Ｉ、惯性半径ｉ及柔度λ，由λ查表９２得出φ值，最后验算是否满足σ＝
Ｐ
Ａ ≤φ［σ］这一稳

定条件。

２确定许用荷载
根据压杆的支承情况、截面形状和尺寸，依次确定μ、Α、Ι、ｉ、λ各值。然后根据材料

和λ值，由表９２查出φ，最后按稳定条件计算许用荷载

［Ｐ］＝Α［σ］·φ

３选择截面

图９９

稳定条件经变换后可得

Ａ≥ Ｐ
φ［σ］

上式表明，要计算Ａ，先要查知φ，但φ与λ有关，λ与ｉ
有关，ｉ与Ａ 有关，当Ａ 未求得之前，φ值也不能查出。一般
采用试算法。
例９４　如图９９所示轴心受压杆截面形式，材料许用应力

［σ］＝１０ＭＰａ，试校核其稳定性。
解　（１）计算截面工作应力

σ＝ ＰＡ ＝
１５０×１０３
１２０×２４０＝

４８６ＭＰａ

（２）计算折减应力：
惯性半径
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ｉ＝ Ｉｍｉｎ槡Ａ ＝ ２４０×１２０３
１２×１２０×槡 ２４０＝３４６４ｍｍ

则最大柔度

λ＝μｌｉ ＝
１×４×１０３
３４６４ ＝１１５５

查表９２有

λ１ ＝１１０，φ１ ＝０２４８
λ２ ＝１２０，φ２ ＝０２０８

用直线插入法求λ＝１１５５时的φ

φ＝０２４８－
０２４８－０２０８
１２０－１１０ ×（１１５５－１１０）＝０２２６

所以

φ［σ］＝０２２６×１０ＭＰａ＝２２６ＭＰａ
（３）比较。由于σ＝４８６ＭＰａ＞φ［σ］＝２２６ＭＰａ，故木柱不满足稳定条件。
例９５　两端固定的钢杆，材料许用应力 ［σ］＝１５０ＭＰａ，试求该压杆的许用荷载

［Ｐ］（图９１０）。

图９１０

解　由于截面为圆环，所以Ｉｚ＝Ｉｙ＝Ｉｍｉｎ，则

ｉｍｉｎ＝ Ｉ槡Ａ＝
π
６４
（Ｄ４－ｄ４）

π
４
（Ｄ２－ｄ２槡 ）

＝１４ Ｄ２＋ｄ槡 ２＝１４ １００２＋８０槡 ２＝３２０２ｍｍ

钢柱两端固定，μ＝０５，其柔度为

λ＝μｌｉ ＝
０５×４５×１０３

３２０２ ＝７０３

查表９２得：当λ＝７０时，φ＝０７８９；当λ＝８０时，φ＝０７３１。

用直线插入法求λ＝７０３时的φ
１１



φ＝０７８９－
７０３－７０
８０－７０

（０７８９－０７３１）＝０７８７

所以许用荷载为

［Ｐ］＝Ａ·［σ］·φ＝
π
４
（１００２－８０２）×１５０×０７８７

＝３３３６０９３Ｎ＝３３３６ｋＮ

选择截面试算法步骤为：
（１）先假设一适当的φ１ 值（一般取０５），由此可定出截面尺寸Ａ１；
（２）按初选的截面尺寸Ａ１，计算ｉ、λ，查出φ１′。比较查出的φ１′与假设的φ１，若两者比

较接近，可对所选截面进行稳定校核；

（３）若φ１′与φ１ 相差较大，则再按φ２＝
φ１＋φ１′
２
计算，直至φｎ 与φｎ′接近为止。

例９６　一木柱高ｌ＝３５ｍ，截面为圆，两端铰支，承受轴向压力Ｐ＝７５ｋＮ，木材
许用应力［σ］＝１０ＭＰａ，试选择直径ｄ。
解　（１）先设φ１＝０５，则

Ａ１ ＝ Ｐ
φ１［σ］

＝７５×１０
３

０５×１０＝
１５×１０３ｍｍ３

于是直径

ｄ１ ＝ ４Ａ１槡π ＝ ４×１５×１０３槡 π ＝１３８ｍｍ

取ｄ１ ＝１４０ｍｍ。
（２）在所选直径下

ｉ１ ＝ｄ１４ ＝
１４０
４０ ＝３５ｍｍ

λ１ ＝μｌｉ１ ＝
１×３５×１０３

３５ ＝１００

查表９２得φ１′＝０３，这与所设φ１＝０５差别较大，重新计算。

（３）设φ２ ＝
φ１＋φ１′
２ ＝０５＋０３２ ＝０４，则

Ａ２ ＝ Ｐ
φ２［σ］

＝７５×１０
３

０４×１０＝
１８７５×１０３ｍｍ２

ｄ２ ＝ ４Ａ２槡π ＝ ４×１８７５×１０３槡 π ＝１５４４ｍｍ

取ｄ２ ＝１６０ｍｍ。

（４）ｉ２ ＝ｄ２４ ＝
１６０
４ ＝４０ｍｍ

λ２ ＝μｌｉ２ ＝
１×３５×１０３

４０ ＝８７５

查表得φ２′＝０３９３，与φ２＝０４很接近。
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