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高等学校工科 I这里 �工科�特指机械Ð建筑Ð交通Ð航空航天等类型专
业J的力学课程在传统上由 �理论力学�及 �材料力学�组成à然而高等学校工
科力学课程究竟应包含哪些内容K多年来一直是教育界和力学界讨论的话题之
一à应该说K力学课程的内容是随着时间Ð时代而改变的à由于科学技术的不断
发展K力学课程的内容也应不断变化à
在��世纪��年代之前K由于计算机很少K在力学计算上大量采用手算K当

时设置的 �理论力学�及 �材料力学�课程内容适应并满足了当时的需要à比如
压力机机身的刚度计算就简化为曲梁的计算K用材料力学方法就可解决à而现在
由于计算机的大量采用K对这一问题可采用有限元法计算K或者使用通用程序à
这表明K以前的力学课程强调手算 I这部分内容一般要求学生熟练掌握K并占用
大量学时J是适应当时的需要的K但不满足��世纪的需要à
在��世纪K高等工科院校学生掌握坚实而宽广的力学基础是最重要的à例

如K大量构件的强度Ð刚度计算K机构的运动学Ð动力学分析等K虽然有多种大
型通用程序K但在使用时必先将实际问题化为力学模型K而这一工作要求使用者
有较强的力学基础à要善于进行受力分析及运动分析K要清楚地理解有限运动与
无穷小变形之区别K要善于将实际材料化为某些理想材料的本构方程K要正确理
解力学中的各类物理量K如应力张量Ð应变张量等à这其中许多内容属连续介质
力学范畴K在过去的 �理论力学�Ð�材料力学�中是欠缺的à
一些先进国家工科力学的内容与��世纪��年代前相比已经有很大的不同à

其内容虽然包括我国现有 �理论力学�Ð�材料力学�内容K但手算内容要求很浅
I学生了解即可JK甚至删去à大量增添了连续介质力学 I含流体力学J内容K且
较详细K这些内容是我国现有 �理论力学�Ð�材料力学�中所没有的à多数力学
课程中都包含笛卡尔张量 I少数学校甚至讲述普遍张量JK学生只有具备张量概
念才能正确理解应力张量Ð应变张量等力学概念K这些都是使用通用程序时必须
具备的知识K无法依靠计算机à
基于这些想法K我们编写了 �工程力学�教材K以替代原有的 �理论力学�Ð

�材料力学�教材à
本书可供高等工科院校各类型专业作为力学教材 I替代 �理论力学�Ð�材料

力学�J使用à
本书分第�Ð�Ð�册出版à第�册为基础部分K包括刚体静力学 I原理论此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



力学的静力学J及变形体静力学 I原材料力学的杆Ð轴Ð梁等基本内容JK适用
于少学时类专业K即第�册相当于传统教材中少学时类使用的 �工程力学�教
材à第�册为通用部分K包括运动学Ð动力学Ð连续介质力学 I含笛卡尔张量及
流体力学J及组合变形Ð强度理论等K适用于中学时类专业K即第�册涵盖了近
机类中学时专业使用的传统理论力学Ð材料力学教材内容à对于一般院校中学时
类专业K仅使用第�Ð�两册即可à第�册为专题部分K其内容包括原理论力
学Ð材料力学的专题部分及若干大型力学通用程序介绍K适用于多学时类专业à
带H�的内容各专业可根据需要K选取其中的若干章Ð节讲授à为便于老师讲授本
教材K我们编辑印刷了与本书配套的教学参考书K每个学校可免费提供�套à有
需要者请向哈尔滨工业大学理论力学教研室函索à
本书由博士生导师程靳教授主编K参加编写的有程燕平 I第一Ð二Ð三Ð

四Ð十九Ð二十Ð二十一Ð二十二Ð二十三Ð二十四Ð二十八章JK李涛 I第五Ð
六Ð七Ð八Ð九Ð二十五Ð二十六Ð二十七章JK程靳 I第十Ð十一Ð十二Ð十
三Ð十四Ð二十九Ð三十Ð三十一Ð三十二Ð三十三章JK毕贤顺 I第十五Ð十
六Ð十七Ð十八章JK王刚 I第三十四章JK全书由程靳Ð程燕平统稿à
哈尔滨工程大学朱加铭教授审阅了书稿K并提出了许多宝贵意见K特此致

谢à
本书是国内首次在高等工科院校基础力学课程中加入连续介质力学内容à由

于我们水平和条件所限K一定有许多缺点和错误K衷心希望大家提出批评和指
正à

编者

����年�月
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第三篇��连续介质力学

引����言

物质由分子组成K分子由原子组成K物质是不连续的à连续介质
模型不考虑微观上的不连续K认为物质是连续且无限可分的K物质的
任何一个无限小的体积可以认为是一个质点K每个质点周围都有物质
存在且与之连续à利用这种连续介质模型有利于使用各种数学工具K
由此建立的大量理论和方程可以相当准确地反映物质宏观力学行为的

规律à
连续介质力学描述物质宏观现象间的关系K而不考虑微观尺度上

的物理结构à连续介质力学研究物质在各种载荷下的响应K它主要由
两部分组成M

I�J各种物质都必须遵循的普遍原理K如物质运动时的几何关系
I运动学关系J以及质量守恒Ð动量及动量矩守恒Ð能量守恒等等à

I�J物质的本构关系K即研究理想化物质与变形Ð载荷等有关的
物理属性à一般用方程来描述这种关系K称之为本构方程à
任何物理定律K如果是正确的K那就必然是客观的K与观察者无

关K即与坐标系 I参照系J无关à只有张量方程能满足这一要求K因
为用张量表达的方程与坐标系无关à因此为了描述连续介质力学的各
种规律K应该使用张量来建立方程à
本书不使用一般的张量K因为一般的张量对于工科低年级学生来

讲可能是稍难一些à本书引入了笛卡尔张量K并用之描述连续介质力
学的各种方程à对于大学生K笛卡尔张量是很容易理解和接受的à



第十章��笛卡尔张量

由于连续介质力学的基本方程一般用张量来表达K因此本章是学习连续介质
力学的重要数学基础à由于笛卡尔坐标系是很简单的坐标系K因此在这样坐标系
中成立的张量���笛卡尔张量也是很简单的张量à笛卡尔张量的概念和理论是很
容易接受的à

第一节��指 标 记 法

一Ð哑指标与自由指标
考察下式

T�b�y��b�y����boyo ���
o

j��
bjyj

式中的��
o

j��

在计算的结果中并不出现K它仅仅是表示求和à如果给出一个约定K就

可以省去��
o

j��

K于是有著名的爱因斯坦 IFjotufjoJ求和约定M在一项里K
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

凡重复

W�W�W�W�W�W�W�W�W�
一次的指标表示求和à
按这一约定K上式可写为

T�bjyj����j��K�K�Ko
����在三维空间中Kj��K�K�K即

T�b�y��b�y��b�y�
一般情况K经常在三维空间中使用张量K这时j��K�K�可以省去不写K因此
前式可写为

T�bjyj
����可以看出求和指标与字母本身无关K上式中的j换成什么字母都可以K因此
上式亦可写为

T�bjyj �bkyk �blyl � �

W�W�W�
称上面的求和指标为哑指标à
求和约定当然也适用于二重求和Ð三重求和及多重求和à例如

B���
�

j��
��
�

k��
bjkyjyk



可写为B�bjkyjykK它展开后为�项

bjkyjyk �b��y�y��b��y�y��b��y�y��
��b��y�y��b��y�y��b��y�y��
��b��y�y��b��y�y��b��y�y�

����考察方程组

z�
z�
�

z

�

�

�

�

�

�o

�

b��b���b�o
b��b���b�o
��� ���

bo���b

m�

n�

q�

r�oo

y�
y�
�

y

�

�

�

�

�

�o
����该方程组可以写为

zj�bjkyk����jKk��K�K�Ko
����上式中的j在方程的每一项中只出现一次K W�W�W�W�

称为自由指标à与哑指标类似K
当j��K�K�时可以省去不写à例如

zj�bjkyk
代表如下线性方程组

z� �b��y��b��y��b��y�
z� �b��y��b��y��b��y�
z� �b��y��b��y��b��y

�
�

��
又如KUjk�BjnCkn代表

U�� �B�nC�n �B��C���B��C���B��C��
U�� �B�nC�n �B��C���B��C���B��C��
����

U�� �B�nC�n �B��C���B��C���B��C

�

�

���
����在使用指标记法时K应注意如下问题M

I�J哑指标与字母选择无关K但同一项中两对哑指标不能用同一字母à如

Bjkyjyk不能写为Bllylylà
I�J如下方程中K左列是错误的K右列是正确的à

bj�ck �dj
Bjk �Cjl
Ejl �Cjkdkn
bj�ckdj �e

�

�

�j

错 ����

bj�cj �dj
Bjk �Cjk
Ejl �Cjkdkl
bj�ckfkdj �e

�

�

�j

正确

���� I�J每一项中不能有三个及三个以上指标相同K如

B�b�c�d��b�c�d��b�c�d�

写为B�bjcjdj是错误的K无意义à这类求和应写为B���
�

j��
BjcjdjK亦可采用如下
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记法

B�bjcjdj
j表示它不参与求和K只是在数值上等于jà

I�J指标记法中K只有自由指标和哑指标K且不可兼用K无其他指标à有些
资料用

bj�Gjj
这是错误记法K因为Gjj中的j是自由指标又是哑指标K这是不允许的à

I�J一个自由指标代表三个方程K若有o个自由指标则表示有�o 个方程à
每对哑指标展开后为�项K若有o对哑指标K则展开后应为�o 项à
如Mbjklcjkl有�����项KbjckdlenUjlnk 展开后应有�����项à
I�J两个指标的指标记法可表为矩阵K通常第一个指标代表行K第二个指标

代表列à它们与矩阵有如下关系M

����Ekj�Cjk���������������� PEQ� PCQU

����cj�Cjkbk PcQ� PCQPbQ

����cj�Ckjbk PcQ� PCQU PbQ

����T�Cjkbjbk PTQ� PbQU PCQPbQ

����Ejk�CjlDlk PEQ� PCQPDQ

����Ejk�CjlDkl PEQ� PCQPDQU

����Bjk�RjnRkoCno PBQ� PRQPCQPRQU

二Ð克罗奈克 ILspofdlfsJ符号
克罗奈克符号的定义为

�jk �
����� 当j�k时

����� 当j-�kR 时
I����J

����在张量计算中经常使用克罗奈克符号K它有如下性质
I�J�jkbk�bjK�jlBjk�BlkK�jl�lk��jk
I�J�jj��������������
�jk�jk ��jj ��Kbjk�jk �bjj

����I�J�jk�kl�lm��jm
I�J克罗奈克符号的矩阵为单位矩阵

P�jkQ�
���������
���������
�������

m�

n�

q�

r���

�
�������
�������
������

m�

n�

q�

r��

����克罗奈克符号有许多应用K如用它来进行因式分解M

bjkyk��yj�bjkyk���jkyk � Ibjk���jkJyk
����记笛卡尔直角坐标系的基矢量 I单位矢量J为fjK则有
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fjðfk ��jk I����J

����设有两个矢量

v�v�f��v�f��v�f� �vjfj
w�w�f��w�f��w�f� �wjfj

����则它们的点积为

vðw�vjfjðwkfk �vjwkfjðfk �vjwk�jk �vjwj
����三Ð导数的简记法
求导数用 �K�来表示K定义如下

I�I��J
I�yj � I����JKj I����J

����式中 I����J代表任意函数K如

I��
I�yj ��

Kj�� I�vjI�yk
�vjKk�� I��vj

I�ykI�yl
�vjKkl

����采用这样的记号K与指标记法配合K可使很多方程表达起来很方便K如弹性
力学的平衡方程为

I��yy
I�y �

I��yz
I�z �

I��y{
I�{ ��

I��zy
I�y �

I��zz
I�z �

I��z{
I�{ �

�

I��{y
I�y �

I��{z
I�z �

I��{{
I�{ �

�

�

�
�

记y��yKy��zKy��{K再利用哑指标K上式可写为

��kKk ��

��kKk ��

��kKk �
�
�

��
最后再利用自由指标K可最终写为

�jkKk ��
����四Ð置换符号
置换符号用fjkl表示K其定义为

fjkl �
������� 当jkl为循环排列I即���Ð���Ð���J

������ 当jkl为逆循环排列I即���Ð���Ð���J

������� 当jkl为非循环排列I即有二或三个指标相同
�
�

� J
I����J

即M

f��� �f��� �f��� ��
��f��� �f��� �f��� ���

f��� �f��� �f��� � � �f��� ��
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����容易看出

fjkl �fljk �fljk ��fjlk ��fjlk ��flkj I����J

����设f�Kf�Kf� 构成右手系K有

f��f� �f���f��f� �f��

����上式可简记为

fj�fk �fjklfl I����J

����若有任意两个矢量M

b�bjfj��c�ckfk
则它的矢积M

b�c� IbjfjJ�IckfkJ�bjckIfj�fkJ�bjckfjklfl
����即

b�c�bjckfjklfl I����J

����用置换符号表达行列式也是很方便的K设

b�

b������b������b��
b������b������b��
b������b������b��

����将此行列式展开K容易证明

b�fjklb�jb�kb�l �fjklbj�bk�bl�
����行列式任意两行或两列对调要改变符号K有

�b�fjklb�jb�kb�l
���� 即 f���b�fjklb�jb�kb�l
����将�K�K�换为mKnKoK可写为

bfmno �bjmbknblofjkl I����bJ

����更一般的K可写为

bfjklfmno �

bjm����bjn����bjo
bkm����bkn����bko
blm����bln����blo

I����cJ

����用克罗奈克符号组成的行列式为

�����������������
�����������������
�����������������

�
�������
�������
�������

��

����因此有

fjklfmno �
�jm�����jn�����jo
�km�����kn�����ko
�lm�����ln�����lo
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����将上式展开K若令j�mK有

fjklfjno ��kn�lo ��ko�ln
����若令j�mKk�nK有

fjklfjko ���lo
����最后K若令j�mKk�nKl�oK则有

fjklfjkl ���ll ��
����五Ð指标记法的运算
若 bj�Bjkck IbJ

cj�Cjkdk IcJ

����为了要把后一式代入前式K就要变换指标à先把式 IcJ中的自由指标j换
成kK这时原来 IcJ式中的哑指标k也必换成其他指标K因为Ckkdk 是没有意义
的à可将 IcJ式改写为

ck �Ckldl IdJ
将式 IdJ代入式 IbJK得

bj�BjkCkldl IeJ
式 IeJ代表三个方程K每个方程右端有�项à
若q�bjcjKr�djejK则

qr�bjcjdkek
����注意K上式不能写为qr�bjcjdjejK因为一项中有�个相同的指标是没有意
义的à

第二节��笛卡尔张量

张量不依赖于坐标系K用张量表达的方程与坐标系无关K在什么坐标系下都
成立à一个物理定律如果是正确的K那么就是客观的K与观察者无关K也就是与
坐标系无关à只有张量能满足这一条件K这是张量能够有越来越广泛的应用的重
要原因à
张量最初是在��世纪后期由高斯 IHbvttJÐ黎曼 ISjfnbooJÐ克里斯托弗

IDisjtupggfmJ等人在发展微分几何过程中引入的K后来由李奇 ISjddjJ和他的
学生列维�奇维塔 IMfwj�DjwjubJ发展了张量分析à但直到����年爱因斯坦用张
量来阐述他的广义相对论K张量才引起人们的重视K并从而发展成一个独立的数
学分支à从��世纪��年代开始K张量在连续介质力学中开始应用K并且应用得
越来越广泛à现在K应用张量最多的领域K就是连续介质力学à如果不懂得张
量K几乎就无法理解力学中的物理量K如应力张量Ð应变张量等等K也几乎无法
看懂力学文献à
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能够在任意坐标系间变换的张量理论称为普遍张量理论à由于普遍张量理论
比较复杂K这里仅介绍笛卡尔张量à笛卡尔张量是指仅在笛卡尔直角坐标系中变
换的张量K其理论远比普遍张量理论简单à掌握了笛卡尔张量K就可以理解和应
用连续介质力学的基本概念和理论à
一Ð笛卡尔坐标变换
设有一笛卡尔直角坐标系Py�y�y�K记为 RP�yjSK其三个坐标轴上的基矢

量f�Kf�Kf� 都是单位矢量K而且相互正交K因此有

fjðfk ��jk I����J

����另有一笛卡尔直角坐标系Py��y��y��K记为 RP�yj�SK其三个坐标轴的基矢

量为f��Kf��Kf��K当然它们之间也有关系fj�ðfk���j�k�à

任一矢量PQ可以表示为

PQ�yjfj �yj�fj�

����设坐标系由 RP�yjS变换为 RP�yj�SK称 RP�yjS为旧系KRP�yj�S为

新系à

W�W�W�W�
引入变换系数K其定义为

�j�k �fj�ðfk���jk� �fjðfk� I�����J

显然K变换系数�j�k表示Pyj�轴与Pyk轴之间夹角的方向余弦K�jk�表示Pyj轴与

Pyk�轴之间夹角的方向余弦à
当坐标系由旧系 RP�yjS变换为新系 RP�yj�S时K由解析几何知道K新Ð

旧坐标之间有关系

y��

y��

y�

�

�

�

�

�

��

�

��������������������

��������������������

�������������������

m�

n�

q�

r��

y�

y�

y

�

�

�

�

�

��

y�

y�

y

�

�

�

�

�

��

�

��������������������

��������������������

�������������������

m�

n�

q�

r��

y��

y��

y�

�

�

�

�

�

��

����用指标记法K上两式可写为

yj� ��j�kyk

yj ��jk�yk
�
�

��
I�����J

����旧系 RP�yjS与新系 RP�yj�S的单位矢量fj及fj�之间的变换关系为
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fj� ��j�kfk

fj ��jk�fk
�
�

��
I�����J

由式 I�����J可以得到

�j�k �
I�yj�
I�yk

���jk� �
I�yj
I�yk�

I�����J

����式 I�����J也可以作为变换系数的定义à实际上K在普遍张量理论中就是
用式 I�����J来作为变换系数的定义的à
容易证明K变换系数的行列式的值等于�K即

}�j�k}��
����由求导的链式法则K有

I�yk
I�yj �

I�yk
I�yl�

ðI�yl�
I�yj ��jk

���� 因此 �l�k�l�j ��jk I�����J

���� 同理 �l�k�j�k ��l�j� I�����J

����这两式表明变换系数�jk�与��jk 是互逆的K因此知道任意一组即可求得另一
组变换系数à它们的关系可用矩阵表示为

P�l�k Q� P�l�kQ�
�

����由于点积可以交换次序K由式 I�����J可知�j�k��j�k K因此变换系数的矩阵
是以对角线为对称的K即

P�l�k Q� P�l�kQ
U

因此 P�j�kQ
U � P�j�kQ�

� I�����J
这表明K笛卡尔直角坐标系之间变换时K其变换系数的矩阵是正交矩阵à正交矩
阵代表刚体旋转K因此式 I�����JÐ式 I�����J所表达的变换是刚体旋转变换K
也只有这种变换才能使一个笛卡尔直角坐标系变换为另一新的笛卡尔直角坐标

系à
二Ð笛卡尔张量

��一阶张量
任一矢量bK在坐标系 RP�yjS中可写为

b�bjfj
����当坐标系由 RP�yjS变换为 RP�yj�S时K其分量按规律

bj� ��j�kbk
变换à有许多物理量或几何量具有这样的变换规律à我们定义K凡是分量按这一
规律变换的量都称为 �矢量�K显然这是矢量定义的推广à这一类的量具有特殊
规律K必须单独加以研究K于是就有了一阶张量à
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定义��若o维空间中有一组o个数UjK当笛卡尔直角坐标系由 RP�yjS
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

变

换为 RP�yj�S时K
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

它们按规律

Uj� ��j�kUk I�����J

����变为Uj�K则称Uj为o维空间中的一阶笛卡尔张量的分量K这o
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

个分量的集

合称为一阶笛卡尔张量
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

à
显然K一阶张量是矢量概念的推广K而矢量就是一阶张量à在三维空间中K

一阶张量共有�个分量à

��二阶张量
定义��若o维空间中有一组o� 个数UjkK当笛卡尔直角坐标系由 RP�yjW�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

S
变换为 RP�yj�S时K
W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

它们按规律

Uj�k� ��j�j�k�kUjk I�����J
变换K则称Ujk为o维空间中的二阶笛卡尔张量的分量K这o�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�W�

个分量的集合称二

W�W�W�W�W�W�
阶笛卡尔张量à
在三维空间中K二阶张量共有�个分量à

��高阶张量
定义M若o维空间中有一组oT 个数Ujk�l I这里jk�l共有T个指标J所确

定的物理量Ð几何量或其他量K当笛卡尔直角坐标系由 RP�yjS变换为 RP�
yj�S时K它们按规律

Uj�k��l� ��j�j�k�k��l�lUjk�l I�����J
变换K则称Ujk�l为o维空间中的T阶笛卡尔张量的分量K这oT 个分量的集合称
为T阶笛卡尔张量à
张量还有其他定义方法K这里从略à
按照上面的定义K显然标量是零阶张量à

��张量的不变性记法及并矢记法
上面介绍的张量是用Ujk�l表示的K W�W�W�W�

称为张量的分量记法à张量还有两种很
重要的记法M

W�W�W�W�W� W�W�W�W�
不变性记法及并矢记法à

矢量的点积Ð矢积是大家所熟悉的K矢量还可以有并积à两矢量bÐc的并
积为

bc� IbjfjJIbkfkJ�bjbkfjfk
����当坐标变换时K有

bc�bj�ck�fj�fk� � I�j�jbjJI�k�kckJI�j�lflJI��mkfmJ

��jl�kmbjckflfm �bjckfjfk �bjckI�jj�fj�JI�kk�fk�J

�bjck�jj��kk�fj�fk�
于是有

bj�ck�fj�fk� �bjck�jj��kk�fj�fk� IbJ
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