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第九章��运动学基础

运动学研究物体的空间位置随时间变化的规律K而不考虑引起运动变化的原
因à要确定一个物体在空间的位置K只有选定另一个物体作为参考体à如果将以
一组坐标系固连在参考体上K则该坐标系称为参考系à工程实践中K一般选择与
地面相固连的坐标系为参考系à
运动学的主要研究对象为点和刚体K这里的点是指不计形状Ð大小Ð质量K

但在空间占有确定位置的几何点N而刚体可看作是由无数个点组成的Ð在力的作
用下不变形的系统à

第一节��点 的 运 动

以数学形式表示的点在空间的位置随时间变化的规律K称为点的运动方程à
要建立点的运动方程K常见的有三种方法K其中矢量法和直角坐标法已在 �高等
数学�和 �普通物理学�中作过介绍à下面除了复习以上两种方法外K还将介绍
一种新的方法���自然法à

图�����点的矢量形式

一Ð矢量法
设动点N 在空间作曲线运动K如图��

�所示K任选一固定点P 作为参考点K则
点N 在任一瞬时的位置可用其位置矢量K
即点P到点N 的矢径s�PN惟一地确定à
点N 运动时K矢径s的大小和方向随

时间u而变化K是时间u的单值连续函数K
即

s�s IuJ I���J
上式就是点的矢量形式的运动方程à

根据速度的定义K点的速度等于矢径对时间的变化率K即

w�mjn
�uA��

�s
�u�

es
eu

I���J

类似地K点的加速度为����b�mjn
�uA��

�w
�u �

ew
eu �

e�s
eu�

I���J

二Ð直角坐标法
设动点N 在空间运动K通过固定点P建立一直角坐标系Pyz{K如图���所此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



示�则点 ÐĀ在任一瞬间的位置可以用它的坐标 �2��3��4��惟一地确定�点 ÐĀ运
动时�其坐标值 2��3��4�都随时间 .�而变化�是时间 .�的单值连续函数�即

2�� �� �.��
3�� �� �.��
4�� ��

t�
s�

�.��
��3���

u�

图 �3�� 点的直角坐标系

这就是点的直角坐标形式的运动方程

由图 �3��知�点 ÐĀ的矢径可表示为

� 2��� 3��� 4���
再利用式 ��3���及式 ��3����可得动点 ÐĀ的
直角坐标形式的速度和加速度

0� �2���.��
�3���.��

�4���.� ��3����
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三�自然法
在点的运动中�如果点的运动轨迹已知�则它的位置可由轨迹上某一点到这

一位置的轨迹弧长来确定�这种以点的轨迹作为曲线坐标来确定点的位置的方法
称为自然法�
设点的轨迹已知�在轨迹上任选一点 ðĀ为原点�并沿轨迹规定正负方向�如

图�3��所示�则点在任一瞬时 .�的位置 ÐĀ可由具有正负号的弧长 -�来确定�-�称为
弧坐标�它是时间 .�的单值连续函数

-�� ��� ��3���.�
上式称为点的自然形式 �或称弧坐标形式�的运动方程�
用自然法描述点的运动时�速度和加速度的表示与轨迹曲线的几何性质有密

切的关系�为此�先将关于空间曲线的某些几何性质介绍如下�

图 �3�� 自然法 图 �3�� 密切面

�2�密切面
设有一空间曲线�如图 �3��所示�在曲线上点 ÐĀ的邻近处取点 ��ÐĀ 曲线在点

ÐĀ和点 ÐĀ�的切线分别用 ÐĀ��和 ÐĀ����表示�现过点 ÐĀ作一直线 ÐĀ���平行于切线

�



ÐĀ����� 则两相交线 ÐĀ��和 ÐĀ���决定一个平面�当点 ÐĀ�向点 ÐĀ移动时�该平面将
随着 ÐĀ����的变化而变化�并绕着切线 ÐĀ��转动�当点 ÐĀ�无限趋近点 ÐĀ时�该平
面将趋向一极限位置�这个极限位置处的平面称为曲线在点 ÐĀ的密切面

�2�
�

自然轴系

在空间曲线上的任一点ÐĀ可以作一切线ÐĀ���通过切线ÐĀ��作空间曲线在该
点的密切面�如图 �3��所示�通过点 ÐĀ作一垂直于切线的平面�称为曲线在点 ÐĀ

图 �3�� 自然轴系

的法平面�密切面与法平面 àĀ 的交线

ÐĀàĀ�称为曲线在点ÐĀ的主法线�再过点

ÐĀ在法平面内作一垂直于密切面的直线

ÐĀ Ā�称之为空间曲线在点 ÐĀ 的副法线

�又称次法线��曲线在点ÐĀ的切线�主法
线�副法线组成一正交轴系�称为曲线的
自然轴系�
下面规定各轴的正方向�并用三个

单位矢量表示自然轴系

��
�

切线单位矢量 ð沿切线 ÐĀ���并指向弧坐标的正方向

��
�

主法线单位矢量 �沿主法线 ÐĀàĀ�指向曲线在该点处的曲率中心

��
�

次法线单位矢量 �的方向按右手法则确定�即

��ð��
需要指出的是�自然轴系与固定的坐标轴系不同�它是随动点在轨迹曲线上

的位置而变化的�因此�单位矢量 ð����是方向随动点的位置而变化的变矢量�
下面再介绍用自然法表示的点的速度和加速度�

图 �3�� 自然法表示点的速度和加速度

设已知动点 ÐĀ 的运动轨迹�如图

�3��所示�其运动方程由式 ��3���表示�
在瞬时 .��点的位置在 ÐĀ�其弧坐标为

-��对在空间中任选的固定点 ðĀ�的矢径
为��在瞬时 .� %�.�� �点的位置在 ��ÐĀ 其
弧线坐标为 -� %�-�� �对 ðĀ�的矢径为 ���
根据用矢量法推导的点的速度公式 ��3�
��得

0� ����.�
����-�
�-�
�.�

可以证明 ��
�-��ð

�



故 0� �-���.�ð�-�
�Ġð 0�ð ��3����

上式表明�点的速度沿轨迹的切线方向�式中的 0�可理解为速度0�在切线方向的投
影�
同样�根据加速度的定义�得

���0��.��
�
�.�0�ð��

�0�� �.�ð�
�ð0��.� ��3���

可以证明 �ð
�.��

-��Ġ

e��

式��3���右端中的第一项表示速度方向不变�仅由于速度大小变化引起的速度

变化率�它是加速度沿切线方向的一个分量�称为切向加速度 �T���T� �0���.�ð�
��

�.�
-�
�ð�

式��3���右端中的第二项表示速度大小不变�仅由于速度方向改变所引起的速

度变化率�它是加速度沿法线方向的一个分量�称为法向加速度 ������0�
�

e���
-��Ġ�

e���

概括起来�点的加速度在其曲线自然轴系中的表示式为

�� �T�� ��� -�ð� Ġ -��Ġ�� ��3����e�
如果点的切向加速度的代数值保持不变�即 ��T��0��Ġ�-� Ġ�常数�则点的运动称为曲线
匀变速运动�将此式在初始条件下���.� 时�0��0���-��-���积分�即可得到其运动学
关系式

0��0�����T�.�

-��-���0��.�� ����T�.�
� ��3����

0���0�������T��-��-���
例�3�� 设动点ÐĀ沿螺旋线 ���2� ���.����3� ����.����4� .�运动�试求在任一瞬时

的速度�加速度的大小及轨迹的曲率半径��2��3��4�的单位为��时间.�的单位为 ���
解 已知动点 ÐĀ的直角坐标形式运动方程�可求出点 ÐĀ 的速度在各坐标轴

上的投影为

2�� ��Ġ ����.�
3��� ���Ġ ���.�
4��Ġ

t�
s�

� � u�
点 ÐĀ的速度大小为

� 2�0� �Ġ��3��Ġ��4��Ġ�� �

� ������.�����������.������� ��ð�

���� ��ð�

�



点 ÐĀ的加速度在各坐标轴上的投影为

2��� ��� Ġ ���.�
3��� �� Ġ ����.�
4� Ġ

t�
s�

� � u�
点 ÐĀ的加速度的大小为

� 2���  Ġ��3� Ġ��4� Ġ�� �

� ��������.������������.���� ��ð��

����ð��

又因为 ��T� �0���.���

则有 ���� ����� �ð��

所以 e��0�
�

����
���� ���

�� ��2��� �

第二节 刚体的基本运动

刚体的基本运动�按其特征可分为平行移动�平动��定轴转动�平面平行运动

�平面运动�及定点转动和一般运动�本节简要讲述刚体的两种基本运动�即平动和
定轴转动�刚体的其他运动�则可看作是这两种基本运动以不同形式的合成�
一�刚体的平行移动
刚体在运动过程中�如果其体内任一直线始终保持与初始位置平行�这种运动

就称为平行移动�简称平动或移动�例如在直道上行驶的汽车的运动�电梯的运动�
刨床滑枕的运动�振动筛筛体的运动�刚体平动时�若其上各点的轨迹为直线�称为
直线平动�如图 �3��所示沿直线轨道行驶的汽车的运动�若其上各点的轨迹为曲
线�则称为曲线平动�如图 �3��所示平板的运动�

图 �3�� 直线平动 图 �3�� 曲线平动

下面研究刚体作平动时�其上各点的轨迹�速度和加速度之间的关系�
在作平动的刚体上任选两点�Ā� Ā�设其矢径分别为��Ā�� Ā�如图 �3��所示�矢径

��Ā�� Ā和矢量 ��Ā Ā的关系为

� Ā� ��Ā� ��Ā Ā ��3�����

�
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因为刚体作平动�矢径 ��Ā Ā为常矢量�故点 �Ā的轨迹沿 ��Ā Ā方向平移一段距离�就能
与点  Ā的轨迹重合�

图 �3�� 平动刚体

将式��3�����对时间 .�求一次导数�并

考虑到���Ā Ā
�.����
得

0� Ā� 0��Ā ��3�����
再对时间 .�求一次导数�即得

��Ā� � Ā ��3�����
由于 �Ā� Ā是在刚体上任意选取的两

点�所以由以上分析可知�刚体平动时�其上
各点的轨迹形状完全相同�且在同一瞬时�其上各点具有相同的速度和加速度�
由于平动刚体上各点的运动相同�只要知道刚体上任一点的运动就能知道整

个刚体的运动�因此刚体平动的问题可以归结为点的运动问题来研究�
二�刚体的定轴转动
刚体运动时�若其体内或其延拓部分有两点始终保持不动�这种运动就称为定

轴转动�简称转动�过这两点的固定直线称为转轴�定轴转动是工程中常见的一种
刚体运动�例如�安置在固定基础上的发电机的转子�电动机的输出轴等的运动都
是定轴转动�
设有一刚体绕定轴 4�转动�现先选一通过转轴 4�并与地面参考系相固连的固

定平面r��再选一通过转轴并与转动刚体相固连的平面s��如图 �3���所示�因刚体
上各点相对平面s�的位置是一定的�所以只要知道平面s�的位置就能确定刚体上
各点的位置�于是�刚体的位置可由平面s�与平面r�间的夹角 i�来确定�刚体转动

图 �3��� 定轴转动

时�i�随时间 .�变化�是时间 .�的单值连续函数�可用一数学
式表示为

i�� i��.�� ��3����
上式称为刚体定轴转动的运动方程�i�的单位为����其正负
符号通常规定如下�从 4�轴的正向看�沿逆时针方向量取为
正值�反之为负值�
刚体作定轴转动的运动方程与点作直线运动方程 2��2�

�.��完全相似�设由瞬时 .�到瞬时 .� %�.�� �位置由 i�增加到 i�
%�

�
i��增量 %�i�称为角位移�下面引出角速度来度量刚体转动

的快慢和转向�比值%�i�%�.�
称为在 %�.�时间内刚体转动的平均角

速度�当 %�.���时 %��i�%�.�
的极限称刚体在瞬时 .�的角速度�用 l�表示�

�



l�� ���
%�.���

%�i�
%�.�

�� i�
�.�� i� ��3�����Ġ

角速度的单位是 ���ð��在工程上常用每分钟内的转数 (����ð ���表示刚体转动的
快慢�角速度 l�与转速 (�之间的关系为

l�� �Q�(����
Q�(�
�� ��3����

同样地�可以引出角加速度的概念�用 U�表示角加速度

U�� ���
%�.���

%�l�
%�.�

�� l�
�.��

��i�
�.��� i� ��3���� Ġ

当 U�为正时�角速度 l�的代数值随时间增大�反之减小�若 U�与 l�符号相同�刚体作
加速转动�若相反�刚体作减速转动�角加速度的单位是 ���ð���
对于匀变速转动�U��常量�则有

l�� l��� U�.�

i�� i��� l��.�� �
�U�.�

t�
s�

u�
� ��3����

式中 l���i����分别是 ��2� 时的角速度和转角�
下面讨论转动刚体内各点的速度和加速度�
在转动刚体内任取一点 ÐĀ�它到转轴的距离为 ���它的运动轨迹即为半径为 ��

的圆�如图 �3���所示�取此圆与固定平面r�的交点为弧坐标原点�则点 ÐĀ的运动

图 �3��� 转动刚体

的速度和加速度

方程为

-����i�
任一瞬时�点 ÐĀ的速度 0�的大小为

0�� �-��.�� ��
�i�
�.�� ��l� ��3����

其方向沿轨迹的切线�即垂直于半径 ðĀÐĀ�指向与 l�转
向一致�
任一瞬时�点 ÐĀ的切向加速度 �T�的大小为

��T� �0�� �.�� ��
�l�
�.�� ��U� ��3����

其方向也沿轨迹的切线�指向与 U�的转向一致�
点 ÐĀ的法向加速度 ��的大小为

���� 0�
�

��� ��l�
� ��3����

其方向指向圆心 ðĀ�
点 ÐĀ的全加速度 �的大小为

��� ����� ���� �
T�� �� U��� l��� � ��3����

�



其方向由加速度 �与 ðĀÐĀ的夹角 \�确定�其中

���\�� ð��T�ð��� �
ðU�ð
l�� ��3����

图 �3��� 例 �3��图

由于点 ÐĀ 是在刚体上任意选取的�根据式��3�
���及式��3����可知�在任一瞬时�刚体内各点的速度
和加速度的大小与各点到转轴的距离成正比�
例 �3�� 图 �3���所示搅拌机的主动轮r�同时带

动齿轮s��t�转动�搅杆  Ā�Ā0Ā用销钉 �Ā� Ā与齿轮s��
t�连接�设主动轮的转速 (�������ð ����Ā Ā�ðĀ�ðĀ��

ðĀ��Ā�ðĀ� ��� Ā ���各轮的齿数分别为 4������4���4��
����试求搅杆上点 0Ā的运动轨迹和速度大小�
解 据题意��Ā Ā�ðĀ�ðĀ��ðĀ��Ā�ðĀ� Ā�这说明��Ā Ā

与 ðĀ�ðĀ�相平行�搅杆  Ā�Ā0Ā在工作过程中将始终与其初始位置平行�其运动为平
动�因此搅杆上点0Ā的轨迹和速度应与点�Ā的相同�点�Ā的轨迹是一半径为����
的圆�
齿轮r��s�分别绕定轴转动�假设其半径分别为 ��������角速度分别为 l���l���

ÐĀ��ÐĀ�分别是两个齿轮啮合圆的接触点�因两圆之间没有相对滑动�所以它们的
速度必定相同�即

0�ÐĀ�� 0�ÐĀ�
由于 0�ÐĀ��l����� � 0�ÐĀ��l�����

因此 l������l����� 或
l��
l���

���
���

由于齿轮在啮合圆上的齿距相等�它们的齿数与半径成正比�故

l��
l���

���
����

4��
4�� ��3����

这说明�两个啮合的定轴转动齿轮的角速度与两齿轮的齿数成反比�或与两轮的啮
合圆半径成反比��这一结论也适用于圆锥齿轮�带轮�链轮以及摩擦轮的传动中�
在机械传动中�常把主动轮和从动轮的角速度的比值称为传动比�记为 #����即

#����
l��
l�� ��3����

将式��3����及式��3����代入上式�得

#����
l��
l���

(��
(���

���
����

4��
4�� ��3����

根据上式可得点 �Ā的速度大小为

0��Ā� ðĀ��Āl��� ðĀ��Ā
4��
4��l��� ðĀ��Ā

4��
4��
(�Q�
��� �2����ð�

�



故点 0Ā的速度大小为 0�0Ā��2����ð��轨迹为半径 ����的圆�
例 �3�� 圆轮绕定点 ðĀ转动�并在此轮缘上绕一柔软而不可伸长的绳子�绳子

图 �3��� 例 �3��图

下端悬一物体�Ā�设该轮半径����2����其转动方程为 i��
�.����.��i�的单位为 ����时间 .�的单位为 ��求当 ��.� �
时�轮缘上任一点 ÐĀ 的速度和加速度及物体 �Ā的速度和
加速度�
解 由转动方程求出圆轮在任一瞬时的角速度和角加

速度

l�� �i��.��� �.�� �

U�� �l��.��� �

当 ��.� �时�则有

l�������������ð��� ���ð�
U�������ð��

因此轮缘上任一点 ÐĀ的速度和加速度为

0����l���2�� ��� ���ð��2��� �ð�
��T����U���2�� ������ ���ð�����2���ð��

������l����2�� ����� ���ð�����2���ð��

它们的方向如图 �3���所示�
ÐĀ点的全加速度及其偏角为

� ���� �
T������ �

�� ���2���ð�������2���ð����� ���2�����ð��

\��������ðU�ðl���������
�
���������

因为 l�与 U�的正负号相反�于是 0�与 ��T�的指向也相反�圆轮此时作匀减速运
动�故知�全加速度 ��偏向与圆轮转向相反的一边�
现在求物体 �Ā的速度和加速度�因为绳子不可伸长�故知物体 �Ā沿铅垂线移

动的距离 -��Ā与点 ÐĀ在同一时间内所走过的弧长 -�ÐĀ 相等�且方向一致�即 -��Ā���.�
-�ÐĀ���.� 此式两边对时间求一阶和二阶导数�得

0��Ā�0�ÐĀ
���Ā���ÐĀT�

这就是说�物体 �Ā的速度和加速度的代数值与轮缘上点 ÐĀ 的速度和切向加速度
的代数值分别相等�因此

0��Ā��2���ð�

���Ā���2���ð��

�



这表明物体 �Ā的速度方向是向下的�而加速度的方向是向上的�

思 考 题

�3�� ��
�.�
和�,�
�.��
�0�
�.�
和�0�
�.�
有何不同�

�3�� 刚体作平动时�其上的某一点 ÐĀ的轨迹是否一定在一个平面内�

�3�� 定轴转动刚体上哪些点的加速度�Z�大小相等�[�方向相同�\�大小相等�方向也相

同�

�3�� 钻头钻孔时�它的运动是不是定轴转动�为什么�

�3�� 在直线轨道上行驶的火车�其车轮是否作定轴转动�

�3�� 如果刚体上每一点的轨迹都是圆�这刚体是否一定作定轴转动�为什么�

�3�� 有人说��刚体绕定轴转动时�角加速度为正�表示加速转动�角加速度为负�表示减速

运动��这种说法正确吗�

习 题

�3�� 机车以等速 0������ð�沿直线轨道行驶�机车车轮的半径为 ���设车轮只滚动而不

滑动�将轮缘上的点 ÐĀ在轨道上起始位置取为坐标原点�并沿轨道取 2�轴�求点 ÐĀ的运动方程

和加速度

�3��

�
如图 �3���所示�摇杆机构的滑杆 �Ā Ā以等速 /�向上运动�试分别用直角坐标法和自然

法建立摇杆上点 0Ā的运动方程�并求此点在 i�� Q��
时的速度�假定初瞬时 i����摇杆长 ðĀ0Ā���

ðĀ

�

@Ā�ÀĀ
�3��

�
半径为 ����2���的飞轮以等加速度由静止开始转动�经过 ���后轮缘上各点获得速

度 ����0� �ð��求当 ���.� �时�轮缘上一点的速度�切向加速度和法向加速度的大小

�3��

�
如图 �3���所示�动点在半径 �����的圆周上按 ����0� 0Ā.�的规律运动�其中 0�以 �ð

�计�时间 .�以 �计�0Ā为待定常数�设动点经过 �Ā� Ā两点时的速度分别为 0��Ā����ð��0� Ā���ð

���Ā� Ā两点的位置如图所示�试求动点由点 �Ā经过点  Ā所需时间以及到达点  Ā时的加速度�

图 �3��� 题 �3��图 图 �3��� 题 �3��图

�3�� 如图 �3���所示�小环 ÐĀ在铅垂面内沿半径为 ��的半圆形曲杆 �Ā Ā0Ā@Ā从点 �Ā由静止

开始运动�已知在小环的运动过程中其切向加速度 ��T�������i����为常数�试求小环在点  Ā�点 0Ā

��



图 �3��� 题 �3��图
两处的速度和加速度

�3��

�
一点在 ðĀ2�3�平面内以等加速度 �运动�已知 ���� �ð��方向平行于 ðĀ2�轴�试求当 .��

��时�该点轨迹的曲率半径�假设在初瞬时点的速度 0�����ð��方向与 ðĀ3�轴之间的夹角 U�

��

�

��

�3�� 直角三角形板 �Ā ĀÐĀ由 �Ā�Ā�杆带动在铅垂平面内运动�已知 �Ā�Ā�杆和  Ā Ā�杆的长度都

等于 &��且有 �Ā Ā��Ā��� Ā 如图 �3���所示�设图示瞬时 �Ā�Ā�杆的角速度为 l��且角加速度 U��l���试

求板上点 ÐĀ的速度和加速度�并在图上画出它们的方向�

图 �3��� 题 �3��图

�3�� 如图 �3���所示��Ā Ā�ðĀ�ðĀ��曲柄 ðĀ��Ā和 ðĀ� Ā的长度均等于 �,��且均以匀角速度 l��分

别绕 ðĀ�和 ðĀ�轴转动�固连于连杆 �Ā Ā上的齿轮r�带动齿轮s�绕轴 ðĀ转动�两轮半径均为 ,��求

轮r�和轮s�轮缘上任一点的法向加速度�

图 �3��� 题 �3��图

��
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