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序

高等学校工科 (这里“工科”特指机械、建筑、交通、航空航天等类型专

业) 的力学课程在传统上由“理论力学”及“材料力学”组成。然而高等学校工

科力学课程究竟应包含哪些内容,多年来一直是教育界和力学界讨论的话题之一。

应该说, 力学课程的内容是随着时间、时代而改变的。由于科学技术的不断发展,

力学课程的内容也应不断变化。

在 20世纪 70 年代之前, 由于计算机很少, 在力学计算上大量采用手算, 当

时设置的“理论力学”及“材料力学”课程内容适应并满足了当时的需要。比如

压力机机身的刚度计算就简化为曲梁的计算, 用材料力学方法就可解决。而现在

由于计算机的大量采用, 对这一问题可采用有限元法计算, 或者使用通用程序。这

表明, 以前的力学课程强调手算 (这部分内容一般要求学生熟练掌握, 并占用大

量学时) 是适应当时的需要的, 但不满足 21世纪的需要。

在 21世纪, 高等工科院校学生掌握坚实而宽广的力学基础是最重要的。例如,

大量构件的强度、刚度计算, 机构的运动学、动力学分析等, 虽然有多种大型通

用程序, 但在使用时必先将实际问题化为力学模型, 而这一工作要求使用者有较

强的力学基础。要善于进行受力分析及运动分析, 要清楚地理解有限运动与无穷

小变形之区别, 要善于将实际材料化为某些理想材料的本构方程, 要正确理解力

学中的各类物理量, 如应力张量、应变张量等。这其中许多内容属连续介质力学

范畴, 在过去的“理论力学”、“材料力学”中是欠缺的。

一些先进国家工科力学的内容与 20 世纪 70 年代前相比已经有很大的不同。

其内容虽然包括我国现有“理论力学”、“材料力学”内容, 但手算内容要求很浅

(学生了解即可) , 甚至删去。大量增添了连续介质力学 (含流体力学) 内容, 且

较详细, 这些内容是我国现有“理论力学”、“材料力学”中所没有的。多数力学

课程中都包含笛卡尔张量 (少数学校甚至讲述普遍张量) , 学生只有具备张量概念

才能正确理解应力张量、应变张量等力学概念, 这些都是使用通用程序时必须具

备的知识, 无法依靠计算机。

基于这些想法, 我们编写了“工程力学”教材, 以替代原有的“理论力学”、

“材料力学”教材。

本书可供高等工科院校各类型专业作为力学教材 (替代“理论力学”、“材料

力学”) 使用。

本书分第Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ册出版。第Ⅰ册为基础部分, 包括刚体静力学 (原理论
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力学的静力学) 及变形体静力学 (原材料力学的杆、轴、梁等基本内容) , 适用于

少学时类专业, 即第Ⅰ册相当于传统教材中少学时类使用的《工程力学》教材。第

Ⅱ册为通用部分, 包括运动学、动力学、连续介质力学 (含笛卡尔张量及流体力

学) 及组合变形、强度理论等, 适用于中学时类专业, 即第Ⅱ册涵盖了近机类中

学时专业使用的传统理论力学、材料力学教材内容。对于一般院校中学时类专业,

仅使用第Ⅰ、Ⅱ两册即可。第Ⅲ册为专题部分, 其内容包括原理论力学、材料力

学的专题部分及若干大型力学通用程序介绍, 适用于多学时类专业。带* 的内容

各专业可根据需要, 选取其中的若干章、节讲授。为便于老师讲授本教材, 我们

编辑印刷了与本书配套的教学参考书, 每个学校可免费提供 2 套。有需要者请向

哈尔滨工业大学理论力学教研室函索。

本书由博士生导师程靳教授主编, 参加编写的有程燕平 (第一、二、三、四、

十九、二十、二十一、二十二、二十三、二十四、二十八章) , 李涛 (第五、六、

七、八、九、二十五、二十六、二十七章) , 程靳 (第十、十一、十二、十三、十

四、二十九、三十、三十一、三十二、三十三章) , 毕贤顺 (第十五、十六、十七、

十八章) , 王刚 (第三十四章) , 全书由程靳、程燕平统稿。

哈尔滨工程大学朱加铭教授审阅了书稿, 并提出了许多宝贵意见, 特此致谢。

本书是国内首次在高等工科院校基础力学课程中加入连续介质力学内容。由

于我们水平和条件所限, 一定有许多缺点和错误, 衷心希望大家提出批评和指正。

编者

2002 年 4 月
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第三篇 连续介质力学

引  言

物质由分子组成, 分子由原子组成, 物质是不连续的。连续介质模

型不考虑微观上的不连续, 认为物质是连续且无限可分的, 物质的任何

一个无限小的体积可以认为是一个质点, 每个质点周围都有物质存在

且与之连续。利用这种连续介质模型有利于使用各种数学工具, 由此建

立的大量理论和方程可以相当准确地反映物质宏观力学行为的规律。

连续介质力学描述物质宏观现象间的关系, 而不考虑微观尺度上

的物理结构。连续介质力学研究物质在各种载荷下的响应, 它主要由两

部分组成 :

( 1) 各种物质都必须遵循的普遍原理, 如物质运动时的几何关系

(运动学关系) 以及质量守恒、动量及动量矩守恒、能量守恒等等。

( 2) 物质的本构关系, 即研究理想化物质与变形、载荷等有关的物

理属性。一般用方程来描述这种关系, 称之为本构方程。

任何物理定律 , 如果是正确的, 那就必然是客观的, 与观察者无关,

即与坐标系 (参照系 ) 无关。只有张量方程能满足这一要求, 因为用张

量表达的方程与坐标系无关。因此为了描述连续介质力学的各种规律,

应该使用张量来建立方程。

本书不使用一般的张量, 因为一般的张量对于工科低年级学生来

讲可能是稍难一些。本书引入了笛卡尔张量 , 并用之描述连续介质力学

的各种方程。对于大学生, 笛卡尔张量是很容易理解和接受的。
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第十章 笛卡尔张量

由于连续介质力学的基本方程一般用张量来表达, 因此本章是学习连续介质

力学的重要数学基础。由于笛卡尔坐标系是很简单的坐标系, 因此在这样坐标系

中成立的张量——笛卡尔张量也是很简单的张量。笛卡尔张量的概念和理论是很

容易接受的。

第一节 指 标 记 法

一、哑指标与自由指标

考察下式



  证明: a·ei= ( a j ej )·ei= a jδj i= a i证毕。

例 10-9 设 A为二阶对称张量, B 为二阶反对称张量, 则 A∶ B= 0。

证明: A∶ B = ( Aij eiej )∶ ( Bm nemen ) = Aij B mnδj mδin = Aij B j i ( a)

由 Aij = A j i, 因此

A∶ B = A ij B j i = A j iB j i = A ij B ij ( b)

  后一等式是将哑指标 ij 换成 j i而得。由于 B ij = - B j i因此式( a)变成

A∶ B = Aij B j i = - Aij B ij ( c)

由( b) ( c)两式得

Aij B ij = - Aij B ij

因此必有 A∶ B= 0。

例 10-10 试证明欲求二阶张量的任意分量, 只需用同名基矢量点积即可,即

T ij = ei ¡¤T ¡¤ej

此式在求张量的分量时很有用。

证明: ei ¡¤T ¡¤ej = ei ¡¤( T klek el ) ¡¤ej = T klδikδl j = T ij 证毕。

例 10-11 试将张量[ A ij ] =

1 2 1

0 3 1

3 1 0

分解为对称与反对称二部分。

解 对称部分为

1
2

( [ Aij ] + [ A j i] ) =

1 1 2

1 3 1

2 1 0

  反对称部分为
1
2

( [ Aij ] - [ A j i] ) =

 0 1 - 1

- 1 0  0

 1 0  0

例 10-12 试用分量记法证明: a× ( b× c) = ( a·c) b- ( a·b) c

证明:令 v = b× c, u = a× ( b× c) = a× v

则 vi= eij k bj ck

um �= emnia neij kbj ck = (δmjδnk - δm kδnj ) a nbj ck

= ( a nbm cn - a nbncm ) = ( a ncn ) bm - ( anbn ) cm

故 u = a× ( b× c) = ( a ¡¤c) b - ( a ¡¤b) c  证毕。

例 10-13 B 为二阶张量, a 为矢量, 试证: a·B= B
T·a

证明: a·B= a iei·B j k ej ek= a iB j kδij ek = aiB ikek

B
T
·a= B kj ej ek·aiei= a iBkjδkiej = aiB ij ej = aiB j kek 证毕。
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第四节 张量的梯度 散度 旋度

一、张量函数的导数和微分

若张量 T( t)是某个标量参数 t的函数, 即 T 的每个分量都是参数 t 的函数, 则

导数 dT( t) / dt 表示张量 T 的每一个分量分别对 t 求导数, 运算结果得到与 T 同阶

的张量,求导数的法则与普通导数相同。

若张量 T( x 1、x 2、x 3 )是坐标的函数, 即张量的每个分量都是坐标 x 1、x 2、x 3 的

函数, 则张量 T 对坐标 xi 的导数就是把张量的每个分量分别对坐标求导数,其运

算结果仍然是张量,阶数比原张量高一阶。

设张量 T ij⋯ k为 S 阶张量, 在新坐标系中的导数为

�T i′j′⋯ k′

�xm′
=
�T i′j′⋯k′

�xm
¡¤
�x m

�x m′
=
�T i′j′⋯k′

�xm
βmm′

由于变换系数βi′j与坐标参数无关, 因此上式变为

�T i′j′⋯ k′

�x m′
= βi′iβj′j⋯βk′kβmm′

�T ij⋯k

�x m

这表明
�T ij⋯k

�x m
是 S + 1阶张量。

二、哈密顿( H amilt on ) 算子

定义:哈密顿算子为

è = ei�i ( 10-27)

式中 �i=
�
�xi

( 10-28)

三、梯度( Gradient )

设张量 T= T ij k eie j ek ,定义 T 的梯度为

gradT = è T = es�s( T ij keiej ek ) = T ij k, seseiej ek ( 10-29)

  式中左端 gradT 或è T 为梯度的不变性记法,右端为并矢记法, 其中的 T ij k, s为

分量记法。

梯度也可以用分量记法写为

è s T ij k = T ij k, s ( 10-30)

  上面的记法可推广至任意阶张量。

张量梯度运算的结果仍为张量,其阶数比原张量高一阶, 即 n 阶张量的梯度为

n+ 1 阶。

标量 �( xi)的梯度为一阶张量 (矢量) , 其方向指向标量场 �( x i)中变化最大的

方向。
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grad�= è �= �, iei

  矢量的梯度为二阶张量。例如v = viei, 有

gradv = vi¡¤j eiej

  四、散度( Divergence)

张量 T= T ij k eie j ek 的散度定义为

divT = è ¡¤T = es�s ¡¤( T ij keiej ek ) = T ij k, sδsie j ek = T ij k, iej ek ( 10-31)

式中左端为散度的不变性记法,右端为并矢记法, 其中的 T ij k, i为分量记法。

散度也可以用分量记法写为

è i T ij k = T ij k, i ( 10-32)

  上面的记法可推广至任意阶张量,显然, 0阶张量(标量)没有散度运算。

散度运算出现了哑指标, 因此它是张量的缩并。n 阶张量的散度为 n- 1 阶张

量。

矢量的散度为标量

divv = è ¡¤v = vi, j

  五、拉普拉斯( Laplace)算子

称è
2
= è ·è 为拉普拉斯算子。设�为标量,则

è
2
�= div grad�= è ¡¤( è �) ( 10-33)

  或更具体的写为

è
2
�= div�, i = �, i

  六、旋度( Curl)

设张量 T= T ij k eie j ek ,定义张量 T 的旋度为

CurlT = è × T = es�s× ( T ij k eiej ek ) = T ij k, sesip ep ej ek ( 10-34)

  张量经旋度运算后,其阶数不变。由于旋度是è 与张量的叉乘, 因此只有一阶

及一阶以上的张量才有旋度运算。

设v 为一矢量,矢量v 的旋度有时亦可记为 rotv 。

Curlv = è × v = vi, k ekij ej

  七、高斯( Gauss)散度定理

高斯散度定理又称高斯积分定理,该定理可写为

∫V
divudV =∫ S

u ¡¤dA ( 10-35)

或用算子记为

∫V
è ¡¤udV =∫ S

u ¡¤dA ( 10-36)

式中 V 为区域的体积, S 为其表面, u为v 中的矢量场, dA 为区域表面 S 上的面元

矢量。该定理表明:在任何矢量场 u 中,它的散度遍及整个闭区域的积分, 等于其垂

22 第三篇 连续介质力学

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



直边界的分量遍及边界的积分。

由于 divu= u l , l , dV= eij k dr
i
ds

j
dt

k

u = u lel , dA = dAk ek

因此 Gauss 定理可写为

∫
V
u l , leij kdr

i
ds

j
dt

k
=∫

S
u ldA l ( 10-37)

  对二维情况, Gauss 定理可写为

∫A
divudA =∮ C

u ¡¤dn ( 10-38)

式中 A 为闭合曲线 c所围区域, dn 是曲线 c的外法线矢量。

八、斯托克斯( Stokes)定理

该定理又称斯托克斯旋度定理,该定理可写为

∮
C
u ¡¤ds =∫

A
( Curl u) ¡¤dA =∫

A
è × u ¡¤dA ( 10-39)

式中 A 是闭合曲线 c所围之区域, ds 是 c上的线元矢量, dA是曲面 A 上的面元矢

量,由

dA = dr m dtnemn lel  Curlu = u j , ieij kek

  可将斯托克斯定理用分量记法写为

∮
c

uidsi = eij k emnk∫
A

u j , idr m dt n ( 10-40)

左端的积分称为 u 沿曲线 c的环量。

例 10-14 试证: è �·dr= d�,式中 dr= dx j ej 为线元矢量,�为标量。

证明: è �·dr = (�, iei)·( dx j e j ) = �, idx jδij = �, idx i= d�

例 10-15 试证梯度场没有旋度。

设�为标量场,�的梯度的旋度为

Curl grad�= è × è �= �, j ieij k ek = 0

  上式所以等于零, 是由于 �, j i= �, ij , 即 �, j i关于 j i是对称的,但 eij k关于 j i是反

对称的,因此连并后必为零, 即梯度场的旋度为零。

例 10-16 试证旋度场没有散度。

设v 为矢量场,其旋度的散度为

div Curlv = è ¡¤è × v = div( vj ¡¤ieij kek ) = ( v j ¡¤ieij k ) , k = v j ¡¤ik eij k = 0

  上面应用了 eij k, k = 0 (由 eij k的定义知,它与坐标无关)。上式之所以等于零, 是因

为 v j· ik关于 ik 是对称的(即 vj·ik = v j· ki) ,而 eij k关于 ik是反对称的。

例 10-17 试证 Curl(�u) = �Curlu- u× grad�

证明: Curl (�u ) = eieij k�j (�uk ) = ei�eij k uk , j + eieij k uk�, j = �eieij k uk, j - eieij k u j�, k =

�Curlu- u× grad�
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例 10-18 试证 div(�u) = u·grad�+ �divu

证明: div(�u) = è ·(�u) = ei�i·(�uk ek ) = δik (�uk ) , i= (�uk ) , k = �, k uk + �uk , k = u

·grad�+ �divu

第五节 二 阶 张 量

一、二阶张量与矢量的点积

设 B 为二阶张量, a 为矢量,其点积为

B ¡¤a = ( Bij eiej ) ¡¤( ak ek ) = Bij a keiδj k = Bij a j ei = uiei = u ( 10-41)

  显然,二阶张量与任一矢量的点积结果为一个新的矢量, 称矢量 u 为矢量 a 为

“象”。可见, � 玦二阶张量可以看作为一个算子,它可以把一个矢量映射为另一个矢量,

这是二阶张量的极为重要的性质。

上面的不变性记法 B·a = u 也可以用分量记法写为

ui = B ij a j ( 10-42)

称 ui为以 a j 为分量的矢量的象的分量。

二、二阶张量的特征矢 特征值 特征方程

前面已指出, 二阶张量如同一个算子, 用它点乘任一矢量, 可以得到一个新的

图 10-1

矢量。图 10-1 所示为某二阶张量 T,当它点乘任一矢量 a

时,得到一个新的矢量 b= T·a。一般情况,矢量 b的大

小、方向都与 a 不同。

如果能找到一个矢量v , 它的象与v 仅大小不同,而

方向不变,如图 10-1所示,即

T·v = λv ( 10-43)

其中λ为标量,上式的分量形式为

T ij v j = λvj = λδij v j ( 10-44)

则称 � 傣v 为二阶张量 T 的特征矢量, λ称特征值, 矢量v 的方向称为二阶张量 T 的主=

��方向或主轴。显然,若v 是 T 的特征矢量, 则与v平行的任何矢量不论其模的大小

如何,也都是 T 的特征矢量。

式( 10-44)可以写为

( T ij - λδij ) v j = 0 ( 10-45)

该式是关于 v j 的齐次方程组成的方程组,它有非零解的条件是系数行列式为零

det ( T ij - λδij ) = 0 ( 10-46)

即:

T 1 1 - λ T 12 T 1 3

T 21 T 22 - λ T 2 3

T 31 T 32 T 33 - λ

= 0
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式( 10-46)也可以用置换符号表示为

1
6

( T il - λδil ) ( T j m - λδj m ) ( T k n - λδkn ) el mneij k = 0

  将其展开,得

λ
3

- T iiλ
2

+
1
2

( T iiT j j - T ij T j i)λ- detT ij = 0 ( 10-47)

  此式称为 � ▋二阶张量 T ij的特征方程式。

式( 10-47)是关于特征值 λ的三次代数方程, 它有三个根 λ1、λ2、λ3。由于 λ是 T

的特征值,而特征值是与坐标系的选择无关的, 如图 10-1, T·v中的 λ是客观的,

与坐标系无关, 即方程式的根不随坐标系的变换而改变, 因此, 当坐标轴旋转变换

时,三个根 λ1、λ2、λ3 是不变的。

这表明,特征方程式( 10-47)的系数在坐标变换时是不变的,称它们是 � ḿ不变量。

这三个不变量记为

T Ⅰ = T ii = T 1 1 + T 22 + T 33

T Ⅱ =
1
2

( T iiT j j - T ij T j i) =
T 22 T 32

T 23 T 33

+
T 12 T 13

T 31 T 33

+
T 11 T 12

T 21 T 22

( 10-48)

T Ⅲ = det T ij

T Ⅰ、T Ⅱ、T Ⅲ分别称为张量 T ij的第一、第二及第三不变量。

利用这三个不变量,特征方程可写为

λ3 - T Ⅰλ2 + T Ⅱλ- T Ⅲ = 0 ( 10-49)

由代数方程根与系数的关系,有

T Ⅰ = λ1 + λ2 + λ3

T Ⅱ = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1 ( 10-50)

T Ⅲ = λ1λ2λ3

  由于特征方程是实系数的三次方程,因此至少有一个实根。这表明, 任何二阶

张量都至少有一个主方向。

可以证明,二阶对称张量的特征值皆为实数, 因此二阶对称张量至少有三个主

方向,而且互相正交, 即二阶对称张量至少存在三个相互正交的主方向。

三、二阶对称张量的正规形式

对于一阶张量,可利用 ai= a·ei 来求得其分量。对于二阶张量也可以用这一

方法来求得其分量。设 T 为二阶张量, 则有

T ij = ei ¡¤T ¡¤ej ( 10-51)

证明: ei·T·e j = ei·T kleke l·ej = T klδikδl j = T ij 证毕。

设以某二阶对称张量 T 的三个互相正交的主方向为坐标轴, 以 n1、n2、n3 表示

坐标轴的单位矢量,则该张量可以写成
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T = T ij nin j

其分量为 T ij = ni·T·n j

由于 n1、n 2、n3 为主方向的矢量,即特征矢量, 因此必有 T·nk = λnk

于是得 T 11 = n1·T·n1 = n1·(λ1n1 ) = λ1

同理得: T 22 = λ2 , T 33 = λ3 , T 12 = T 2 1 = T 2 3 = T 32 = T 31 = T 13 = 0

写为矩阵形式,为 [ T ij ] =

λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

这表明,若以二阶对称张量的三个主轴为坐标轴, 则对称张量可简化为对角线形

式,此形式称为二阶对称张量的 � {正规形式。

例 10-19 已知某张量 T 在某坐标系{0- e1 , e2 , e3 }中的矩阵为

[ T ij ] =

2 0 0

0 3 4

0 4 - 3

试求 T 的三个不变量、特征方程、特征值及特征矢量。

解: �T Ⅰ= T ii= T 11 + T 22 + T 3 3 = 2+ 3- 3= 2

T Ⅱ=
2 0

0 3
+

3 4

4 - 3
+

2 0

0 - 3
= - 25

T Ⅲ= det©¦T ij ©¦= - 50

从而得特征方程:

λ3 - 2λ2 - 25λ+ 50 = 0

此式因式分解: (λ- 2) (λ- 5) (λ+ 5) = 0

从而得特征值为λ1 = 2 λ2 = 5 λ3 = - 5

实际上特征值一般可直接由式( 10-46)求出, 即

©¦T ij - λδij ©¦=

2 - λ 0 0

0 3 - λ 4

0 4 - 3 - λ

= ( 2 - λ) (λ
2

- 25) = 0

从而求出λ1 = 2 λ2 = 5 λ3 = - 5。

特征矢量可由式( 10-45)求出。取主方向的单位矢量 n 为特征矢量,其分量为

n1、n2、n3 , 则有

( T ij - λδij ) n j = 0

对λ1 = 2, 可得如下方程组

0× n1 = 0
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n2 + 4n3 = 0

4n2 - 5n3 = 0

又有 n
2
1 + n

2
2 + n

2
3 = 1

解得 n2 = n3 = 0, n1 = ±e1 即±e1 为 T 的一个主方向。对 λ2 = 5, 可得如下方程

组

- 3n1 = 0

- 2n2 + 4n3 = 0

4n2 - 8n3 = 0

再由 n
2
1 + n

2
2 + n

2
3 = 1, 可求得 n1 = 0, n2 = ±

2

5
, n3 = ±

1

5
。

则特征矢量为±
1

5
( 2e2 + e3 )

对应λ3 = - 5同样得出, 特征矢量为±
1

5
( - e2 + 2e3 )

例 10-20 在坐标系{0, - ei}中,某二阶对称张量 T 的矩阵形式为

[ T ij ] =

2 0 0

0 2 0

0 0 3

  试求其特征值及特征矢量。

解:由特征方程( 10-46) ,有

( 2 - λ) 2 ( 3 - λ) = 0

解得λ1 = 3, λ2 = λ3 = 2。由式( 10-45) , 对应λ1 = 3,可解得特征矢量为±e3。对应λ2 =

λ3 = 2,由式( 10-45)得

0 ¡¤n1 = 0, 0 ¡¤n2 = 0, n3 = 0

以及 n
2
1 + n

2
2 + n

2
3 = 0, 解得 n

2
1 + n

2
2 = 1。因此任意与 e3 正交的单位矢量 n = n1 e1 + n2e2

都是特征矢量。

例 10-21 试证二阶对称张量的三个主方向互相正交。

证明:设 λ1、λ2、λ3 不等,令 n1、n2 是 λ1、λ2 对应的特征矢量,由

T ¡¤n1 = λ1 n1  T ¡¤n2 = λ2 n2

两端分别点乘 n2 和 n 1 ,有

n2 ¡¤T ¡¤n 1 = n2 ¡¤(λ1n1 ) = λ1 n1 ¡¤n2

n1 ¡¤T ¡¤n 2 = n1 ¡¤(λ2n2 ) = λ2 n1 ¡¤n2

由于 T 是对称张量, 有

n1 ¡¤T ¡¤n2 = n2 ¡¤T
T

¡¤n1 = n2 ¡¤T ¡¤n1
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因此 λ1 n1·n2 = λ2 n2·n1

即 (λ1 - λ2 ) n1·n2 = 0

由于λ1≠λ2 , 故必有 n1·n2 = 0,即 n1 与 n2 必正交。

同理可证 n1、n 2、n3 必互相正交。

若λ1 = λ2 = λ,由

T ¡¤n1 = λn1  T ¡¤n2 = λn2

对任意标量α和 β, 必有

T ¡¤(αn1 + βn2 ) = λ(αn1 + βn2 )

  可见,αn1 + βn2 也是特征矢量,特征值也是λ。显然, 在 n1、n2 所确定的平面上

的任意矢量都是 T 的特征矢量, 且特征值皆为λ。由于λ≠λ3 , 显然与特征值λ3 对应

的特征矢量 n3 与该平面垂直。因而必存在三个互相正交的主方向。

当λ1 = λ2 = λ3 = λ时,有

T ¡¤n1 = λn1  T ¡¤n2 = λn 2  T ¡¤n3 = λn3

对任意标量α、β、γ必有

T ¡¤(αn1 + βn2 + γn3 ) = λ(αn1 + βn2 + γn3 )

因此任一矢量都是特征矢量,且特征值皆为λ。当然必存在三个相互正交的主方向。

习  题

10-1 用指标记法简写下列各式:

( 1) dy =
�y
�x1

dx 1 +
�y
�x2

dx 2+
�y
�x3

dx 3

( 2)
dxk

dt
=
�x k

�x 1

�x1

�t
+
�x k

�x 2

�x 2

�t
+
�xk

�x3

�x 3

�t

( 3) ds2 = g11dx 1dx 1+ g 12dx 1dx2 + g13dx 1dx 3 + g 21dx2dx 1+ g 22 dx 2dx2 + g 23 dx 2dx3 + g 31 dx 3dx1

+ g 32dx 3dx2 + g33dx3dx 3

10-2 将下列各式展开 �

( 1) yi= aij k bj ck    �( 2) aijx j = ci+ bi

( 3) Bij = Aij klBkl ( 4)
1
2

sijsij - K 2 (θ) = 0

10-3 已知[ A ij ] =

1 0 2

0 1 2

3 0 3

计算 Aii, A ij Aij , A ij Aj i

10-4 证明下列带指标的方程与相应的矩阵方程的等价性: �

( 1) Dj i= Bij     P[ D] = [ B] T

( 2) bi= Bij a j [ b] = [ B] [ a ]

( 3) S= Bija ia j [ S] = [ a] T [ B] [ a ]

( 4) Dik= Bij cj k [ D] = [ B] [ C]
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