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前   言

高等代数课程不仅在数学的各个分支中有很多应用 ,而且随

着信息科学与计算技术的发展 ,在工程技术的很多领域中也有广

泛的应用。高等代数的基本内容已成为广大科技工作人员的基本

工具。现在 ,国内出版的高等代数教材 ,一般都是为数学专业的学

生编写的 ,而对于信息科学、计算机科学、通信理论与系统工程等

一些专业的学生 ,他们对高等代数的内容、方法的要求及教学时数

与数学专业的学生是不同的 ,故本书是为工程技术的大学本科生

编写的。

本书除包括教委规定的工科学校线性代数课程教学基本要求

的内容外 ,还包括工程中常用的一些内容与方法。如 :多项式理

论 ,特别是 Z2 上的多项式、矩阵的 Kronecker 积、广义逆、友矩阵、

非负矩阵、不可约矩阵、随机矩阵、拉格朗日插值公式、最小二乘法

、函数的极值等 ,以及有些内容在工程中的应用。

本书共六章 ,分别介绍了多项式、矩阵、线性空间与线性变换、

线性方程组、矩阵的特征值与特征向量、欧氏空间与二次型。由于

本书是为工科学生编写的 ,所以比较注重方法与应用 ,内容简练 ,

有些结论省略了理论证明 ,例题较多 ,每章末均附有适合工科学生

的习题。一般具有高中数学与物理知识的读者 ,就可以学习本书。

本书可作为信息科学、计算机科学、通信理论与系统工程等有

关专业的高等代数或线性代数课程的教材 ,也可供从事工科有关

专业及应用数学、应用物理等专业的科技人员参考。
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本书讲授时数约 58 学时 ,如果学时不够可根据专业需要 ,删

去一些内容或把某些内容供学生自学。

本书是作者多年来在北京邮电大学讲授此课程讲义的基础上

修改而成的。在编写过程中得到了北京邮电大学信息工程系应用

数学教研室全体老师、信息工程系办公室同志以及基础部数学教

研室杨源淑、赵启松两位教授的大力支持和帮助 ,在此表示感谢。

北京师范大学郝钅丙新教授仔细地审阅了本书稿并提出了许多

宝贵意见 ,在此表示衷心的感谢。

由于作者水平有限 ,定有不妥之处 ,殷切希望读者指正。

作  者

1996年 12月
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再 版 前 言

本书出版后 ,由于内容较适用于信息科学、计算机科学、通信

理论与系统工程等一些专业学生的应用 ,受到读者的欢迎。这次

再版 ,是根据读者的意见与建议 ,在第一版的基础上做了一些修

改 ,并且增加了矩阵的导数与积分。为了便于学生的自学 ,还增加

了习题答案与提示 ,另外有些内容加了 * 号 ,如果学时不够 ,可把

* 号部分删去或让学生自学。

在本书编写过程中 ,得到了北京邮电大学信息工程学院信息

与计算科学教研中心的全体老师的支持与帮助 ,在此表示衷心的

感谢 ,特别感谢钮心忻与罗守山两位教授的支持与帮助 ,并向所有

关心与支持本书的老师与读者表示衷心的感谢。

这次再版一定还有不妥之处 ,殷切希望读者指出。

作  者

2003年 5月
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第一章  一元多项式

多项式是代数学中的一个重要概念 ,它不但与研究方程的解、

矩阵的特征值、二次型等内容有关 ,而且在数学的其他分支和工程

问题中都有广泛的应用 .如分析线性系统时 ,往往需要研究多项式

的根 .本章所讨论的一元多项式是在中学所学知识的基础上 ,进一

步加深与系统化 .

第一节  集合、数域、映射

一、集合

集合的概念是自然科学中最基本的概念之一 ,它已深入到各

种科学与技术的领域中 .集合就是一些不同对象的总体 ,集合也简

称为集 .通常用大写字母 A, B , C,⋯表示 .组成集合的对象称为该

集合的元素 .通常用小写字母 a , b , c,⋯表示 .如果 a 是集合 A 的

元素 ,则称 a 属于 A,或 A 包含 a ,记为 a∈ A .如果 a 不是集合 A

的元素 ,则称 a 不属于 A,记为 a| A .确定一个集合 A就是要确

定 :哪些元素属于 A,哪些元素不属于 A .

如果两个集合 A, B 所包含的元素完全一样 , 则称 A 和 B 相

等 ,记为 A = B .

集合的表示法主要有两种 :列表法与构造法 .所谓列表法 ,就

是列出集合的所有元素 .例如 , A = { x, y , z}表示 A是由元素 x, y,

z构成的 ;所谓构造法 ,就是描述出集合中元素适合的条件 .例如 ,

A = { x | x
2

- 1 = 0 , x为实数} ,表示 A是由 - 1 , 1两个数构成的 .
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下面介绍几个常用的数集及所表示的字母 :

全体整数构成的集 ,称为整数集 ,记为 Z;

全体有理数构成的集 ,称为有理数集 ,记为 Q;

全体实数构成的集 ,称为实数集 ,记为 R;

全体复数构成的集 ,称为复数集 ,记为 C .

例1 .1 .1  A = { x | x∈Z , x
2

- 5 x + 6 = 0} = {2 ,3} .�

设 A, B是两个集合 ,如果 A的每个元素也是 B 的元素 ,则称

A是 B的子集 ,或称 B 包含 A,记为 A� B .例如 A = { a , c} , B =

{ a , b , c, d} ,则 A是 B 的子集 .又如 ,有理数集 Q 是实数集 R 的

子集 .任意集 A是自己的子集 .

设 A, B是两个集合 , A = B� A� B且 B� A .

不含任何元素的集称为空集 ,例如 A = { x | x∈R, x
2

+ 1 = 0}

是空集 .规定 :空集是任何集的子集 .

定义1 .1 .1  设 A, B 是两个集 ,由 A和 B 的所有共同元素组

成的集 ,称为 A和 B的交集 ,记为 A∩ B,即

A∩ B = { x | x∈ A,并且 x∈ B}

例1 .1 .2  设 A = { a , b , c, d} , B = { a , c, e} ,则 A∩ B = { a ,

c} .�

定义1 .1 .2  设 A, B 是两个集 ,由属于 A或属于 B 的所有元

素组成的集 ,称为 A和 B的并集 ,记为 A∪ B,即

A∪ B = { x | x∈ A或 x∈ B}

例1 .1 .3  设 A = {1, 2,3} , B = {1, 4} ,则 A∪ B = {1,2 ,3 ,4} .�

定义1 .1 .3  设 A, B 是两个集 ,由属于 A而不属于 B的所有

元素组成的集 ,称为 A与 B的差集或称 B在 A中的余集 ,即

A - B = { x | x∈ A并且 x B}

例1 .1 .4  设 A = {1 , 2 ,3 ,4 } , B = {1 ,2 , 5 } ,则 A - B = {3 ,4 } ,

B - A = {5 } .�
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二、数域

定义1 .1 .4  设 P是复数集的子集 ,并且至少含有一个不为

零的数 ,如果对于 P中的任何两个数 a , b(可写成 " a , b∈ P) ,有

a + b∈ P , a - b∈ P , ab∈ P ,且当 b≠0 时 ,
a
b
∈ P ,则称 P 为一个

数域 .

例1 .1 .5  有理数集 Q、实数集 R、复数集 C 都是数域 ,整数

集 Z 不是数域 .�

由于一个数域 P 至少含有一个不为零的数 ,设 a∈ P ,且 a≠

0 ,则 a - a = 0∈ P, a/ a = 1∈ P ,于是任何数域包含数 0 与 1 .

例1 .1 .6  集 { a + b 3 | a, b∈Q} ,记为 Q( 3 ) ,即 Q( 3 ) =

{ a + b 3 | a , b∈Q} , Q( 3 )包含数 0 , 1 .设 α,β∈Q( 3 )且 α=

a1 + b1 3 ,β= a2 + b2 3 ,其中

a1 , b1 , a2 , b2 , ∈ Q , 则 α+β= ( a1 + a2 ) + ( b1 + b2 ) 3∈

Q( 3 ) ;

α- β= ( a1 - a2 ) + ( b1 - b2 ) 3∈Q( 3) ;

αβ= ( a1 + b1 3 ) ( a2 + b2 3 ) = ( a1 a2 + 3 b1 b2 ) + ( a1 b2 +

a2 b1 ) 3∈Q( 3) ;

如果β= a2 + b2 3≠0 ,即 a2 , b2 不全为零 ,则

  
α
β

�=
a1 + b1 3

a2 + b2 3
=

( a1 + b1 3 ) ( a2 - b2 3 )

( a2 + b2 3 ) ( a2 - b2 3 )

=
a1 a2 - 3 b1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

+
a2 b1 - a1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

3

由于 a1 , a2 , b1 , b2∈Q ,从而
a1 a2 - 3 b1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

,
a2 b1 - a1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2
∈Q ,所

以
α
β
∈Q( 3 ) .
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综上 , Q( 3 )是一个数域 .�

例1 .1 .7  集 Z( 3 ) = { a + b 3 | a , b∈Z } , Z ( 3 )包含数 0 ,

1 .设α,β∈Z( 3 ) ,且α= a1 + b1 3 ,β= a2 + b2 3 , 其中 a1 , a2 ,

b1 , b2∈Z ,则α+β,α - β,αβ∈Z ( 3 ) .

如果β= a2 + b2 3≠0 ,即 a2 , b2 不全为零 ,则

α
β

=
a1 a2 - 3 b1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

+
a2 b1 - a1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

3

综上 ,虽然 a1 , a2 , b1 , b2∈Z , 但
a1 a2 - 3 b1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2

,
a2 b1 - a1 b2

a
2
2 - 3 b

2
2
不

一定属于 Z ,所以
α
β
不一定属于 Z( 3 ) .因此 , Z( 3 )不是数域 .�

定理1 .1 .1  任何数域都包含有理数域 Q .

证  设 P 是一个数域 ,0 , 1∈ P .1 + 1 = 2∈ P, 2 + 1 = 3∈ P ,⋯

继续下去 ,可得所有正整数都属于 P .由此得 0 , n∈ P( n 为任意正

整数 ) ,于是 0 - n = - n∈ P ,即所有负整数也属于 P ,从而 Z �

P .由于任意一个有理数都可表示成两个整数 m, n 的商
m
n

( n≠

0) ,而
m
n
∈ P .因此 ,有理数域 Q � P .

三、映射

定义1 .1 .5  设 A, B 是两个非空集合 ,如果存在一个法则 f ,

使得对于 A中任何一个元素 x,按照法则 f ,在 B中有唯一的元素

y与 x对应 ,则称法则 f是 A到 B的映射或函数 ,记为 f: A→ B .

映射 f使 x∈ A对应 y∈ B,记为 f ( x ) = y , y称为 x 在映射 f

下的像 , x称为 y在映射 f下的一个原像 .A称为映射 f的定义域 .

所有 x∈ A在映射 f下的全体像组成的集 ,称为 A在 f下的像集 ,

记为 f( A)或 Imf,即 f ( A) = { f ( x ) | x∈ A} .A到 A的映射也称为 A

上的变换 .如果 A到 A的映射 f ,使 " x∈ A, f ( x ) = x,则称 f为 A

4



上的恒等映射或恒等变换或单位映射 ,记为 IA .

两个映射 f : A1→ B1 , g: A2→ B2 ,当且仅当 A1 = A2 , B1 = B2 ,

且对于任何 x∈ A1 ,均有 f ( x) = g( x)时 ,才认为它们是相等的 ,记

为 f = g .

例1 .1 .8  设 A = { a , b , c} , B = {1 , 2 , 3 , 4} .规定 f : A→ B 为

f( a) = 2 , f ( b) = 3 , f( c) = 2 ,则 f 是 A→ B 的映射 .因为 A 中的每

个元素在 B中都有像 ,并且像是唯一的 .�

例1 .1 .9  设 A = B = R ,规定 f :R→R为 " x∈R, f ( x) = x +

1 ,则 f是 R→R的映射 ,也是 R上的变换 ,因为 R中的每个数在 R

中都有像 ,并且像是唯一的 .�

例1 .1 .10  设 R+
是正实数集 , R 为实数集 ,规定 f: R+

→R

为 " x∈R+
, f( x ) =± x ,则 f 不是 R+

→R的映射 ,因为 x的像

不是唯一的 .�

定义1 .1 .6  设 f是集合 A到 B的一个映射 ,如果 " b∈ B,均

有 a∈ A使 f( a) = b,即 f ( A) = B,则称 f为 A到 B的满映射 ,简

称满射或称映上的 .

定义1 .1 .7  设 f 是集 A 到 B 的一个映射 , 如果 " x, y∈ A,

x≠ y有 f( x )≠ f( y ) ,则称 f为 A到 B的单映射 ,简称单射或称1-1

的 .

定义1 .1 .8  设 f是集 A到 B的一个映射 ,如果 f既是满射又

是单射 ,则称 f为 A到 B 的双射或一一映射 .

例1 .1 .11  设 A = { a , b, c, d} , B = {1, 2 ,3 , 4 ,5 } ,规定 f : A→

B为 f( a) = 2 , f ( b) = 1 , f( c) = 5 , f ( d) = 4 ,则 f是 A到 B 的单射 ,

但不是满射 ,因为 B中的元素 3 在 A中没原像 .�

例1 .1 .12  设 A = { a , b, c, d} , B = {1 ,2 ,3 } ,规定 f: A→ B 为

f ( a) = 2 , f( b) = 1 , f ( c ) = 3 , f ( d) = 3 ,则 f是 A到 B的满射 ,但不

是单射 ,因为 A中的不同元素 c, d,存在 f ( c ) = f( d) = 3 .�

例1 .1 .13  设 A = Z , B = 2Z = {2 n | n∈Z} ,规定 f: A→ B 为

5



" x∈Z, f( x ) = 2 x,则 f是 Z到 2Z的双射 .�

设 A, B , C 为集合 ,映射 f: A→ B , g: B→ C,由 f , g 确定的 A

→ C的映射 h , " x∈ A, h ( x) = g [ f ( x ) ]称为映射 f , g 的合成或

复合 ,也称 f , g 的乘积 ,记为 h = g�f或 gf ,即 " x∈ A, ( gf ) ( x ) =

g[ f( x ) ] .

设 A, B, C, D为集合 ,映射 f: A→ B, g: B→ C, h: C→ D,则

合成映射 h ( gf )与 ( hg ) f 都是 A 到 D 的映射 , 并且有 h ( gf ) =

( hg) f ,即映射的合成满足结合律 .

定义 1 .1 .9  设映射 f: A→ B, 如果存在映射 g: B→ A, 使

gf = IA , fg = IB ,其中 IA 与 IB 分别为 A与 B上的恒等映射 ,则 g 称

为 f的逆映射 ,记为 f
- 1

.

注 :映射 f: A→ B有逆的充分必要条件是 f为双射 .

例1 .1 .14  设 A = Z , B = 2Z , 规定 f: A→ B 为 " x∈ Z ,

f ( x ) = 2 x,从例 1 .1 .13 中得 f是 A→ B 的双射 .规定 g: B→ A 为

" y∈ B, g( y) = y/ 2 ,由于 y是偶数 ,所以
y
2
∈Z .

" x∈ A, gf ( x) = g[ f ( x ) ] = g ( 2 x) = x ,于是 gf = IA ; " y∈

B, fg( y) = f[ g( y ) ] = f ( y/ 2) = y ,于是 fg = IB .因此 , g 是 f的逆

映射 .�

第二节  一元多项式的概念与运算

定义 1 .2 .1  设 P是一个数域 , x为一个符号 (或称文字 ) , n

是一个非负整数 ,形式表达式

an x
n

+⋯ + a1 x + a0 (1 .2 .1)

其中 a0 , a1 , a2 , ⋯ , an 属于 P 中的数 ,称为系数在数域 P 中的 x

的一元多项式 ,或简称为数域 P上的 x的一元多项式 .

在式 (1 .2 .1)中 , ai x
i
称为 i次项 , ai 称为 i次项的系数 .
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如果多项式 f ( x ) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 与 g( x) = bn x
n

+ ⋯

+ b1 x + b0 中 ,同次项的系数都相等 ,即 ai = bi ( i = 0 , 1 ,⋯ , n ) ,则

称多项式 f ( x)与 g( x)相等 ,记为 f ( x ) = g( x) .

系数全为零的多项式称为零多项式 ,记为 0 .

在式 (1 .2 .1)中 ,如果 an≠0 ,则 an x
n
称为多项式 ( 1 .2 .1 )的最

高次项 , an 称为最高次项系数 , n 称为多项式 ( 1 .2 .1 )的次数 .零

多项式不规定次数 .若 f ( x )不是零多项式 , f ( x)的次数记为�f( x)

或 deg f( x ) .

例1 .2 .1  f ( x) = 4 x
3

-
1
2

x
2

+ 3 x + 2 是有理数域上的 3 次多

项式 , g( x ) = x4 + 2 x3 - 2i x2 + i是复数域上的 4 次多项式 .�

在数域 P上的多项式 f ( x) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 也可简记为

f ( x ) = ∑
n

i = 0

aix
i

.

在数域 P 上的所有一元多项式组成的集合记为 P[ x] ,即

P[ x] �= { an x
n

+⋯ + a1 x + a0 | ai∈ P ,

i = 0 ,1 ,⋯ , n; n为非负整数 }

设 f ( x) , g( x )∈ P[ x]

f ( x) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 = ∑
n

i = 0

ai x
i

g( x) = bmx
m

+⋯ + b1 x + b0 = ∑
m

i = 0

bi x
i

如果 n≥ m时 , g( x )也可写为

g( x) = 0 x
n

+⋯ + 0 x
m + 1

+ bm x
m

+⋯ + b1 x + b0 = ∑
n

i = 0

bi x
i

定义两个多项式 f ( x) , g( x )的和与积分别为

f( x ) + g( x) �= ( an + bn ) xn +⋯ + ( a1 + b1 ) x + ( a0 + b0 )

= ∑
n

i = 0

( ai + bi ) x
i

7



 f ( x ) g( x) �= anbm x
n + m

+ ( an bm - 1 + an - 1 bm ) x
n + m - 1

+⋯

+ ( a2 b0 + a1 b1 + a0 b2 ) x
2

+ ( a1 b0 + a0 b1 ) x + a0 b0

其中 x
k
的系数

ck = akb0 + ak - 1 b1 +⋯ + a1 bk - 1 + a0 bk = ∑
i+ j = k

ai bj

于是

f ( x) g( x) �= cn + m x
n + m

+⋯ + ck x
k

+⋯ + c1 x + c0 =

 ∑
n+ m

k = 0

ck x
k

= ∑
n + m

k = 0
∑
i+ j = k

ai bj x
k

例1 .2 .2  设 f ( x ) , g ( x )∈Q[ x] , f ( x ) = 2 x
3

+ x
2

+ 2 x + 1 ,

g( x ) = x
2

- 3 x - 1 ,于是

f ( x) + g( x) = 2 x
3

+ 2 x
2

- x

f ( x ) g( x)中 x3 的系数

c3 9= a3 b0 + a2 b1 + a1 b2 + a0 b3

= 2× ( - 1 ) + 1× ( - 3) + 2×1 + 1×0 = - 3

f ( x) g( x) = 2 x
5

- 5 x
4

- 3 x
3

- 6 x
2

- 5 x - 1  �

两个多项式 f ( x) , g( x )相减 ,定义为 f ( x ) - g ( x) = f ( x ) +

[ - g( x) ] .

数域 P上的两个多项式的和、差、积仍然是 P上的多项式 .即

" f ( x ) , g( x)∈ P[ x] , f ( x )± g( x)∈ P[ x] , f( x ) g ( x)∈ P[ x] .

数域 P 上多项式的加法与乘法满足下列规律 , " f ( x ) ,

g( x ) , h( x)∈ P[ x]

(1) 加法交换律

f( x ) + g( x) = g( x) + f ( x)

(2) 加法结合律

[ f( x ) + g( x) ] + h( x) = f( x ) + [ g( x) + h( x) ]

(3) 乘法交换律

8



f( x ) g( x) = g( x) f ( x)

(4) 乘法结合律

[ f( x ) g( x) ] h( x) = f( x ) [ g( x) h( x) ]

(5) 乘法对加法的分配律

f ( x ) [ g( x) + h( x) ] = f( x ) g ( x) + f ( x) h( x)

定理1 .2 .1  设 f ( x ) , g ( x)∈ P[ x] ,且 f ( x)≠0 , g( x )≠0 ,则

(1) 当 f ( x) + g( x)≠0时

�[ f ( x ) + g( x) ]≤max[�f( x ) ,�g( x) ]

(2) �[ f ( x) g( x) ] =�f ( x) +�g( x)

证  设

f( x ) = an x
n

+⋯ + a1 x + a0 ,   an≠0

g( x) = bm x
m

+⋯ + b1 x + b0 ,   bm≠0

(1) 设 n≥ m

f( x) + g( x) = ( an + bn ) xn +⋯ + ( a1 + b1 ) x + ( a0 + b0 )

其中 bm + 1 = bm + 2 =⋯ = bn = 0 ,于是 f ( x ) + g( x)的次数不能超过

n ,即

�[ f ( x ) + g( x) ]≤max[�f( x ) ,�g( x) ]

(2) f ( x ) g( x) = anbm x
n + m

+⋯ + ( a1 b0 + a0 b1 ) x + a0 b0

由于 an≠0 , bm≠0 ,所以 an bm≠0 ,即 f( x ) g( x)的次数为 n + m .

第三节  最大公因式

在数域 P 上的两个多项式 f ( x ) , g ( x )相加、相减与相乘后还

是 P 上的多项式 ,但相除就不一定是 P 上的多项式了 .若 g( x)≠

0 ,则 f ( x)除以 g( x)在 P上可得唯一的商式 q( x)与余式 r( x ) ,即

f ( x) = q( x) g( x) + r( x )

其中 r( x ) = 0 或�r( x ) <�g( x) .

例1 .3 .1  设 f( x ) , g( x )∈Q[ x] ,且
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