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                          内容提要

    本书是在总结作者数十年对工科学生弹性力学教学经验的基础

上，以及结合国内外最新科研及工程应用的资料撰写而成。全书共分

12章，内容包括：弹性力学问题的建立，平面问题和空间问题的解析方

法，弹性薄板的弯曲问题，变分法，有限单元法（包括平面问题、空间问

题和薄板弯曲问题），有限差分法，加权残值法和边界单元法等。本书

的特点是对经典理论运用深人浅出、简明扼要的叙述方法；物理意义和

工程背景突出；内容结构合理，既可适用于多学时教学，也可适用于少

学时教学。与同类教材相比，本书的特点还在于着重介绍近几年来的

有广泛应用价值的各种数值解法，具有相当强的实用性。本书主要作

为工程力学、土木工程，机械制造等专业的教材，也可供有关专业的研

究者和工程技术人员参考。
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                            月J 舀

    本书是针对高等学校工科有关专业编写的教材。编者根据工

科学生学习弹性力学的实际需要与目的，在总结长期的教学经验

的基础上，对原有教材进行了修改。本书的特点是在保留弹性力

学经典理论的系统性和严密性的前提下，力求以深人浅出、简明扼

要的叙述方法，突出基本理论的物理意义和工程应用的背景，避免

过分繁复的数学推导。为增强弹性力学在工程中的应用性，本书

有机地将解析法与近似数值法结合起来，比较系统地介绍了弹性

力学的几种数值方法，尤其是对有限单元法作了详细全面的介绍。

全书充分体现理论联系实际、教学为先进生产力服务的宗旨，这也

是力学教学改革的新尝试。本书可以作为土木工程、机械、海洋

地质等专业的弹性力学教学用书，也可以作为力学专业、工科研究

生及工程技术人员学习弹性力学的参考书。

    本书的第一章至第六章由江理平编写，第七、八、十、十一、十

二章由唐寿高编写，第九章及习题答案由王俊民编写，全书由江理

平最后统稿。吴家龙教授对全部书稿进行了审阅并提出了宝贵的

修改意见和建议，作者表示衷心的感谢。

    本书的出版，得到了同济大学优秀课程建设项目的资助，对

此，作者表示诚挚的谢意。

                                                    作者

                                                2002年春于同济大学
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              第一章 绪 论

  ' 1-1 弹性力学的任务、研究对象、范围及方法

    弹性力学作为固体力学的一个分支，是研究弹性体受外力作

用或由于变温、支座沉陷等原因而产生的应力、应变和位移的一门

学科。

    从工程应用的目的出发，弹性力学可以看成是一门基础技术

学科，它的基本任务同材料力学、结构力学相同，都是要解决现代

生产实践中提出的各种结构或构件的强度、刚度和稳定问题，要完

美地解决经济与安全的矛盾。但在研究对象和研究方法上，弹性

力学与材料力学、结构力学还是有所区别的。材料力学研究的是

杆状构件，结构力学则是分析这种杆状构件的组合，而弹性力学除

了要研究杆状构件外，还要研究板、壳、水坝等实体构件。而在研

究的范围方面，弹性力学只研究弹性体或物体的弹性范围，而材料

力学还会涉及到物体的塑性阶段，包括蠕变、疲劳等领域。在研究

方法上，为了计算的方便，材料力学要对应力分布或变形的状态作

一些近似的假设，所得结果往往是近似的、初等的，限于在一定条

件下应用。而弹性力学则从基本假设出发，对物体的受力变形进

行精确的分析，所得结果可以校核材料力学结果的精度。例如，对

梁受横力弯曲问题，材料力学对梁的变形作出平截面假设，从而得

到梁的弯曲应力沿横截面高度呈线性变化的结果，但实际上按弹

性力学的精确分析，弯曲应力为非线性分布。又如对带孔平板的

拉伸问题，按材料力学方法，假设拉应力在净截面上是均匀分布

的，但由弹性力学分析结果知道拉应力沿净截面不仅不是均匀分

布的，而且在孔边会产生明显的应力集中现象。
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    用弹性力学的经典解法解决工程上的具体问题，除了少部分

是直接运用弹性力学的理论结果之外，大部分是利用其基本理论

和基本公式推导出的数值解法，从而克服了弹性力学由于求解偏

微分方程边值问题的困难而带来的局限性。特别值得一提的是，

近40年发展起来的有限单元法，由于计算机的普及和相应软件的

成熟，大大地拓展了弹性力学的应用范围。另外，有限差分法、加

权残值法、边界元法等近似解法的出现和发展也日益为工程技术

人员认识和应用，使得某些无法求解的复杂问题得到了解决。这

些解答虽然在理论上有一定的近似性，但在工程应用上往往已是

足够精确的。为此，本书将在叙述弹性力学经典方法的基础上，详

尽地介绍各种数值解法及其最近进展。

          ' 1-2 弹性力学的基本假设

    用弹性力学分析各种实际构件的力学性质时，必然会遇到许

多复杂的因素而引起数学上的麻烦。为此，我们必须对客观事物

加以抽象，忽略次要因素，提出一些基本假定。本书对所有问题的

研究，如无特别指出，将按下列六条基本假设为前提。

    1．连续性假设

    弹性力学作为连续介质力学的一部分，将弹性体假定成连续

密实的物体而忽略组成物体的质点之间的空隙以及材料在制造过

程中产生的微缺陷。从这条假设出发，认为物理量如应力、应变和

位移等都是连续的，从而可以表示成坐标的连续函数，在数学推导

时能方便地运用连续和极限的概念。

    2．均匀性假设

    即假定物体由同一类型的均匀材料组成的，因而在物体内各

部分的物理性质是相同的，不会随坐标的位置的改变而发生变化。

根据这条假设，就可以从物体内部取出任一部分进行分析，再将分

析的结果运用到整个物体中去。
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    3．各向同性假设

    假定物体在不同方向上具有相同的物理性质，从而使应力与

应变的关系不随坐标方向的改变而改变。

    4．线性完全弹性假设

    即对应于一定的温度，应力与应变呈线性的一一对应的关系。

这样，在引起物体变形的外加因素除去以后，将完全恢复其原来的

形状和大小，而弹性常数与应力、应变的大小无关。

    5．小变形假设

    假设物体在外界因素作用下所产生的位移远小于物体原来的

尺寸。根据这条假设使问题得到简化，例如，在考虑平衡条件时，

可以忽略由于变形而引起的物体尺寸和位置的变化；在推导几何

方程和物理方程时，可以略去非线性的项，使方程成为线性的偏微

分方程，从而可以运用叠加原理来分析问题。

    6．无初始应力的假设

    假定物体在受到外界因素作用之前，物体处于无应力状态。

根据这个假定，由弹性力学求得的应力仅仅是由于荷载作用、温度

改变等外界因素所引起的。如物体内有初应力的存在，只须与弹

性力学求得的应力相加即可。
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      第二章 弹性力学问题的建立

    由于弹性力学研究的问题本质上是超静定问题，因而必须从

静力学、几何学和物理学三方面进行研究。由静力学出发，将分析

一点的应力状态，建立平衡微分方程和静力边界条件；经几何学分

析，确立位移与应变的几何关系以及应变协调方程；再从物理学方

面考虑应力和应变之间所固有的关系，即本构方程。在建立了以

上三个方面的全部基本方程以后，可以综合简化成以位移或者应

力作为基本未知量的偏微分方程组作为具体的求解途径。因为偏

微分方程的直接求解往往十分困难，通常采用逆解法与半逆解法

来获得所求的问题的解。在使应力分量或位移分量满足给定的边

界条件时，常常要用到局部性原理，使问题得以简化。这些就是本

章的主要内容。

        ' 2-1 应力和一点的应力状态

    首先从静力学观点出发，分析物体内任意一点的应力及其相

应的应力状态。

    一般将外界作用在物体上的力称为外力，具体的又可根据作

用在物体内部或表面而区分为体力和面力。为了表示物体内某一

点M所受体力的大小和方向，取包含M点的微小体积△v，如图

2-1(a)所示。设作用在△v上的体力为△Q，则体力的平均集度为

OQ/OV，令△V向M点趋于无限小，即可定义体力矢量F为

                            ，：＿1Q＿二                                  lim--__=F
                                ,NV汤AV
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矢量F在x,y,z坐标轴上的投影X ,Y, Z称为物体在M点的体

力分量，并规定沿坐标轴正方向为正，沿坐标负方向为负，它们的

量纲为〔力〕〔长度丁3。

          ／厂入 二‘ 二

        ／ 二／

                        (a)                            (b)

                                        图 2一1

    面力，如图2-1(b）所示，在物体表面（外法线为 v)某一点M

取微分面△S，设作用于△S上的面力为咬，则面力的平均集度为

Ac)/As，令△S向M点趋于无限小，即得面力矢量F。的定义

                          ，：＿DQ＿  -                                  lim- =F_
                              AS-005

面力矢量矛，同样可以沿x,y,z坐标轴方向投影，得到灭。，又，

Z。的三个分量，其方向与坐标轴方向一致为正，反之为负，它们的

量纲为〔力〕〔长度丁2。

    物体受外界因素（如外力、温度变化等）的作用，在其内各部分

之间要产生相互的作用。这种物体内的一部分与其相邻的另一部

分之间的相互作用力，称为内力。

    为了具体地反映内力的分布情况，可以运用截面法引进内力

集度，即应力的概念。假设过物体内某一点M作一个截面将物体

分成两部分，并令截面在M点附近的微分面△S的外法线为v,

在微分截面△S的两边，用△尸与△P‘分别表示被割开的物体的两
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部分在△S上的内力，它们是作用力与反作用力的关系，见图2-2,

留下图2-2(a)的那部分，则△S上内力的平均集度为△P/AS，令

OS向M点趋于无穷小，则得到过M点在外法线为v的微分面上

的应力矢量Fv
                                    △尸 ， ，。，、

                LASS--OAS-F�                  (2-1)

xzOx份里
                        (a)                                    (b)

                                          图 2-z

    应力矢量Fo的下标，表示了其所在微分面的法线方向。根据

                            计算的要求，应力矢量F�有两
                    ／。 Ixh,4}.4a -k-。 ＿劫＊。早vLt，

              ‘冲/'-、二 y,z坐标轴方向投影，用X�,玖，

            人户妙若众 ．， 及作为其分量；另一种方法是沿

            l了m-尸 微分面法线方向以及法线v和

        － 一 矢量F，构成的平面与微分面相

      ／ — 一一一一一y 交的切线方向投影，分别用o�和

  ， r。来表示，w称为正应力，r�称

                              为剪应力，见图2-3所示。
                    图 2一3

                                  从应力矢量的定义可知，应
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力除了有大小、方向和作用点外，还必须明确是作用在过该点的哪

一个微分面上，因为微分面不同应力矢量也不同。由于过物体内

一点可以作无数个微分面，从而将经过物体内同一点的各个微分

面上的应力情况，称为一点的应力状态。为了便于分析和计算一

点的应力状态，可经过物体内任意一点M分别作三个与坐标平面

平行的特殊微分截面，并且保留外法线方向与坐标轴正方向一致

的部分，见图2-4。在这三个微分面上的应力矢量分别为F. I凡，
双，它们的下标表示了微分面的外法线方向与x,y,z坐标轴方向

一致。将它们分别向坐标轴投影，即得到九个应力分量。这九个

应力分量的整体构成一个二阶对称张量，称为应力张且，表示为

      ：． 止 ：。 ｝”

      x／                           x／

                                                                            1口：

                          认办、／

                                            O＿

                        X／

                                        图2-4
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                                        Fa   r    r 〕

其中，正应力的下标表示作用面的方位与它的方向，而剪应力的第

一个下标表示作用面方位，第二个下标表示它的方向。至于它们

的正负号，可按如下规定：当微分面外法线指向与坐标轴正方向一

致时，这些应力分量以沿坐标轴正方向为正；当微分面外法线指向

与坐标轴负方向一致，则这些应力分量以沿坐标轴负方向为正。

与上述情况相反，则为负的应力。

    如果知道了物体内某一点的这三个特殊微分面上的九个应力

分量，又知道了过这一点的任意一个微分面的外法线的方向余弦，

则由下一节所导出的关系，便完全可以确定该点的应力状态。

    ' 2-2 和坐标轴倾斜的微分面上的应力

    为了导出过物体内某一点M的三个特殊微分面上的九个应

力分量与通过M点的任意微分面上应力分量之间的关系式，不妨

用过M点的三个与坐标平面平行的微分面以及一个与坐标倾斜

的微分面构成一个微小的四面体，如图2-5(a)所示，并假想把四

面体从物体内脱离出来。取M点为原点，各坐标面受力如图2-5

(b）所示。

    现在考虑其平衡关系：微分面△Mbc, AMac, AMab的外法

线方向均指向坐标轴的负向，因而在这三个微分面上九个正的应

力分量的方向必须指向坐标轴的负向。设与坐标倾斜的微分面

Aab‘的外法线。的方向余弦为l,m,n，它的面积为△S，在△abc

上的应力矢量F。的三个分量为X� ,矶，乙 四面体Mab‘受到的体

力分量为X,Y,Z。各微分面之间的几何关系为
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件户
                                          图'2-5

                      QMbc面积＝OSl 1

                        △Ma‘面积 = OSm卜 (2-3)

                      AMab面积＝OSn J

    首先考虑平衡条件艺X=0，得

                ＿ ＿＿ ＿＿ ～ ．1、，．。 ，

      Xo As一a As‘一、ASm一r- ASn+言XOSOh一0    (b)
其中，Ah为微分面ab‘到M点的距离，将式（b)两边除以△S再令

Oh-o-0，即使倾斜微分面无限接近M点，整理后便可得到所求关

系式。同理，又可从平衡条件艺Y=O,艺Z=0得到另外两式，即

                  X�=6 l +r,m+ran l

                  玖= r-,1十aym十r2yn卜 (2-4)

                    及= r-l -J-东m＋ a}n」

    这样，只要知道了一点的九个应力分量，利用公式（(2-4)，可以

，十分方便地求出通过同一点的各个微分面上的应力分量。

      ' 2-3 平衡微分方程 静力边界条件

    如果将物体分成若干个任意形状的单元体，当物体受外力（如
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