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内容简介

本书是关于带孔的、带裂纹的（中心裂纹、边裂纹、混合型斜裂纹）正交各
向异性板的强度分析、计算的论著。书中对正交各向异性裂纹板剪切型动
态、静态均作了详细求解。关键是作者在对正交各向异性板强度的研究中从
理论上提出了“等价空间”的概念，较简捷地解决了带孔的、带裂纹的正交各
向异性板Ｋｅｌｖｉｎ奇异解的数学力学模型，提出了求解这类问题的独特思路。
全书共分七章：第一章为带孔的正交各向异性板的应力场和位移场问题；第
二章及第三章是从不同的思路求解带裂纹的正交各向异性板问题；第四章是
复合材料正交各向异性剪切型动、静态问题的求解；第五章是正交各向异性
裂纹板动态剪切型应力强度因子ＫⅡ（ｔ）理论解的数值解；第六章是正交各向
异性材质Ｓｉｊ的探讨和研究；第七章是新型复合材料混合型裂纹及边裂纹问
题的研究。
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书书书

总　序

国防科技工业是国家战略性产业，是国防现代化的

重要工业和技术基础，也是国民经济发展和科学技术现

代化的重要推动力量。半个多世纪以来，在党中央、国务

院的正确领导和亲切关怀下，国防科技工业广大干部职

工在知识的传承、科技的攀登与时代的洗礼中，取得了举

世瞩目的辉煌成就。研制、生产了大量武器装备，满足了

我军由单一陆军，发展成为包括空军、海军、第二炮兵和

其他技术兵种在内的合成军队的需要，特别是在尖端技

术方面，成功地掌握了原子弹、氢弹、洲际导弹、人造卫星

和核潜艇技术，使我军拥有了一批克敌制胜的高技术武

器装备，使我国成为世界上少数几个独立掌握核技术和

外层空间技术的国家之一。国防科技工业沿着独立自

主、自力更生的发展道路，建立了专业门类基本齐全，科

研、试验、生产手段基本配套的国防科技工业体系，奠定

了进行国防现代化建设最重要的物质基础；掌握了大量

新技术、新工艺，研制了许多新设备、新材料，以“两弹一

星”、“神舟”号载人航天为代表的国防尖端技术，大大提

高了国家的科技水平和竞争力，使中国在世界高科技领

域占有了一席之地。党的十一届三中全会以来，伴随着

改革开放的伟大实践，国防科技工业适时地实行战略转
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移，大量军工技术转向民用，为发展国民经济做出了重要

贡献。

国防科技工业是知识密集型产业，国防科技工业发

展中的一切问题归根到底都是人才问题。５０多年来，国

防科技工业培养和造就了一支以“两弹一星”元勋为代表

的优秀的科技人才队伍，他们具有强烈的爱国主义思想

和艰苦奋斗、无私奉献的精神，勇挑重担，敢于攻关，为攀

登国防科技高峰进行了创造性劳动，成为推动我国科技

进步的重要力量。面向新世纪的机遇与挑战，高等院校

在培养国防科技人才，生产和传播国防科技新知识、新思

想，攻克国防基础科研和高技术研究难题当中，具有不可

替代的作用。国防科工委高度重视，积极探索，锐意改

革，大力推进国防科技教育特别是高等教育事业的发展。

高等院校国防特色专业教材及专著是国防科技人才

培养当中重要的知识载体和教学工具，但受种种客观因

素的影响，现有的教材与专著整体上已落后于当今国防

科技的发展水平，不适应国防现代化的形势要求，对国防

科技高层次人才的培养造成了相当不利的影响。为尽快

改变这种状况，建立起质量上乘、品种齐全、特点突出、适

应当代国防科技发展的国防特色专业教材体系，国防科

工委全额资助编写、出版２００种国防特色专业重点教材

和专著。为保证教材及专著的质量，在广泛动员全国相

关专业领域的专家学者竞投编著工作的基础上，以陈懋

章、王泽山、陈一坚院士为代表的１００多位专家、学者，对
２



经各单位精选的近５５０种教材和专著进行了严格的评

审，评选出近２００种教材和学术专著，覆盖航空宇航科学

与技术、控制科学与工程、仪器科学与工程、信息与通信

技术、电子科学与技术、力学、材料科学与工程、机械工

程、电气工程、兵器科学与技术、船舶与海洋工程、动力机

械及工程热物理、光学工程、化学工程与技术、核科学与

技术等学科领域。一批长期从事国防特色学科教学和科

研工作的两院院士、资深专家和一线教师成为编著者，他

们分别来自清华大学、北京航空航天大学、北京理工大

学、华北工学院、沈阳航空工业学院、哈尔滨工业大学、哈

尔滨工程大学、上海交通大学、南京航空航天大学、南京

理工大学、苏州大学、华东船舶工业学院、东华理工学院、

电子科技大学、西南交通大学、西北工业大学、西安交通

大学等，具有较为广泛的代表性。在全面振兴国防科技

工业的伟大事业中，国防特色专业重点教材和专著的出

版，将为国防科技创新人才的培养起到积极的促进作用。

党的十六大提出，进入２１世纪，我国进入了全面建

设小康社会、加快推进社会主义现代化的新的发展阶段。

全面建设小康社会的宏伟目标，对国防科技工业发展提

出了新的更高的要求。推动经济与社会发展，提升国防

实力，需要造就宏大的人才队伍，而教育是奠基的柱石。

全面振兴国防科技工业必须始终把发展作为第一要务，

落实科教兴国和人才强国战略，推动国防科技工业走新

型工业化道路，加快国防科技工业科技创新步伐。国防
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科技工业为有志青年展示才华，实现志向，提供了缤纷的

舞台，希望广大青年学子刻苦学习科学文化知识，树立正

确的世界观、人生观、价值观，努力担当起振兴国防科技

工业、振兴中华的历史重任，创造出无愧于祖国和人民的

业绩。祖国的未来无限美好，国防科技工业的明天将再

创辉煌。

４此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



前　　言

１９９２年作者出版了专著《复合材料中的边界元法》，

并于１９９９年进行第２次印刷。该专著１９９３年９月获陕

西省科技进步奖，１９９３年１０月获第七届中国图书奖；

１９９９年１月获国家教委科技进步奖。

本书是在上述研究基础上的扩展和创新，是作者近

年在国内外的研究成果，其中部分内容曾在德、奥等国的

多所大学进行过客座讲学，也包括了由德国Ｂｅｒｌｉｎ工业

大学等资助出版的德文专著 ＭａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅＭｅｔｈｏｄｅｎ

ｚｕｒ Ｂｒｕｃｈｍｅｃｈａｎｉｋ ｖｏｎ Ｖｅｒｂｕｎｄｅｎｗｅｒｋｓｔｏｆｆｅｎ 中 的

内容。

作 者 在 正 交 各 向 异 性 板 强 度 研 究 中 提 出 的

“ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＳｐａｃｅ”概念的独特思路，在这个领域研究中

有理论上的突破，１９９２年被吸收为中国发明协会会员，

１９９５年被授予“中国发明”荣誉证书（铜版２６ｃｍ×１８ｃｍ）。

至今，尚未发现世界各国学者有人提出此思路。

本书继续发展了作者求解正交各向异性板问题所提

出的“等价空间”的概念。在等价空间中，通过多种数学

解析方法求解，清晰地解决了正交各向异性板的各种裂

纹（中心裂纹、斜裂纹、边裂纹）下的Ｋｅｌｖｉｎ奇异解的数学

力学模型；在不同加载下动态、静态的强度问题———应力
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场｛σｉｊ｝及位移场｛ｕｉ｝、应力强度因子及叠层结构的动态问
题，还有热变形强度问题。

在这些理论问题上，本书中用到ＢＥＭ，ＦＴ，ＦＴ－１，超

几何级数……在等价空间中巧妙地解决了 Ｈａｎｋｅｌ积分

方程组及含有指数函数、三角函数的Ｂｅｓｓｅｌ积分方程的

求解；还涉及到用Ｌａｇｕｅｒｒｅ正交多项式解决ＬＴ逆变换；

并解决了Ａｂｅｌ积分方程组及第二类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程

组的求解，目的是求解正交各向异性板的强度问题。

复合材料作为２１世纪的主导材料，目前已广泛地应

用在宇航等领域，今后在军用飞机、航天等领域的用量将

超过飞机总重量的５０％以上。２００２年６月，美国波音公

司“Ｆ—１８”的可变翼、“幻影２０００”的尾翼、“ＡＦ—８Ｂ”的前

机身等都使用了复合材料；俄罗斯的“Ｓ—３７金雕”前掠翼

战斗机采用了高级碳纤维复合材料，其重量就比常用的

铝合金轻２０％，该机已是俄罗斯未来２０年新一代战斗机

的基础；２００６年俄罗斯战略火箭导弹部队已部署了新型

“白杨—Ｍ”洲际导弹，该弹头采用吸收雷达波和降低红

外特征的复合材料，实现了雷达隐身和红外隐身一体化，

这种机动型“白杨—Ｍ”洲际弹道导弹射程超过１０００ｋｍ，

并装有三部固体燃料巡航发动机及数十个引擎和航空电

子设备，且这种新型导弹可通过改变飞行轨迹，能突破任

何导弹防御系统。另外，复合材料也给民用工业带来了

新的革命，如法国伊格建筑公司研制的能承受拉、压的混

凝土，它已用在加拿大修建的一座长６０ｍ的桥中，还用
６



在法国卡特农核电站冷却塔的散热装置中……另外，如

美国、德国已将ＳＭＣ材料用在汽车工业上，使制造的汽

车的保险杆、弹簧、大轴等构件都优于钢材构件。德国前

些年已将碳纤维复合材料用于ＶＷ 汽车、自行车跑车、潜

水的“鸭蹼”、薄壳结构等。

复合材料已日益广泛地应用在军事和民用领域，必

将会有许多强度方面的问题。我将继续和同行朋友奋进

在这一领域，作出贡献。

著　者　　
２００６年１０月　
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书书书

第一章　用边界元法求解带孔的
　　　正交各向异性板问题

１１　ＢＥＭ的基本概念

ＢＥＭ是近十余年来发展起来的一种数值解析方法。ＢＥＭ 的
基础是用Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的位势积分来表示问题的解，它是
将支配物理现象的微分方程转化成边界上的积分方程，然后再进
行离散求解的数值计算方法。

ＢＥＭ和ＦＥＭ两种方法的比较如下：
（１）ＢＥＭ的数学基础是积分方程，而ＦＥＭ 的数学基础是变

分法。
（２）ＢＥＭ 只需对物体的边界进行离散，一般不要在区域内进

行单元的划分，这样可使所考虑的问题的维数降低一次，所以可节
省数据的准备工作量和计算量。

（３）由于只对边界离散，离散化的误差仅来源于边界，而区域
内有关物理量的值已有解析表达式，所以计算精度可相对提高。

（４）处理有应力奇异性问题、无限域、半无限域等问题方便，
目前ＢＥＭ已扩展到解决带时间变量、非线性等问题，涉及位势、
电磁场、板与壳、断裂力学领域，已形成一独立学科。

（５）但ＢＥＭ对变系数、非线性等问题不如ＦＥＭ，在数值计算
方面由于积分核的奇异性和离散化后得到的代数方程组的系数矩

阵的非稀疏性而带来困难。
目前已有不少问题，用ＢＥＭ 和ＦＥＭ 的耦合方法去处理，对

任一个求解域可将其分成子域，用ＦＥＭ 去处理在有限的无奇性
的子域，问题可以是非线性的，非均匀的，这个子域可以是不规则

１此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



的；而对含奇性的，可以是无限的但几何上是规则的子域，可以运
用ＢＥＭ，两者结合起来就得到整个区域的解。

１２　ＢＥＭ的两种表达方法

将偏微分方程的定解问题化为边界积分方程的途径是多种多

样的，可以从同一问题得到几个不同形式的边界积分方程，一般说
来这些方程是奇异方程。根据积分方程的形式方法和积分方程中
未知函数的性质，目前ＢＥＭ 中广泛使用着两种方法———直接法
和间接法。
对正交各向异性体的求解，本书是采用了ＢＥＭ 的间接法之

一的虚拟应力法进行了求解。
间接法是指所求的物理量是根据线性叠加原理用在边界上分

布的虚拟的“源”的某种积分来表示，而这时的边界积分方程中的
未知函数正是边界上虚拟“源”的分布密度，它本身不一定有什么
物理意义，但它可用来表示某种物理量。
直接法是指得到的积分方程表达式是区域内的物理量与边界

上的物理量之间的关系式，积分方程中的未知函数将是所拟求的
物理量在边界上的值。
从数学的观点这两种方法是等价的。
下面简介从Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ公式出发，对边界元法中的直接法及

由直接法所给出的间接法中的虚拟应力法和位移不连续法

的结果。

一、Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ的直接法表达式

当不计体力时，Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ公式的一般形式为

Ｃｊｉ（Ｐ）ｕｉ（Ｐ）＝∫Γｕｊｉ（Ｐ，Ｑ）ｔｉ（Ｑ）ｄΓ（Ｑ）
－∫Γｕｉ（Ｑ）Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ）ｄΓ（Ｑ） （１１）

２
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在无限域中取一边长为Γ，将其分成有限域Ω和无限域Ω′。Γ′为无
限域的边界，Ｐ为由Ω′，Ω，Γ组成的无限域内的任意一点；Ｑ为Γ
上的任意一点；ｕｊｉ（Ｐ，Ｑ），Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ）为Ω域内Ｐ 点位移及面力的

Ｋｅｌｖｉｎ解（见图１１）。

图 　１１

（１１）式是用面力、位移的边界值ｔｉ（Ｑ），ｕｉ（Ｑ）表示了Ｐ点的
位移ｕｉ（Ｐ）。
对各向同性弹性体，ｕｊｉ（Ｐ，Ｑ）及Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ）可表示成下式：

ｕｉｊ（Ｐ，Ｑ）＝ １
８πＧ（１－ν）

（３－４ν）δｉｊｌｎ１ｒ＋ｒ，ｊｒ，［ ］ｉ 　　
（１２）

Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ）＝ －１
４π（１－ν）ｒ

ｒ
ｎ

（１－２ν）δｉｊ＋２ｒ，ｉｒ，［ ］｛ ｊ

－（１－２ν）（ｎｉｒ，ｊ－ｎｊｒ，ｉ ｝） （１３）

式中 　ｒ为Ｐ，Ｑ两点间的距离；

　ｒ，ｉ ＝ ［ｘｉ（Ｑ）－ｘｉ（Ｐ）］／ｒ；

　ｎ为边界Γ上的外法向法线；

　ｒｎ＝
ｎｉｒ，ｉ；

　Ｃｊｉ（Ｐ）是与Ｐ点位置有关的函数

３
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Ｃｊｉ（Ｐ）＝
０ Ｐ∈Ω′
σｊｉ Ｐ ∈Ω
与Ｐ点附近边界形状有关 Ｐ ∈
烅
烄

烆 Γ
（１１）式即为Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ的直接法形式，ＢＥＭ的直接法就是

在一定的边界条件下，求解边界积分方程（１１）。

二、间接法

如图１２所示，设边界Γ分为负侧Γ－ （ｎ为外法向）和Γ的正
侧Γ＋ （以ｎ′为外法向）。

ｔ－ｉ（Ｑ），ｕ－ｉ（Ｑ）为边界Γ上Ｑ 点负侧的面力、位移分量。

ｔ＋ｉ（Ｑ），ｕ＋ｉ（Ｑ）为边界Γ上Ｑ 点正侧的面力、位移分量。

图 　１２

对Γ－的边界Ｑ域内，（１２）式可写成以下形式（Ω表示所考虑
的区域，Ω′是其补域，可能有限，可能无限）：

　　ｕｊ（Ｐ）＝∫Γ－ｕｊｉ（Ｐ，Ｑ）ｔ－ｉ（Ｑ）ｄΓ－ （Ｑ）
－∫Γ－Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ）ｕ－ｉ（Ｑ）ｄΓ－ （Ｑ） （１４）

对Γ＋ 的边界Ω′域内，（１１）式可写成以下形式：

∫Γ＋ｕｊｉ′（Ｐ，Ｑ）ｔ＋ｉ（Ｑ）ｄΓ＋ （Ｑ）－∫Γ＋Ｔｊｉ′（Ｐ，Ｑ）ｕ＋ｉ（Ｑ）ｄΓ＋ （Ｑ）＝０
（１５）

上式中ｕｊｉ′（Ｐ，Ｑ）及Ｔｊｉ′（Ｐ，Ｑ）是以ｎ′为外法向的基本解。
因为 ｎｉ′＝－ｎｉ′，　Γ－＝Γ　 及 　Γ＋＝－Γ

４

复合材料中的边界元法及数值解　　　



所以 ｕｊｉ′（Ｐ，Ｑ）＝ｕｊｉ（Ｐ，Ｑ） （１６）

Ｔｊｉ′（Ｐ，Ｑ）＝－Ｔｊｉ（Ｐ，Ｑ） （１７）
将上两式代入（１５）式，并和（１４）式相加可得下式：

ｕｊ（Ｐ）＝∫Γｕｊｉ（Ｐ，Ｑ）［ｔ－ｉ（Ｑ）＋ｔ＋ｉ（Ｑ）］ｄΓ（Ｑ）
－∫ΓＴｊｉ（Ｐ，Ｑ）［ｕ－ｉ（Ｑ）－ｕ＋ｉ（Ｑ）］ｄΓ（Ｑ），　Ｐ∈Ｑ

（１８）
（１８）式即为Ｓｏｍｉｇｌｉａｎａ关系式的间接法形式，在（１８）式的

基础上，即可求得虚拟应力法和不连续位移法的基本关系式。

１虚拟应力法的关系式
设在边界Γ上位移是连续的，即

ｕ－ｉ（Ｑ）＝ｕ＋ｉ（Ｑ）

并设 Ｆｊ（Ｑ）＝ｔ－ｉ（Ｑ）＋ｔ＋ｉ（Ｑ）
则（１８）式可改写为

ｕｊ（Ｐ）＝∫ΓＦｊ（Ｑ）ｕｊｉ（Ｐ，Ｑ）ｄΓ（Ｑ） （１９）

并可得

σｉｊ（Ｐ）＝∫ΓＤＫｉｊ（Ｐ，Ｑ）ＦＫ（Ｑ）ｄΓ（Ｑ） （１１０）

上式中

ＤＫｉｊ ＝ １
４π（１－ν）ｒ

（１－２ｒ）（δＫｉｒ，ｊ＋δＫｊｒ，ｉ－δｉｊｒ，Ｋ）＋２ｒ，ｉｒ，ｊｒ，［ ］Ｋ

（１１１）

２不连续位移法的基本公式
设在边界Γ两侧的面力是连续的，即

ｔ－ｉ（Ｑ）＝－ｔ＋ｉ（Ｑ）
并设

Ｄｉ（Ｑ）＝ｕ－ｉ（Ｑ）－ｕ＋ｉ（Ｑ）
则（１８）式可写成为

５
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ｕｊ（Ｐ）＝－∫ΓＴｊｉ（Ｐ，Ｑ）Ｄｉ（Ｑ）ｄΓ（Ｑ） （１１２）

并可得

σｉｊ（Ｐ）＝－∫ΓＳＫｉｊ（Ｐ，Ｑ）ＤＫ（Ｑ）ｄΓ（Ｑ） （１１３）

上式中

ＳＫｉｊ ＝ ２Ｇ
４π（１－ν）ｒ｛２ ２ｒｎ［（１－２ν）δｉｊｒ，Ｋ ＋ν（δｉｋｒ，ｊ＋δｊｋｒ，ｉ）

－４ｒ，ｉｒ，ｊｒ，Ｋ］＋２ν（ｎｉｒ，ｊｒ，Ｋ ＋ｎｊｒ，ｉｒ，Ｋ）

＋（１－２ν）（２ｎＫｒ，ｉｒ，ｊ＋ｎｊδｉＫ ＋ｎｉδｊＫ）－（１－４ν）ｎＫδｉ｝ｊ
（１１４）

在虚拟应力法中，虚拟应力Ｆｊ（Ｑ）＝ｔ－ｉ（Ｑ）＋ｔ＋ｉ（Ｑ）为未知
量，而在位移不连续法中，不连续位移Ｄｉ（Ｑ）＝ｕ－ｉ（Ｑ）－ｕ＋ｉ（Ｑ）为
未知量，在这两种方法中，首先要解决这两个中间变量。由以上简
单介绍可见，间接法的方程（１９）和（１１２），均可由直接法方程
（１８）推导出来，所以这两种方法是等价的。

１３　 正交各向异性弹性体的基本方程

各向同性弹性力学与各向异性弹性力学的平衡方程、几何方
程均完全一样，所不同的是物理方程。
对于纤维增强复合材料也可认为是连续介质的弹性体，只是

要注意其各向异性的特点，其中大量的材料均为正交各向异性体。

一、平衡微分方程

σｊｉ，ｊ＋βｊ ＝０ （１１５）
当不计体力时，有

σｊｉ，ｊ ＝０ （１１６）

６
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二、几何方程

ｅｉｊ ＝ １２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ） （１１７）

三、物理方程

对于小应变、略去初应力的正交各向异性材料的应力 应变关
系为

σ１１
σ２２
σ３３
τ２３
τ３１
τ

熿

燀

燄

燅１２

＝

Ｃ１１ Ｃ１２ Ｃ１３ ０ ０ ０
Ｃ２１ Ｃ２２ Ｃ２３ ０ ０ ０
Ｃ３１ Ｃ３２ Ｃ３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｃ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｃ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｃ

熿

燀

燄

燅６６

ε１１
ε２２
ε３３
γ２３
γ３１
γ

熿

燀

燄

燅１２

（１１８）

上式也可用柔度阵Ｓｉｊ 来表示，Ｓｉｊ 是刚度阵Ｃｉｊ 的逆阵。

｛ｅｉｊ｝＝Ｓｉｊ｛σｉｊ｝

ε１１
ε２２
ε３３
γ２３
γ３１
γ

熿

燀

燄

燅１２

＝

Ｓ１１ Ｓ１２ Ｓ１３ ０ ０ ０
Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３ ０ ０ ０
Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｓ４４ ０ ０
０ ０ ０ ０ Ｓ５５ ０
０ ０ ０ ０ ０ Ｓ

熿

燀

燄

燅６６

σ１１
σ２２
σ３３
τ２３
τ３１
τ

熿

燀

燄

燅１２

（１１９）

Ｓｉｊ 具有９个独立的弹性常数，１，２，３方向分别为正交各向异
性材料的三个弹性主轴，当三个材料主轴为坐标轴ｘ，ｙ，ｚ时，
｛σ｝－｛ε｝之间的关系式为

７
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