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内容提要

本书收集了将薄板壳非线性力学理论用于精密仪器仪

表、传感器弹性元件设计的论文共猿缘篇，分别涉及波纹膜
片、跳跃膜片、波纹管、波纹壳和圆形光滑膜片的非线性弯

曲、非线性稳定和非线性振动等问题，系统、全面地展示了

作者在板壳非线性问题上的独特方法及其在工程设计中的重

大应用，其公式可直接用于工程设计。

本书对于精密仪器仪表、传感器以及航空、航天、航

海、土木、机械、石油化工等工程的设计师和工程师来说，

是实用的设计制造指导书；同时，本书可作为大学和研究所

的力学、精密仪表与传感器等专业教师、研究人员和研究生

的教学、科研和参考用书。

Ⅰ此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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第一章

复合材料层合矩形板



员郾员
计及高阶影响的复合材料层合矩形板

非线性弯曲的简化理论
?

一、引摇言

近年来，复合材料层合结构的几何非线性问题已引起更多关注。在

运蚤则糟澡澡燥枣枣假设下，一些研究人员已经研究了各向异性层合板的非线性力学
特性，并得到包含一些典型问题分析在内的许多乐观的结果

［员原苑］。由于

运蚤则糟澡澡燥枣枣假设忽略了横向剪切变形的影响，因此这些结果仅能适用于非常
薄的板。

众所周知，对于纤维加固的复合材料层合板，面内弹性模量与横向剪

切模量的比值相对说来较大，因此就须考虑横向剪切变形的影响。考虑到

这个事实，就需要建立一个能够计及横向变形的理论。员怨远远年，匀葬遭蚤责［愿］

基于三维弹性理论，系统地提出了非均匀的各向异性板的一般理论。这个

理论包含了横向剪切和法向应变、加速度以及温度场。随后，宰怎和 灾蚤灶鄄
泽燥灶［怨，员园］研究了在月藻则早藻则近似下层合各向异性板的非线性振动问题。月藻则早藻则
近似的限制是仅能用于带有面内不可移动边界条件的板。应用有限元法，

砸藻凿凿赠［员员原员苑］和匀蚤灶则蚤凿蚤泽藻灶［员愿］等人研究了层合板的非线性问题，如弯曲、自
由振动和瞬变响应。此外，杂蚤增葬噪怎皂葬则葬灶和贾春元［员怨原圆员］基于 砸藻蚤泽泽灶藻则原
酝蚤灶凿造蚤灶型理论创立了一个精确理论，并应用迦辽金步骤和谐波平衡原理研
究了层合矩形板的非线性振动问题。然而，砸藻蚤泽泽灶藻则原酝蚤灶凿造蚤灶型板理论不
能满足在板的上、下表面横向剪切应力为零的条件，而且三维理论用于分

析实际问题相当难于操作。因此，提出一个不仅精确而且也较简单的简化

 陨灶贼藻则灶葬贼蚤燥灶葬造允燥怎则灶葬造燥枣晕燥灶鄄蕴蚤灶藻葬则酝藻糟澡葬灶蚤糟泽，圆远（缘），缘猿苑～缘源缘（员怨怨员），原文英文。合作者：何陵辉此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



理论是十分必要的。

在本文中，应用虚位移原理，系统地提出了一个计及高阶影响的复合

材料层合板的非线性弯曲问题的简化理论。通过引入由关于线性问题的

砸藻凿凿赠理论［圆圆］所得的位移场，本文理论说明了横向剪切应变在厚度上的抛
物线变化的原因，以至于在计算剪切应力时就不需要应用剪切修正因子。

再者，因为板的总挠度可分解为一个由弯曲而产生的挠度和一个由剪切而

产生的挠度，所以本文理论控制方程的解将变得较简单。此外，在均匀横

向载荷作用下对称正交层合板的非线性弯曲问题被作为一个特殊情况进行

研究。本文所得到的结果与由三维理论
［员苑］
所得的结果相当一致。

二、控制方程和边界条件

考虑一个在扎方向等厚度为澡，在曾方向长度为葬，在赠方向宽度为遭
的层合矩形板。参考面扎越园被置放在未变形的中面上，而且假定板的两
个邻边分别与曾轴和赠轴重合。这个板由有限个均匀正交各向异性层完全
粘合在一起而构成。每一层有任意的厚度和弹性性质，而且正交各向异性

轴的方向与板的轴相关。在横向载荷 择（曾，赠）作用下，假定板的位移场类
似于文献

［圆圆］，则有

怎（曾，赠，扎）越怎园（曾，赠）原扎憎
遭
，曾（曾，赠）垣扎

圆ξ曾（曾，赠）垣扎
猿ζ曾（曾，赠），

增（曾，赠，扎）越增园（曾，赠）原扎憎
遭
，赠（曾，赠）垣扎

圆ξ赠（曾，赠）垣扎
猿ζ赠（曾，赠），

憎（曾，赠）越憎遭（曾，赠）垣憎泽（曾，赠） （圆郾员葬鄄糟）
其中怎（曾，赠，扎）、增（曾，赠，扎）和憎（曾，赠）分别是一个点在曾、赠和扎方向的位移分
量，怎园（曾，赠）和增园（曾，赠）是怎（曾，赠，扎）和增（曾，赠，扎）在中面上的值，憎

遭
和憎泽分

别是板由弯曲和剪切所产生的挠度，应用以下横向剪切应力 σ扎曾和 σ扎赠在板
的上、下表面为零的条件

σ扎曾（曾，赠，依澡辕圆）越园，摇σ扎赠（曾，赠，依澡辕圆）越园 （圆郾圆葬，遭）
可确定未知函数 ξ曾（曾，赠）、ξ赠（曾，赠）、ζ曾（曾，赠）和 ζ赠（曾，赠）。
对于正交各向异性板或者由正交各向异性面层所层合的板，条件

（圆郾圆葬，遭）等效于相应的应变 ε扎曾（曾，赠，扎）和 ε扎赠（曾，赠，扎）在这些曲面上为零的
条件

ε扎曾（曾，赠，依澡辕圆）越园，摇ε扎赠（曾，赠，依澡辕圆）越园 （圆郾猿葬，遭）
由于

ε扎曾 越憎
泽
，曾垣圆扎ξ曾垣猿扎

圆ζ曾，

ε扎赠 越憎
泽
，赠垣圆扎ξ赠垣猿扎

圆ζ赠，
（圆郾源葬，遭）

于是便可由条件（圆郾猿葬，遭）得到

源 复合材料层合板壳理论探索



ξ曾 越ξ赠 越园，摇 ζ 曾越原
源
猿澡圆
憎泽，曾，摇 ζ 赠越原

源
猿澡圆
憎泽，赠 （圆郾缘葬鄄凿）

这样一来，相应于式（圆郾员葬鄄糟）的冯·卡门意义上的应变分量可写为

ε曾 越ε
园
曾原扎憎

遭
，曾曾原
源扎猿

猿澡圆
憎泽，曾曾，

ε赠 越ε
园
赠原扎憎

遭
，赠赠原
源扎猿

猿澡圆
憎泽，赠赠，

ε扎越园，

ε曾赠 越ε
园
曾赠原圆扎憎

遭
，曾赠原
愿扎猿

猿澡圆
憎泽，曾赠， （圆郾远葬鄄枣）

ε扎曾 越 员原
源扎圆

澡( )圆 憎泽，曾，
ε扎赠 越 员原

源扎圆

澡( )圆 憎泽，赠
其中 ε园曾、ε

园
赠和 ε园曾赠是中面上的应变

ε园曾 越怎
园
，曾垣
员
圆憎
圆
，曾，

ε园赠 越增
园
，赠垣
员
圆憎
圆
，赠，

ε园曾赠 越怎
园
，赠垣增

园
，曾垣憎，曾憎，赠

（圆郾苑葬鄄糟）

并且满足以下关系

ε园曾，赠赠垣ε
园
赠，曾曾原ε

园
曾赠，曾赠 越憎

圆
，曾赠原憎，曾曾憎，赠赠 （圆郾愿）

现在，假定噪层的本构方程可表示为
σ（噪）曾
σ（噪）赠
σ（噪）扎赠
σ（噪）扎曾
σ（噪）
























曾赠

越

悦（噪）员员 悦
（噪）
员圆 园 园 悦

（噪）
员远

悦（噪）员圆 悦
（噪）
圆圆 园 园 悦

（噪）
圆远

园 园 悦（噪）源源 悦
（噪）
源缘 园

园 园 悦（噪）源缘 悦
（噪）
缘缘 园

悦（噪）员远 悦
（噪）
圆远 园 园 悦

（噪）


















远远

ε曾
ε赠
ε扎赠
ε扎曾
ε
























曾赠

（圆郾怨）

其中悦（噪）蚤躁 是该层的矩阵刚度系数，可由该层的工程常数转化而来（参见文
献［圆猿］）。
定义内力和弯矩为

（晕曾，晕赠，晕曾赠）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
（σ（噪）曾 ，σ

（噪）
赠 ，σ
（噪）
曾赠）凿扎，

（酝曾，酝赠，酝曾赠）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
（σ（噪）曾 ，σ

（噪）
赠 ，σ
（噪）
曾赠）扎凿扎，

（孕曾，孕赠，孕曾赠）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
（σ（噪）曾 ，σ

（噪）
赠 ，σ
（噪）
曾赠）扎
猿凿扎，

缘第一章摇复合材料层合矩形板



（匝曾，匝赠）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
（σ（噪）扎曾，σ

（噪）
扎赠）凿扎，

（砸曾，砸赠）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
（σ（噪）扎曾，σ

（噪）
扎赠）扎
圆凿扎 （圆郾员园葬鄄藻）

将式（圆郾怨）代入式（圆郾员园葬鄄藻），可得如下公式
ε{ }园

{ }

{ }{ }酝孕 越
粤[ ] 月[ ] 耘[ ]

月[ ] 栽 阅[ ] 云[ ]

耘[ ] 栽 云[ ] 栽 匀[ ]











摇

{ }晕
运{ }遭

运{ }{ }泽 ，
匝赠
匝{ }曾 越
粤源源原
源
澡圆
阅源源摇粤源缘原

源
澡圆
阅源缘

粤源缘原
源
澡圆
阅源缘摇粤缘缘原

源
澡圆
阅









缘缘

憎泽，赠
憎泽，

{ }
曾

， （圆郾员员葬鄄糟）

砸赠
砸{ }曾 越
阅源源原
源
澡圆
云源源摇阅源缘原

源
澡圆
云源缘

阅源缘原
源
澡圆
云源缘摇阅缘缘原

源
澡圆
云









缘缘

憎泽，赠
憎泽，

{ }
曾

其中

ε{ }园 越
ε园曾
ε园赠
ε园

{ }
曾赠

，摇{ }酝 越
酝曾
酝赠
酝

{ }
曾赠

，摇{ }孕 越
孕曾
孕赠
孕

{ }
曾赠

，

{ }晕 越
晕曾
晕赠
晕

{ }
曾赠

，摇 运{ }遭 越
憎遭，曾曾
憎遭，赠赠
圆憎遭，

{ }
曾赠

，摇 运{ }泽 越 源
猿澡圆

憎泽，曾曾
憎泽，赠赠
圆憎泽，

{ }
曾赠

，

［粤］越
粤员员粤员圆粤员远
粤圆员粤圆圆粤圆远
粤远员粤远圆粤










远远

，摇摇摇摇摇［月］越
月员员月员圆月员远
月圆员月圆圆月圆远
月远员月远圆月










远远

，

［阅］越
阅员员阅员圆阅员远
阅圆员阅圆圆阅圆远
阅远员阅远圆阅










远远

， ［耘］越
耘员员耘员圆耘员远
耘圆员耘圆圆耘圆远
耘远员耘远圆耘










远远

，

［云］越
云员员云员圆云员远
云圆员云圆圆云圆远
云远员云远圆云










远远

， ［匀］越
匀员员匀员圆匀员远
匀圆员匀圆圆匀圆远
匀远员匀远圆匀










远远

，

［粤］越
粤员员粤员圆粤员远
粤员圆粤圆圆粤圆远
粤员远粤圆远粤










远远

， ［月］越
月员员月员圆月员远
月员圆月圆圆月圆远
月员远月圆远月










远远

，
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［阅］越
阅员员阅员圆阅员远
阅员圆阅圆圆阅圆远
阅员远阅圆远阅










远远

， ［耘］越
耘员员耘员圆耘员远
耘员圆耘圆圆耘圆远
耘员远耘圆远耘










远远

，

［云］越
云员员云员圆云员远
云员圆云圆圆云圆远
云员远云圆远云










远远

， ［匀］越
匀员员匀员圆匀员远
匀员圆匀圆圆匀圆远
匀员远匀圆远匀










远远

，

［粤］越［粤］原员，摇 ［月］越［粤］原员［月］，
［阅］越［月］［粤］原员［月］原［阅］， ［耘］越［粤］原员［耘］，
［云］越［月］［粤］原员［耘］原［云］， ［匀］越［耘］［粤］原员［耘］原［匀］，

（粤蚤躁，月蚤躁，阅蚤躁，耘蚤躁，云蚤躁，匀蚤躁）越∫
澡辕圆

原澡辕圆
悦（噪）蚤躁（员，扎，扎

圆，扎猿，扎源，扎远）凿扎 （圆郾员圆）

将方程（圆郾员葬鄄糟）、（圆郾远葬鄄枣）和（圆郾员园葬鄄藻）应用到虚位移原理中，并且对
怎园、增园和憎变分，便得层合矩形板的平衡方程
晕曾，曾垣晕曾赠，赠 越园，
晕曾赠，曾垣晕赠，赠 越园，
酝曾，曾曾垣圆酝曾赠，曾赠垣酝赠，赠赠垣晕曾憎，曾曾垣圆晕曾赠憎，曾赠垣晕赠憎，赠赠垣择越园，
源
猿澡（孕曾，曾曾垣圆孕曾赠，曾赠垣孕赠，赠赠）垣（晕曾憎，曾曾垣圆晕曾赠憎，曾赠垣晕赠憎，赠赠）

垣（匝曾，曾垣匝赠，赠）原
源
澡圆
（砸曾，曾垣砸赠，赠）垣择越园 （圆郾员猿葬鄄凿）

和形如下式的边界条件

在曾越园或葬时，
晕曾摇或摇怎园
晕曾赠 或 增园
匝员曾 或 憎

遭

匝圆曾 或 憎
泽 （圆郾员源葬）

酝曾 或 憎
遭
，曾

孕曾 或 憎
泽
，曾

酝曾赠 或 憎
遭
，赠

孕曾赠 或 憎
泽
，赠

在赠越园或遭时，
晕赠摇或摇增园
晕曾赠 或 怎园
匝员赠 或 憎

遭

匝圆赠 或 憎
泽 （圆郾员源遭）
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酝赠 或 憎
遭
，赠

孕赠 或 憎
泽
，赠

酝曾赠 或 憎
遭
，曾

孕曾赠 或 憎
泽
，曾

其中

匝员曾 越晕曾
憎
曾
垣晕曾赠

憎
赠
垣
酝曾
曾
垣
酝曾赠
赠
，

匝员赠 越晕赠
憎
曾
垣晕曾赠

憎
赠
垣
酝赠
赠
垣
酝曾赠
曾
， （圆郾员缘葬鄄凿）

匝圆曾 越晕曾
憎
曾
垣晕曾赠

憎
赠
垣 源
猿澡圆

孕曾
曾
垣 源
猿澡圆

孕曾赠
赠
垣匝曾原
源
澡圆
砸曾，

匝圆赠 越晕赠
憎
赠
垣晕曾赠

憎
曾
垣 源
猿澡圆

孕赠
赠
垣 源
猿澡圆

孕曾赠
曾
垣匝赠原
源
澡圆
砸赠

引入力函数 φ（曾，赠）如下
晕曾 越φ，赠赠摇晕赠 越φ，曾曾摇晕曾赠 越原φ，曾赠 （圆郾员远葬鄄糟）

显然，在这种情况下，方程（圆郾员猿葬，遭）便自动满足。将式（圆郾员员葬鄄糟）和
（圆郾员远葬鄄糟）代入式（圆郾愿）和（圆郾员猿糟，凿），则得本文所研究问题的关于憎遭、憎泽和
φ的控制方程如下

蕴员员（憎
遭）垣蕴员圆（憎

泽）垣蕴员猿（φ）越
员
圆蕴（憎，憎），

蕴圆员（憎
遭）垣蕴圆圆（憎

泽）垣蕴圆猿（φ）越蕴（φ，憎）原择， （圆郾员苑葬鄄糟）
蕴猿员（憎

遭）垣蕴猿圆（憎
泽）垣蕴猿猿（φ）越蕴（φ，憎）原择

其中

蕴员员（）越月圆员（），曾曾曾曾垣（圆月圆远原月远员）（），曾曾曾赠
垣（月员员垣月圆圆原圆月远远）（），曾曾赠赠
垣（圆月员远原月远圆）（），曾赠赠赠垣月员圆（），赠赠赠赠，

蕴员圆（）越
源
猿澡圆
［耘圆员（），曾曾曾曾垣（圆耘圆远原耘远员）（），曾曾曾赠

垣（耘员员垣耘圆圆原圆耘远远）（），曾曾赠赠
垣（圆耘员远原耘远圆）（），曾赠赠赠垣耘员圆（），赠赠赠赠］，

蕴员猿（）越粤圆圆（），曾曾曾曾原（粤圆远垣粤远圆）（），曾曾曾赠
垣（粤员圆垣粤圆员垣粤远远）（），曾曾赠赠
原（粤员远垣粤远员）（），曾赠赠赠垣粤员员（），赠赠赠赠，

蕴圆员（）越阅员员（），曾曾曾曾垣圆（阅员远垣阅远员）（），曾曾曾赠
垣（阅员圆垣阅圆员垣源阅远远）（），曾曾赠赠
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垣圆（阅圆远垣阅远圆）（），曾赠赠赠垣阅圆圆（），赠赠赠赠，

蕴圆圆（）越
源
猿澡圆
［云员员（），曾曾曾曾垣（圆云员远垣云远员）（），曾曾曾赠

垣（云员圆垣云圆员垣源云远远）（），曾曾赠赠
垣圆（云圆远垣云远圆）（），曾赠赠赠垣云圆圆（），赠赠赠赠］，

蕴圆猿（）越蕴员员（），
蕴猿员（）越蕴圆圆（），

蕴猿圆（）越
员远
怨澡源
［匀员员（），曾曾曾曾垣圆（匀员远垣匀远员）（），曾曾曾赠

垣（匀员圆垣匀圆员垣源匀远远）（），曾曾赠赠
垣圆（匀圆远垣匀远圆（），曾赠赠赠垣匀圆圆（），赠赠赠赠］

垣 粤缘缘原
愿
澡圆
阅缘缘垣
员远
澡源
垣员远
澡源
云( )缘缘（），曾曾

垣 圆粤源缘原
员远
澡圆
阅源缘垣
猿圆
澡源
云( )源缘（），曾赠

垣 粤源源原
愿
澡圆
阅源源垣
员远
澡源
云( )源源（），赠赠，

蕴猿猿（）越蕴员圆（），
蕴（φ，憎）越圆φ，曾赠憎，曾赠原φ，曾曾憎，赠赠原φ，赠赠憎，曾曾 （圆郾员愿）
在本文中，我们考虑如下的简支边界条件

在曾越园，葬时，憎遭 越憎泽越憎遭，曾曾 越憎
泽
，曾曾 越憎

遭
，赠 越憎

泽
，赠 越增园 越φ，赠赠 越园

（圆郾员怨葬）
在赠越园，遭时，憎遭 越憎泽越憎遭，赠赠 越憎

泽
，赠赠 越憎

遭
，曾 越憎

泽
，曾 越怎园 越φ，曾曾 越园

（圆郾员怨遭）

三、对称层合矩形板的解

作为本文所提出理论的应用，我们考虑在简支边界条件（圆郾员怨葬）和
（圆郾员怨遭）下的对称正交层合矩形板。在这种情况下，这板的几个材料刚度
系数为零：

悦（噪）员远 越悦
（噪）
圆远 越悦

（噪）
源缘 越园 （猿郾员）

而且，由式（圆郾员圆）还有
［月］越［耘］越园，摇摇摇摇摇摇摇［阅］越原［阅］，
［云］越原［云］， ［匀］越原［匀］ （猿郾圆）
为了简化起见，引入以下无量纲量

ξ 越曾α
，摇摇摇摇摇摇摇摇摇 η 越赠遭，
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宰遭 越憎
遭

澡， 宰泽越憎
泽

澡，

Φ 越 φ
粤圆圆澡
圆， 匝越 择葬

源

粤圆圆澡
猿，

λ 越葬遭， 葬员 越
圆粤员圆垣粤远远
粤圆圆
，

葬圆 越
粤员员
粤圆圆
， 葬猿 越

员
圆粤圆圆粤圆圆
，

遭员 越
圆（阅员圆垣圆阅远远）
阅员员
， 遭圆 越

阅圆圆
阅员员
，

遭猿 越
源云员员
猿阅员员澡

圆， 遭源 越
愿（云员圆垣圆云远远）
猿阅员员澡

圆 ，

遭缘 越
源云圆圆
猿阅员员澡

圆， 遭远 越
粤圆圆澡
圆

阅员员
， （猿郾猿）

糟员 越
圆（云员圆垣圆云远远）
云员员
， 糟圆 越

云圆圆
云员员
，

糟猿 越
源匀员员
猿云员员澡

圆 糟源 越
愿（匀员圆垣圆匀远远）
猿云员员澡

圆 ，

糟缘 越
源匀圆圆
猿云员员澡

圆， 糟远 越
猿葬圆
源云员员
粤缘缘澡
圆原愿阅缘缘垣

员远
澡圆
云( )缘缘 ，

糟苑 越
猿葬圆
源云员员
粤源源澡
圆原愿阅源源垣

员远
澡圆
云( )源源 ，摇摇糟愿 越猿粤圆圆澡

源

源云员员
，

凿员 越粤员员粤圆圆， 凿圆 越粤圆圆粤圆圆，
凿猿 越粤员圆粤圆圆

于是，控制方程（圆郾员苑葬鄄糟）简化为
Ｌ员员（Φ）越葬猿λ

圆Ｌ（宰，宰），
Ｌ圆员（宰

遭）垣Ｌ圆圆（宰
泽）越原遭远λ

圆Ｌ（Φ，宰）垣遭远匝， （猿郾源葬鄄糟）
Ｌ猿员（宰

遭）垣Ｌ猿圆（宰
泽）越原糟愿λ

圆Ｌ（Φ，宰）垣糟愿匝
其中

Ｌ员员（）越（），ξξξξ 垣葬员λ
圆（），ξξηη 垣葬圆λ

源（），ηηηη，

Ｌ圆员（）越（），ξξξξ 垣遭员λ
圆（），ξξηη 垣遭圆λ

源（），ηηηη，

Ｌ圆圆（）越遭猿（），ξξξξ 垣遭源λ
圆（），ξξηη 垣遭缘λ

源（），ηηηη， （猿郾缘葬鄄枣）
Ｌ猿员（） 越（），ξξξξ 垣糟员λ

圆（），ξξηη 垣糟圆λ
源（），ηηηη ，

Ｌ猿圆（）越糟猿（），ξξξξ 垣糟源λ
圆（），ξξηη 垣糟缘λ

源（），ηηηη，原糟远（），ξξ 原糟苑λ
圆（），ηη，

Ｌ（Φ，宰）越圆Φ，ξη宰，ξη 原Φ，ξξ宰，ηη 原Φ，ηη宰，ξξ
而且边界条件（圆郾员苑）和（圆郾圆员）成为
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在 ξ 越园，员时，
宰遭 越宰泽越宰遭，ξξ 越宰

泽
，ξξ 越宰

遭
，η 越宰

泽
，η 越Φ，ηη

越∫
员

园
（凿猿λ

圆Φ，ηη 垣凿圆Φ，ηη 原
员
圆λ
圆宰圆，η）凿η 越园 （猿郾远葬鄄枣）

在 η 越园，员时，
宰遭 越宰泽越宰遭，ηη 越宰

遭
，ηη 越宰

遭
，ξ 越宰

泽
，ξ 越Φ，ξξ

越∫
员

园
（凿员λ

圆Φ，ηη 垣凿猿Φ，ξξ 原
员
圆宰
圆
，ξ）凿ξ 越园 （猿郾苑葬鄄枣）

为了求解上述边值问题（猿郾源）～（猿郾苑），我们将 宰遭、宰泽和 Φ 表示成如
下双重福里哀级数形式

宰遭 越∑
肄

皂越员
∑
肄

灶越员
宰遭皂灶泽蚤灶皂πξ泽蚤灶灶πη，

宰泽越∑
肄

皂越员
∑
肄

灶越员
宰泽皂灶泽蚤灶皂πξ泽蚤灶灶πη，

Φ 越∑
肄

皂越员
∑
肄

灶越员
Φ皂灶泽蚤灶皂πξ泽蚤灶灶πη， （猿郾愿葬鄄凿）

匝越∑
肄

皂越员
∑
肄

灶越员
匝皂灶泽蚤灶皂πξ泽蚤灶灶πη

其中

匝皂灶 越源∫
员

园∫
员

园
匝泽蚤灶皂πξ泽蚤灶灶πη凿ξ凿η （猿郾怨）

显然，式（猿郾愿葬鄄凿）满足式（猿郾远）～（猿郾苑）所给出的全部条件。将式
（猿郾愿）代入方程（猿郾源），用 泽蚤灶责（πξ），泽蚤灶择（πη）乘这三个方程的两端，并
在它们各自的区间内用逐项积分法进行积分，便得以下非线性代数方程

Φ责择 越
圆葬猿λ
圆

责源垣葬员λ
圆责圆择圆垣葬圆λ

源择源∑
肄

噪越员
∑
肄

造越员
∑
肄

则越员
∑
肄

泽越员
藻责择噪造则泽宰噪造宰则泽，

（责源垣遭员λ
圆责圆择圆垣遭圆λ

源择源）宰遭责择垣（遭猿责
源垣遭源λ

圆责圆择圆垣遭缘λ
源择源）宰泽责择

越原圆遭远λ
圆∑
肄

噪越员
∑
肄

造越员
∑
肄

则越员
∑
肄

泽越员
藻责择噪造则泽Φ噪造宰则泽垣

遭远
π源
匝责择， （猿郾员园葬鄄糟）

（责源垣糟员λ
圆责圆择圆垣糟圆λ

源择源）宰遭责择

垣 糟猿责
源垣糟源λ

圆责圆择圆垣糟缘λ
源择源垣
糟远责
圆

π圆
垣
λ圆糟苑择
圆

π( )圆 宰泽责择
越原圆糟愿λ

圆∑
肄

噪越员
∑
肄

造越员
∑
肄

则越员
∑
肄

泽越员
藻责择噪造则泽Φ噪造宰则泽垣

糟愿
π源
匝责择

其中

藻责择噪造则泽越噪造则泽∫
员

园
［糟燥泽（噪垣则）πξ 垣糟燥泽（噪原则）πξ］泽蚤灶责πξ凿ξ·∫

员

园
［糟燥泽（员垣
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泽）πη

垣糟燥泽（员原泽）πη］泽蚤灶择πη凿η 原噪
圆泽圆垣造圆则圆
圆 ∫

员

园
［糟燥泽（噪垣则）πξ

原糟燥泽（噪原则）πξ］泽蚤灶责πξ凿ξ·∫
员

园
［糟燥泽（员垣泽）πη

原糟燥泽（造原泽）πη］泽蚤灶择πη凿η （猿郾员员）
将方程（猿郾员园遭）和（猿郾员园糟）结合起来，便有
宰泽责择 越△（责，择；λ）宰

遭
责择 （猿郾员圆）

其中

△（责，择；λ）越
糟愿（责
源垣遭员λ

圆责圆择圆垣遭圆λ
源择源）原遭远（责

源垣糟员λ
圆责圆择圆垣糟圆λ

源择源）

遭远 糟猿责
源垣糟源λ

圆责圆择圆垣糟缘λ
源择源垣
糟远责
圆垣λ圆糟苑择

圆

π( )圆
原糟愿（遭猿责

源垣遭源λ
圆责圆垣遭缘λ

源责源）

（猿郾员猿葬）
随后，由式（圆郾员糟）可得

宰遭责择 越
员

员垣△（责，择，λ）
宰责择 （猿郾员猿遭）

将式（猿郾员圆）、（猿郾员猿葬，遭）和（猿郾员园葬）代入式（猿郾员园遭），则得匝和宰责择之间
的关系为

（责源垣遭员λ
圆责圆择圆垣遭圆λ

源择源）垣△（责，择；λ）（遭猿责
源垣遭源λ

圆责圆择圆垣遭缘λ
源择源）

员垣△（责，择；λ）

垣源葬猿遭远λ
源∑
肄

蚤越员
∑
肄

躁越员
∑
肄

噪越员
∑
肄

造越员
∑
肄

皂越员
∑
肄

灶越员
∑
肄

则越员
∑
肄

泽越员

藻责择蚤躁噪造藻
蚤躁
皂灶则泽

蚤源垣葬员λ
圆蚤圆躁圆垣葬圆λ

源躁源
宰噪造宰皂灶宰则泽

越
遭远匝责择
π源

（猿郾员源）

对于指定的匝值，系数 匝责择也就被确定。在级数（猿郾愿葬鄄凿）中截取前面
的有限项，并将它们代入方程（猿郾源），便得一组关于宰责择的三次方程，这里
的方程数与未知量的数目相等。这样，未知量宰责择立即被确定，云责择的值可
由方程（猿郾员园葬）计算，而内力和弯矩也可由式（圆郾员远葬鄄糟）和（圆郾员员葬鄄糟）推出。

四、数值结果

这里，我们提交均布载荷择园下的正交正方板（园毅辕怨园毅辕园毅，每层厚度相

同）的数值结果。借助于工程常数，给出以下板的材料性质：

耘员 越员郾苑圆源伊员园
愿运晕辕皂摇（圆缘伊员园远责泽蚤），

耘圆 越耘猿 越远郾愿怨伊员园
远运晕辕皂摇（员园远责泽蚤），

圆员 复合材料层合板壳理论探索



郧员圆 越郧员猿 越猿郾源缘伊员园
远运晕辕皂摇（园郾缘伊员园远责泽蚤）， （源郾员）

郧圆猿 越员猿郾苑愿伊员园
远运晕辕皂摇（园郾圆伊员园远责泽蚤），

ν员圆 越ν员猿 越ν猿圆 越园郾圆缘
在级数（猿郾愿葬，遭）中仅取第一项（责越择越员），并在级数（猿郾愿糟）中取前

三项，通 过 数 值 计 算，便 由 方 程（猿郾员源）得 到 板 的 无 量 纲 载 荷

匝园 越
择园葬
源

耘圆澡
( )源 和中心挠度宰皂（越宰员员）之间的关系式
对于葬辕澡越员园，摇匝园 越员园猿郾园宰皂 垣员苑郾苑缘宰

猿
皂，

对于葬辕澡越源，摇匝园 越圆缘郾苑远宰皂 垣员苑郾苑缘宰
猿
皂 （源郾圆葬，遭）

相应于式（源郾圆葬，遭）的载荷—挠度曲线绘于图员中，并与剪切板理论和
三维弹性理论的结果进行了比较。此外，由式（猿郾员猿）我们可知，由忽略横
向剪切变形影响所引起的挠度误差对于葬辕澡越员园，和葬辕澡越源分别是猿远豫和
愿怨豫。

图员摇均布载荷下正交正方板（园毅辕怨园毅辕园毅）的载荷—挠度曲线
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