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复合材料板壳理论及其应用

舒小平摇著

中国矿业大学出版社摇摇



自摇摇序

摇摇 先进工程材料的开发和应用是推动众多产业进步的关键技
术。材料制备和结构形式的复杂性和多样性使业已成熟的均匀各

向同性材料及其结构的分析方法失效，因而为新型工程材料及其

结构提供有效的分析方法和设计依据成了近二、三十年的研究热

点。本书之“复合材料板壳理论”所指“复合材料板壳”按惯例特

指纤维增强复合材料层合结构，后两章也涉及压电复合材料层合

结构和梯度功能材料结构。

本书集笔者十数年的研究成果：复合材料层合板壳的精确理

论及其界面缺陷的精确分析。这些理论及应用反映了最新的研究

进展，自成系列，具系统性。虽然国内外已经出版了一些复合材料

结构力学的著述，笔者新近关于复合材料板壳结构的精确理论的

研究是一个补充，而这些理论在层合结构界面缺陷分析中的成功

应用也形成了系列，尚未见系统的著述。作为理论的推广应用，本

书也增加了压电复合材料层合结构和梯度功能材料结构的内容，

将复合材料板壳理论的分析方法成功地运用于这类先进工程材料

及其结构的分析。本书叙述方式有明确的目标：理论及应用形成

系列，贯穿全书，数学物理方法和表达前后一致；重点阐述新理论，

兼顾对经典理论等成熟理论的介绍，新旧理论有机结合；采用从一

般到特殊的叙述方式，使新旧理论统一在一个理论框架内。

本书可望帮助从事这方面学习和研究的起步者快速地了解研

究的历史与现状，获取系统的参考资料和数据；也期望与从事相近
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研究的同行交流。书中学术观点或为一家之见，表述也未必精确，

敬望指正。

本书的大部分研究成果惠承多项省、部级课题及一项英国国

家科学基金耘孕杂砸悦（郧砸辕酝愿怨猿员苑）的资助，与第七章“压电复合材

料层板理论”相关的研究项目目前正在接受江苏省教育厅自然科

学基金（园猿运允月员缘园园园怨）的资助；部分研究成果受惠于与南京航空

航天大学孙良新教授、英国诺丁汉大学运援孕援杂燥造凿葬贼燥泽博士的密切

合作；本书的出版受到淮海工学院出版基金的资助；写作和出版过

程中得到中国矿业大学出版社、淮海工学院学术期刊社的大力支

持，责任编辑完成了繁重细致的编校工作，提供了许多技术建议和

帮助，使本书增色不少，在此一并表示诚挚的感谢。

舒小平

圆园园源年员圆月
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书书书

第一章

正交各向异性材料的弹性力学基础

摇摇正交各向异性材料是指具有猿个相互正交对称平面的材料，
纤维增强复合材料具备这样的特征，作为增强相的纤维是导致各

项异性的原因。作为共识，本书所指“复合材料板壳理论”之复合

材料特指纤维增强复合材料。复合材料结构其实是由若干单层粘

帖而成的层合结构，每一单层称为铺层，按一定的角度交错叠合而

成。材料的各向异性和铺层的特殊性带来了比各向同性材料结构

复杂得多的几何、物理关系。

第一节摇直角坐标系下的基本关系和基本方程

以怎、增、憎分别表示沿坐标 曾、赠、扎的位移。应力和应变各为远
个，以向量记为

σ越〔σ曾摇σ赠摇σ扎摇τ赠扎摇τ曾扎摇τ曾赠〕
栽 （员鄄员）

ε越〔ε曾摇ε赠摇ε扎摇γ赠扎摇γ曾扎摇γ曾赠〕
栽 （员鄄圆）

小变形时应变和位移满足以下关系

ε曾越怎，曾摇ε赠越增，赠摇ε扎越憎，扎
γ赠扎越增，扎垣憎，赠摇γ曾扎越怎，扎垣憎，曾摇γ曾赠越怎，赠垣增，曾

（员鄄猿）

式中逗号表示求导。

正交各向异性材料的线弹性应力—应变关系可以表示为

σ越悦ε （员鄄源）
正交各向异性材料刚度系数矩阵 悦是一个对称矩阵，有怨个

·员·
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独立的弹性系数。当材料的主轴与坐标轴重合时（正交铺层），刚

度系数矩阵悦表示为

悦越

悦员员 悦员圆 悦员猿 园 园 园
悦员圆 悦圆圆 悦圆猿 园 园 园
悦员猿 悦圆猿 悦猿猿 园 园 园
园 园 园 悦源源 园 园
园 园 园 园 悦缘缘 园
园 园 园 园 园 悦

















远远

（员鄄缘）

刚度系数悦蚤躁与材料的弹性模量、剪切模量和泊松比有关，怨个
独立的材料常数常取为 耘员员、耘圆圆、耘猿猿、郧员圆、郧员猿、郧圆猿、υ员圆、υ员猿、υ圆猿。刚
度系数悦蚤躁与它们的关系为

悦员员越灾耘员员（员原ν圆猿ν猿圆）；摇悦圆圆越灾耘圆圆（员原ν员猿ν猿员）；
悦猿猿越灾耘猿猿（员原ν员圆ν圆员）；摇悦源源越郧圆猿；
悦缘缘越郧员猿；摇悦远远越郧员圆；
悦员圆越灾耘员员（ν圆员垣ν圆猿ν猿员）越灾耘圆圆（ν员圆垣ν员猿ν猿圆）；
悦员猿越灾耘员员（ν猿员垣ν圆员ν猿圆）越灾耘猿猿（ν员猿垣ν圆猿ν员圆）；
悦圆猿越灾耘圆圆（ν猿圆垣ν员圆ν猿员）越灾耘猿猿（ν圆猿垣ν圆员ν员猿）；
灾越〔员原ν员圆ν圆员原ν员猿ν猿员原ν圆猿ν猿圆原圆ν员圆ν圆猿ν猿员〕

原员

（员鄄远）

其中远个泊松比有下列关系
ν员圆
耘员员
越
ν圆员
耘圆圆
；摇

ν员猿
耘员员
越
ν猿员
耘猿猿
；摇

ν圆猿
耘圆圆
越
ν猿圆
耘猿猿

（员鄄苑）

若材料的自然弹性轴与坐标轴不重合（斜交铺层），刚度系数

矩阵悦需作坐标变换。设铺层绕其中某一材料主轴（如 扎轴）旋
转 θ角，变换后的刚度系数矩阵悦忆表示为

·圆·
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悦忆越

悦忆员员 悦忆员圆 悦忆员猿 园 园 悦忆员远
悦忆员圆 悦忆圆圆 悦忆圆猿 园 园 悦忆圆远
悦忆员猿 悦忆圆猿 悦忆猿猿 园 园 悦忆猿远
园 园 园 悦忆源源 悦忆源缘 园
园 园 园 悦忆源缘 悦忆缘缘 园
悦忆员远 悦忆圆远 悦忆猿远 园 园 悦忆

















远远

（员鄄愿）

刚度系数的变换服从下列关系

悦忆员员越皂
源悦员员垣圆皂

圆灶圆悦员圆垣灶
源悦圆圆垣源皂

圆灶圆悦远远
悦忆员圆越皂

圆灶圆悦员员垣（皂
源垣灶源）悦员圆垣皂

圆灶圆悦圆圆原源皂
圆灶圆悦远远

悦忆员猿越皂
圆悦员猿垣灶

圆悦圆猿
悦忆员远越原皂

猿灶悦员员垣皂灶（皂
圆原灶圆）悦员圆垣皂灶

猿悦圆圆垣圆皂灶（皂
圆原灶圆）悦远远

悦忆圆圆越灶
源悦员员垣圆皂

圆灶圆悦员圆垣皂
源悦圆圆垣源皂

圆灶圆悦远远
悦忆圆猿越灶

圆悦员猿垣皂
圆悦圆猿

悦忆圆远越原皂灶
猿悦员员垣皂灶（灶

圆原皂圆）悦员圆垣皂
猿灶悦圆圆垣圆皂灶（灶

圆原皂圆）悦远远
悦忆猿猿越悦猿猿
悦忆猿远越原皂灶悦员猿垣皂灶悦圆猿
悦忆源源越皂

圆悦源源垣灶
圆悦缘缘

悦忆源缘越皂灶悦源源原皂灶悦缘缘
悦忆缘缘越灶

圆悦源源垣皂
圆悦缘缘

悦忆远远越皂
圆灶圆悦员员原圆皂

圆灶圆悦员圆垣皂
圆灶圆悦圆圆垣（皂

圆原灶圆）圆悦远远
其中摇皂越糟燥泽θ；摇摇灶越泽蚤灶θ （员鄄怨）
在大多数复合材料层合结构的二维板壳理论中，挠度沿厚度

变化被忽略，取 ε扎越园，σ扎相对其他应力很小也被忽略。在此情况
下，应力—应变关系简化为

·猿·
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σ 曾
σ赠
τ

{ }
曾赠

越

匝员员 匝员圆 园

匝员圆 匝圆圆 园

园 园 匝









远远

ε 曾
ε赠
γ

{ }
曾赠

τ曾扎
τ{ }
赠扎

越
匝缘缘 园

园 匝[ ]
源源

γ曾扎
γ{ }
赠扎

（员鄄员园）

或分别简写为

σ越匝员ε；τ越匝圆γ （员鄄员员）
与式（员鄄源）比较，层板的面内物理方程和横向物理方程被分开

表达。匝蚤躁称为简化的刚度系数，匝员和 匝圆分别称为面内刚度矩阵
和横向剪切刚度矩阵，按下式计算：

匝员员越灾忆耘员员；摇匝员圆越ν员圆灾忆耘圆圆越ν圆员灾忆耘员员
匝圆圆越灾忆耘圆圆；摇匝源源越郧圆猿
匝缘缘越郧员猿；摇匝远远越郧员圆
灾忆越〔员原ν员圆ν圆员〕

原员

（员鄄员圆）

若铺层时材料的自然弹性轴与坐标轴不重合，变换后的刚度

系数矩阵匝忆员和匝忆圆表示为

摇摇匝忆员越

匝忆员员 匝忆员圆 匝忆员远
匝忆员圆 匝忆圆圆 匝忆圆远
匝忆员远 匝忆圆远 匝忆









远远

；摇匝忆圆越
匝忆缘缘 匝忆源缘
匝忆源缘 匝忆[ ]

源源

（员鄄员猿）

刚度系数的变换服从下列关系

·源·
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匝忆员员越皂
源匝员员垣圆皂

圆灶圆匝员圆垣灶
源匝圆圆垣源皂

圆灶圆匝远远
匝忆员圆越皂

圆灶圆匝员员垣（皂
源垣灶源）匝员圆垣皂

圆灶圆匝圆圆原源皂
圆灶圆匝远远

匝忆员远越原皂
猿灶匝员员垣皂灶（皂

圆原灶圆）匝员圆垣皂灶
猿匝圆圆垣圆皂灶（皂

圆原灶圆）匝远远
匝忆圆圆越灶

源匝员员垣圆皂
圆灶圆匝员圆垣皂

源匝圆圆垣源皂
圆灶圆匝远远

匝忆圆远越原皂灶
猿匝员员垣皂灶（灶

圆原皂圆）匝员圆垣皂
猿灶匝圆圆垣圆皂灶（灶

圆原皂圆）匝远远
匝忆源源越皂

圆匝源源垣灶
圆匝缘缘

匝忆源缘越皂灶匝源源原皂灶匝缘缘
匝忆缘缘越灶

圆匝源源垣皂
圆匝缘缘

匝忆远远越皂
圆灶圆匝员员原圆皂

圆灶圆匝员圆垣皂
圆灶圆匝圆圆垣（皂

圆原灶圆）圆匝远远
（员鄄员源）

由微元体的动力学关系可导出三维弹性体的运动微分方程

σ曾，曾垣τ曾赠，赠垣τ曾扎，扎垣责曾越责咬怎

τ曾赠，曾垣σ赠，赠垣τ赠扎，扎垣责赠越责咬增

τ曾扎，曾垣τ赠扎，赠垣σ扎，扎垣责扎越责咬憎

（员鄄员缘）

式中责曾、责赠和责扎为单位体积上的体力分量，ρ 为质量密度，字母上
的点表示对时间求导。若等号右边取零，得三维弹性平衡方程

σ曾，曾垣τ曾赠，赠垣τ曾扎，扎垣责曾越园
τ曾赠，曾垣σ赠，赠垣τ赠扎，扎垣责赠越园
τ曾扎，曾垣τ赠扎，赠垣σ扎，扎垣责扎越园

（员鄄员远）

第二节摇柱坐标系
和球坐标系下的基本关系和基本方程

摇摇一、柱坐标系
以怎、增、憎分别表示沿径向坐标则、周向坐标 θ、轴向坐标扎的位

移。柱坐标下应力和应变记为
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σ越〔σ则摇σθ摇σ扎摇τθ扎摇τ则扎摇τ则θ〕
栽 （员鄄员苑）

ε越〔ε则摇εθ摇ε扎摇γθ扎摇γ则扎摇γ则θ〕
栽 （员鄄员愿）

应变和位移满足以下关系

ε则越
怎
则
；εθ 越
员
则
增
θ
垣怎则；ε扎越

憎
扎

γθ 扎越
增
扎
垣员则

憎
θ
；γ则扎越

怎
扎
垣憎
则
；γ则θ 越
员
则
怎
θ
垣增
则
原增则

（员鄄员怨）

柱坐标下的三维弹性体的运动微分方程为

σ则
则
垣员则

τ则θ
θ
垣
τ则扎
扎
垣
σ则原σθ

则 垣责则越ρ咬怎

τ则θ
则
垣员则

σθ

θ
垣
τθ扎
扎
垣
圆τ则θ
则垣责θ 越ρ咬增

τ则扎
则
垣员则

τθ扎
θ
垣
σ扎
扎
垣
τ则扎
则垣责扎越ρ咬憎

（员鄄圆园）

应力原应变关系仍服从公式（员鄄源）。
二、球坐标系

以怎、增、憎分别表示沿坐标则、θ和 φ的位移。应变和位移满足
以下关系

ε则越
怎
则
；εθ 越
员
则
增
θ
垣怎则

εφ 越
员
则泽蚤灶θ

憎
φ
垣怎则垣
糟燥泽θ
则泽蚤灶θ
增；

γθφ 越
员
则泽蚤灶θ

增
φ
垣员则

憎
θ
原糟燥泽θ则泽蚤灶θ
憎

γφ则越
员
则泽蚤灶θ

怎
φ
垣憎
则
原憎则

γ则θ 越
员
则
怎
θ
垣增
则
原增则

（员鄄圆员）

球坐标下的三维弹性体的运动微分方程为
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σ则
则
垣员则

τθ 则
θ
垣 员则泽蚤灶θ

τφ 则
φ
垣员则（圆σ则原σθ 原σφ 垣τθ 则糟燥贼θ）垣责则越ρ咬怎

τ则θ
则
垣员则

σθ

θ
垣 员则泽蚤灶θ

τφ θ

φ
垣员则（圆τ则θ 垣τθ 则垣（σθ 原σφ）糟燥贼θ）垣责θ 越ρ咬增

τ则φ
则
垣员则

τθ φ
θ
垣 员则泽蚤灶θ

σφ

φ
垣员则（圆τ则φ 垣τφ 则垣（τθ φ 垣τφ θ）糟燥贼θ）垣责φ 越ρ咬憎

（员鄄圆圆）
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第二章 摇 复合材料层板理论

复合材料层合结构因其结构的呈层性，表现出与均匀各向同

性板不同的响应方式。虽然将其作为三维问题对待并得到一些三

维精确解［苑～员缘］，但这类解只限于具有特殊的几何形状、边界条件

的层板。对于动辄几十层、上百层的复合材料层合结构，三维问题

的解析方法及其有限元模型会导致非常复杂的表达和可观的计算

量。因此，三维精确解的主要作用是用来检验近似理论的精度。降

维是简化分析的有效方法，通常的做法是假设某类物理量（一般

是位移）沿板厚的分布规律已知，使三维问题退化为二维问题乃

至一维问题。这类降维的理论称为复合材料板壳理论。

最早的复合材料板壳理论移植于均匀各向同性板壳理论。对

于薄板，最简单的经典理论（贼澡藻糟造葬泽泽蚤糟葬造造葬皂蚤灶葬贼藻贼澡藻燥则赠）［员远～员苑］

仍然适用。由于纤维复合材料板壳的横向剪切刚度较各向同性板

壳低，一阶剪切变形理论（枣蚤则泽贼鄄燥则凿藻则泽澡藻葬则凿藻枣燥则皂葬贼蚤燥灶贼澡藻燥则赠）［员愿］

因其考虑了横向剪切变形而进一步扩大了适用范围。但是，横向剪

切变形对结构响应的影响随板厚的增加而增大，对于中厚层板和

厚层板，它的影响非常显著，形式简单的经典层板理论和一阶剪切

变形层板理论会造成显著的误差。因此，有必要针对复合材料层合

结构的特性建立一些更好地考虑横向剪切变形的层板理论，办法

之一是增加位移场沿板厚的分布精度，如较高阶（澡蚤早澡藻则鄄燥则凿藻则）理
论［员怨～圆园］、高阶（澡蚤早澡鄄燥则凿藻则）理论［圆员］ 和分层近似理论（造葬赠藻则憎蚤泽藻
贼澡藻燥则赠）［猿源～猿缘］，精度也依次提高。还有一类精化的理论（则藻枣蚤灶藻凿
贼澡藻燥则赠）［圆圆～圆缘］，所涉位移场能够满足层间的各种连续性要求，显现
出更高的精度。近二十年来，许多学者致力于发展各种复合材料板
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壳理论，并取得了丰硕成果。关于各类层板理论的特点的详细讨论

可以参见相关著作［员～猿］和综述文章［源～远］。笔者及其合作者也作了

有益的探索，在发展复合材料层板高精度理论上形成系列成

果［圆远～猿猿］。本章将介绍几种典型的层板理论，重点介绍笔者及其合

作者最新的研究成果。

第一节摇经典层板理论

图圆鄄员摇层板几何图形

图圆鄄员为层板几何图形。层板由晕层各向异性薄层粘贴而成，
板厚为澡。为方便起见，取层板的中面 Ω为参考面（曾鄄赠面），扎轴垂
直于板面。第噪个材料界面的扎坐标由扎越扎噪（噪越园，员，⋯，晕）表

示，澡（噪）为第噪层的厚度。用 怎、增、憎来分别表示沿 曾、赠、扎方向的位
移。板面受横向载荷择（曾，赠）作用。
经典层板理论是在各向同性经典板理论的基础上发展起来
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的。各向同性经典板理论基于克希霍夫的薄板假设：① 板的中面
（参考面）不变形；② 不计横向变形，即取 ε扎 越园；③ 不计横向剪
切变形，即取 γ曾扎越γ赠扎越园。该理论适合于长厚比大的薄板。考虑到
复合材料层板的非均匀性，变形时会出现拉压 — 弯曲耦合，板的

中面将产生显著的变形，因此，克希霍夫的薄板假设 ① 不适合层
板。考虑到这些因素，经典层板理论的位移场取为如下形式

怎（曾，赠，扎）越怎园（曾，赠）原扎憎，曾（曾，赠）

增（曾，赠，扎）越增园（曾，赠）原扎憎，赠（曾，赠）

憎（曾，赠，扎）越憎（曾，赠）

（圆鄄员）

式中涉及猿个位移变量怎园、增园和憎，它们表示板中面沿曾、赠、扎方向的
位移。由此位移场可得ε扎越γ曾扎越γ赠扎越园，即不计横向变形，仅考虑
面内应变 ε曾、ε赠、γ曾赠和面内应力 σ曾、σ赠、τ曾赠。由式（员郾猿）得应变 —
位移关系

ε曾 越怎园，曾原扎憎，曾曾；摇摇ε赠 越增园，赠原扎憎，赠赠
γ曾赠 越怎园，赠垣增园，曾原圆扎憎，曾赠

（圆鄄圆）

或用向量表示为

ε 越ε园垣扎κ
ε 越〔ε曾摇ε赠摇γ曾赠〕

栽

ε园 越〔怎园，曾摇增园，赠摇怎园，赠垣增园，曾〕
栽

κ 越〔原憎，曾曾摇 原憎，赠赠摇 原圆憎，曾赠〕
栽

（圆鄄猿）

考虑第噪层的应力—应变关系，上标（噪）表示第噪层的物理量：

σ曾
σ赠
τ

{ }
曾赠

越

匝（噪）员员 匝
（噪）
员圆 匝

（噪）
员远

匝（噪）员圆 匝
（噪）
圆圆 匝

（噪）
圆远

匝（噪）员远 匝
（噪）
圆远 匝

（噪）









远远

ε曾
ε赠
γ

{ }
曾赠

原Δ栽
α（噪）曾
α（噪）赠
α（噪）

{ }







曾赠

（圆鄄源）

或用矩阵表示

σ 越匝（噪）员（ε 原Δ栽α
（噪）） （圆鄄缘）

Δ栽为温度变化，α（噪）等为第噪层的热膨胀系数，Δ栽α（噪）为第噪层的
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热应变，层板的弹性系数匝员
（噪）的定义见式（员鄄员猿）。

层板的控制方程可以由应力形式的运动微分方程（员鄄员缘）积
分得到，也可根据板的单元体的动力学关系得到。为保持一致性，

本书一律根据变分原理推导层板的控制方程。依据哈密尔顿

（匀葬皂蚤造贼燥灶）原理

∫
贼

园 ∫Ω∫澡σ栽δε凿Ω凿扎原∫Ω择δ憎凿( )Ω 凿贼原
摇∫
贼

园∫Ω∫澡ρ觶枣栽δ觶枣凿Ω 凿扎凿贼越园
（圆鄄远）

式中位移向量枣越〔怎增憎〕栽，字母上面的点表示对时间求导；ρ表示
材料密度。上式变分得到层板的控制方程（详细过程见本章附录）

晕曾，曾垣晕曾赠，赠 越陨员咬怎园原陨圆咬憎，曾
晕曾赠，曾垣晕赠，赠 越陨员咬增园原陨圆咬憎，赠
酝曾，曾曾垣圆酝曾赠，曾赠垣酝赠，赠赠垣择（曾，赠）

摇 越陨圆（咬怎园，曾垣咬增园，赠）垣陨员咬憎原陨猿（咬憎，曾曾垣咬憎，赠赠）

（圆鄄苑）

和边界条件

怎灶或 晕灶给定；摇摇摇摇怎泽或 晕灶泽给定；

憎或 匝灶垣酝灶泽，泽给定；摇憎，灶或 酝灶给定
（圆鄄愿）

下标灶和泽表示边界的法线和切线方向。
控制方程和边界条件中的截面内力和内力矩由下式确定

晕越 晕曾 晕赠 晕[ ]曾赠
栽 越∫澡σ凿扎

摇摇 越粤ε园垣月κ 原晕栽

酝 越 酝曾 酝赠 酝[ ]曾赠
栽 越∫澡扎σ凿扎

摇摇 越月ε园垣阅κ 原酝栽

（圆鄄怨）

其中由温升引起的热内力和热内力矩为
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