
锻压机械及其有限元计算

林道盛 杨雨生生 曹桂荣

田 越 阮中燕 安国平

合 编

北京工业大学出版社



内容简介

本书共分三部分: 第一部分介绍了弹性有限元的基本知识; 第二部分以锻压机械中应

用最广的曲柄压力机为主, 分析了锻压机械的设计及有限元计算; 为了使读者对曲柄压力

机有全面了解 , 第三部分介绍了此类锻压机械的其余知识。书中多方面反映了作者多年来

的教学实践经验和科研成果 , 并引用了一些院校关于有限元在锻压机械中应用的实例 , 全

书结构安排合理 , 内容深入浅出 , 循序渐进 , 理论联系实际。
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前  言

随着电子计算机的广泛应用, 有限单元法也得到了迅速的发展, 在短短的 40多年里, 这

种实用的数值计算方法从起步到普遍推广应用, 使得工业领域里的许多设计与计算发生了根

本性的变革, 有限单元法成为机械、汽车、飞机、船舶、宇航器等领域中 CA D/ CA M 的必不

可少的工具。

锻压机械是实现锻压工艺所必需的机器, 由于有限单元法的应用, 使得锻压机械的设计

更具有科学性。

本书是编者们根据多年教学实践和科研成果, 在编者们原来所编教材的基础上, 经适当

扩充和修改而完成的。编写中, 理论部分力求深入浅出, 循序渐进, 并尽量做到理论联系实

际, 学以致用; 书中多方面反映了编者们的研究成果, 并引用了一些兄弟院校关于有限单元

法在锻压机械设计中应用的实例。

本书共分三个部分, 其中第一部分是弹性有限元的基本知识; 第二部分以锻压机械中应

用最广泛的曲柄压力机为主, 分析了锻压机械的设计及有限元计算; 为了使读者对曲柄压力

机有全面了解, 第三部分介绍了此类锻压机械的其余知识。本书主要供“材料成型及控制工

程”专业的学生学习本门课程应用, 同时也可供从事锻压机械设计、制造的工程技术人员及

其他有关专业的学生学习与参考。

本书编写的分工如下: 由林道盛教授编写绪论、第一章、第八章、第十章的第一节至第

四节、第十三章的第一节至第四节; 杨雨生生教授编写第四章、第六章、第七章、第九章的第

六、第七节、第十章的第五节; 曹桂荣副教授编写第二章、第三章、第五章及第十一章; 田

越高级工程师编写第九章的第一节至第五节、第十三章的第五节; 阮中燕副教授编写第十二

章及第十四章的第一、第二节; 安国平讲师编写第十四章的第三、第四节及第十五章。

全书由林道盛任主编, 杨雨生生、曹桂荣任副主编。

在本书的编写过程中, 得到黄乃强教授的关心与帮助; 本书参考了国内外一些作者们的

著作, 引用了本校、外校及其他人员的一些研究成果, 谨在此向北京工业大学黄乃强教授, 意

大利的卡拉布里亚大学 LAU RA·LU CH I 教授、AN DREA·POGGIA LINI 教授, 清华大学

何德誉教授、俞新陆教授以及有关著作的作者们、有关兄弟院校的老师们、北京工业大学锻

压教研室有关老师及毕业生们, 致以衷心的感谢。

本书能顺利出版, 要感谢北京工业大学出版社的大力支持与帮助。

由于水平所限, 书中难免有错漏不周之处, 欢迎批评指正。
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绪  论

锻压机械是为实现锻压工艺服务的。随着生产的发展, 锻压机械已越来越广泛的应用于

国民经济各部门的工业生产中, 除机械制造业本身外, 动力机械工业、船舶、电机、电器、汽

车、拖拉机、农业机械、机车车辆制造业、航空航天工业, 以及与人们日常生活密切相关的

家用电器、日用五金等轻工业部门, 均需要大量的锻压机械为之服务; 随着科学技术的进步,

需要更多、更好的各种锻压机械来进行各种锻压工艺, 这就要求我们应用各种现代化的设计

理论和计算方法, 设计出自重轻、性能好、生产率高的各类新型锻压机械。

第一节 锻压机械分类及型号

锻压机械的类型很多, 无论外形或驱动方式都有很大差别, 但按照使工件发生塑性变形

时 (工作行程时) 模具 (或砧块) 的运动情况, 即按照工作行程时的速度—时间曲线, 可以

归纳为锻锤、液压机、曲柄压力机及旋转锻机等四大类。

一、锻锤

锻锤的代号为 C, 目前它包括下列六组十二个系列的产品:

图 1 锻锤

落下部分

1. 活塞; 2. 锤杆;

3. 锤头; 4. 砧块

( 1) 蒸汽、空气自由锻锤;

( 2) 蒸汽、空气模锻锤;

( 3) 空气锤;

( 4) 落锤;

( 5) 对击式模锻锤;

( 6) 液压模锻锤。

锻锤的工作能力以落下部分的重量来表示, 如 1t 蒸汽、空气模锻锤, 就

说明这台锻锤的落下部分重量为 10kN ; 65kg 空气锤是指它落下部分的重

量为 650N。落下部分的重量包括活塞、锤杆、锤头、砧块 (或上模) 的重

量之和 (见图 1)。

锻锤的砧块 (或上模) 在工作行程开始时, 即在它与锻件接触时, 它

的速度为最高值, 经工作时间 t p 后, 速度急剧下降到零, 速度—时间曲线

是变量 (见图 2 ( a ) ) ; 就是同一台锻锤, 速度—时间曲线也不是固定的, 它

与很多因素有关, 随着锻件的尺寸、形状、材料性质及加热温度的变化而

不同; 速度的最大值可达到 7m/ s～9m/ s , 工作时间 tp 以千分之几秒来计算。

锻件塑性变形时, 工作时间很短, 因而锻件的 变形只能依靠落下部分在工作行程开始前

所积蓄的能量来完成。因为能量在极短时间里加到锻件上, 可见锻锤是利用冲击来进行工作

的, 所以锻锤工作时的振动及噪音都很大。

1
此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



图 2 各种锻压机械的速度—时间曲线

二、液压机

液压机的代号为 Y , 目前包括以下十组十七个系列的产品:

( 1) 手动液压机;

( 2) 锻造液压机;

( 3) 冲压液压机;

( 4) 一般用途液压机;

( 5) 校正压装液压机;

( 6) 层压液压机;

( 7) 挤压液压机;

( 8) 压制液压机;

( 9) 打包、压块液压机;

( 10) 其它液压机。

液压机的工作能力以工作行程时所能发出的最大压力来表示, 如 Y16—3000, 表示

30000kN ( 3000t) 锻造模锻液压机。

液压机的砧块 (或上模) 在工作行程时的速度—时间曲线 (见图 2 ( b ) ) 也是不定形的,

但就其特性来说, 与锻锤的速度—时间曲线又有很大差别, 砧块 (或上模) 的初始速度可能

等于零或某值, 然后逐渐升到最高值, 又逐渐下降, 在工作行程结束时降为零。在同一台液

压机上, 由于加工件情况的不同, 速度—时间曲线也不相同, 除快锻液压机外, 一般液压机

的最高速度为 30cm/ s , 工作时间以秒为单位计算。

三、曲柄压力机

曲柄压力机是锻压机械中的大家族,“锻压机械型号编制方法”中所划分的八大类锻压机

械里, 有五大类与它有关; 曲柄压力机的特点是, 装在滑块上的模具由曲柄连杆机构带动进

行工作, 工作部分的速度—时间曲线是按照规定的正弦曲线变化, 在工作行程也不例外 (见

图 2 ( c) ) , 与工件情况无关; 这里忽略了机器在工作时的弹性变形及传动系统因飞轮转速下

降而造成的不等速旋转等因素的影响。

曲柄压力机包括机械压力机中 (代号 J) 除螺旋压力机外的全部产品, 以及线材成形自动
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机 (代号 Z)、锻机 (代号 D)、剪切机 (代号 Q )、弯曲校正机 (代号 W ) 这四大类中的大部

分产品。机械压力机中属于曲柄压力机的产品为:

( 1) 手动压力机;

( 2) 单柱压力机;

( 3) 开式压力机;

( 4) 闭式压力机;

( 5) 拉伸压力机;

( 6) 压制压力机;

( 7) 板料自动压力机;

( 8) 精压、挤压压力机;

( 9) 其它压力机。

曲柄压力机的工作能力, 主要以在工作行程时能产生的最大压力来表示, 有一些曲柄压

力机如剪板机以所剪板厚乘板宽表示其工作能力, 一些线材自动机以制件杆料最大直径表示

它的工作能力。

四、旋转锻机

这类锻压机器主要指锻机类中的辊锻机, 它的工作部分是加工成各种形状的辊子, 作旋

转运动, 若不考虑传动系统转动的不均匀性, 它的速度—时间曲线就是一条与横坐标平行的

直线 (图 2 ( d) ) ; 它的工作能力以辊子直径表示; 大型旋转锻机工作部分线速度为 2.5m/ s～

7m/ s , 小型机为 4.5m/ s～12m/ s。

根据国家标准( ZB—J62030—90)锻压机械型号编制方法的规定, 锻压机械的型号包括锻

压机械名称、主参数、结构特征及工艺用途的代号,由汉语拼音字母和阿拉伯数字组成。这个编

制方法把锻压机械划分为八大类,其名称及代号如下:

机械压力机     P( J)

液压机 ( Y)

线材自动成形机 ( Z)

锤 ( C)

锻机 ( D)

剪切机 ( Q )

弯曲校正机 ( W )

其它 ( T )

每类锻压机械分为十组, 每组分为若干型 (系列) , 其表示方法如下:

□

类代号

 △

同一型号产品的变型顺序号

 □

组、型(系列) 代号

 △

通用特性代号

□

主参数

 △

产品重大改进顺序号
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同一型号产品的变型顺序号是指主参数之外的参数有改变的产品, 按 A、B、C、D、⋯顺

序排列。

产品重大改进顺序号是指结构有重大改进的产品, 也按 A、B、C、D、⋯顺序排列。

锻压机械通用特性字母代号见表 1。

表 1 锻压机械通用特性字母代号表

通用

特性
自动 半自动 数控 液压

缠绕

结构
高速 精密

长行程

或长杆
冷挤压

温热

挤压

字母

代号
Z B K Y R G M C L W

举例说明如下: JB36—400A 表示该产品是机械压力机大类, 参数第二次改变, 属于第三

组第六系列 (闭式双点压力机) , 公称压力为 400t ( 4000k N) , 结构第一次改进。又如 W A67Y—

63/ 2500表示该产品是弯曲校正机大类, 第一次改变参数, 第六组第七系列 (板料折弯机) , 液

压传动, 公称压力为 63t ( 630kN ) , 折弯板料的最大宽度为 2500mm, 可简称为 63t 液压板料

折弯机。再如 Z11—4是指线材成形自动机中的第一组——自动镦锻机, 第一系列——单击整

模冷镦机, 加工杆件的最大直径为 4mm。

第二节 有限元概况及其在锻压

机械设计中的应用

有限元是有限单元法的简称, 它是一种结构分析方法。弹性有限元是有限元中的主要组

成部分, 它的理论基础是弹性力学及线性代数, 运算工具是计算机, 它是应用数学的一个重

要分支。

结构分析

解析法
材料力学

弹性力学

数值法
解微分方程

有限单元法
位移法

混合法
力 法

图 3 结构分析的树枝状图

在进行任何机器设计时, 都需要进行结构

分析, 从而了解此机器各零部件能否满足强度

和刚度的要求。结构分析有解析法和数值法二

大类, 解析法是用材料力学或弹性力学的基本

方程来求解应力和变形, 一般只适合解简单的

问题, 如细长杆、梁等, 稍微复杂些的问题如

果用解析法求解时,因为要进行较大的简化, 计

算精度很低。数值法中的解微分方程法也是一种近似解法, 对于复杂的结构和复杂的边界条

件就不适用; 数值法中的另一种解法是有限单元法, 它首先是建立一个连续体的力学模型, 然

后把这个力学模型按一定规则划分为一定形状的很多小块, 称这些小块为单元, 假设它们只

在一些点上联结, 这些点就称为节点; 单元可以分得比较小, 但数量上不能无限多, 所以, 这

种数值法就叫做有限单元法, 它包括位移法、力法、混合法三种方法。结构分析的树枝状如

图 3 所示。

位移法是以节点位移为基本未知量, 它具有很强的通用性, 公式简单, 易于实现计算自

动化等优点, 应用得最为广泛, 本书中只介绍这种方法。

力法是以节点力为基本未知量。
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混合法是以部分节点位移及部分节点力为基本未知量。

应用有限单元法, 将所建立的力学模型划分为很多单元, 并确定边界条件, 然后把有关

数据送入计算机, 应用计算机内存有的、已调试好的程序进行计算, 得到节点位移及应力, 从

而可了解整个结构在外力作用下各处的应力分布及变形情况; 如果应力分布不合理或变形太

大, 则需要修改机器结构, 再次进行计算; 这样反复几次, 使得所设计的机器结构比较合理,

自重轻, 有较好的强度和刚度。在有限元应用于机械设计之前, 由于解析法对实际的、形状

复杂的机器简化得比较多, 所以计算精度较低。为了确保机器质量, 对一些重要的机器, 往

往需要先制造样机, 对样机进行实测, 根据测试结果来修改设计, 这样就使研制周期拖得很

长。如我国制造第一台万吨级自由锻造水压机时, 就是先根据设计图纸缩小比例, 设计制造

了一台一千吨的模型机, 对它进行实测, 根据测试结果修改设计图, 然后制造出万吨级水压

机来。当应用有限元来进行设计计算时, 可以使样机在设计阶段就比较合理。

锻压机械由于工作条件比较差, 以前在计算方法不准确的情况下, 为了保证机器安全, 常

采用加大安全系数的办法, 从而使得机器结构粗笨, 自重很重, 应力分布也不尽合理。为了

使锻压机械改变落后面貌, 在锻压机械设计中应用有限元是很必要的。

为了形象地了解有限元的应用, 下面举一个例子来说明: 图 4 为一块在中心位置有一个

椭圆形孔的平板, 它的两端受到均匀分布、大小相等、方向相反的力的作用, 现在要了解板

上的应力分布, 当应用材料力学方法计算时, 可分别求得 A—A 截面上应力σa 及 B—B 截面

上的应力σb , 即

σa =
P
Aa

σb =
P
Ab

式中 P —— 偑作用力;

A a——A—A 截面的截面积;

Ab——B—B 截面的截面积。

图 4 中空平板计算模型

由于 Aa 大于 Ab, 所以 σa 小于 σb (图 4 ( a) ) , 但实际上由于应力集中等因素的影响, B—

B 截面上应力不是均布, 而是如图 4 ( b) 情况, 所以用材料力学方法计算, 不能准确反映比

较复杂的形状物体的应力分布, 而如果 应用有限单元法则可求得较精确的解答。对于图 4 这

5
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种结构对称受力及支承条件也对称的物体, 在有限元计算中, 可取四分之一来进行计算。现

把它划分为 33个三角形单元, 共 26 个节点; 把作用力按等效原则移置到节点上, 在中间垂

直截面上, 23、24、25 及 26四个节点处于平板的垂直对称面上, 受拉力作用时, 只产生 y 向

变形, 不可能有 x 向变形, 所以可用水平支杆来表示左半部结构对它的约束; 同样在中间的

水平截面上, 1、2、3、4四个节点也是处于对称面上, 受力变形时只产生 x 向变形, 而不可

能有 y 向变形, 所以加垂直支杆作为下半部结构对它的约束。值得注意的是在这个例子中, 孔

的位置正好在板的正中, 长轴和 y 轴重合, 所以可取四分之一来计算。划分完单元、处理好

边界条件后, 把有关数据输入计算机, 经过运算, 就可求得各单元应力及节点位移; 单元分

得越多, 计算结果越精确, 但计算工作量加大。

有限单元法有下列特点:

( 1) 直接从力学模型上划分单元, 概念很清楚、直观, 易于为工程技术人员所接受;

( 2) 有限元对于简单问题和复杂问题基本上同样对待, 对各种复杂因素如复杂的几何形

状、任意的边界条件等, 都能灵活的加以考虑;

( 3) 有限元运算的各个环节容易标准化, 所以便于掌握, 设计程序比较容易, 适合应用

计算机来进行计算。

有限元这个概念早在 1934 年就已提出, 由于它要解很多联立方程组, 而当时缺乏合适的

计算工具, 所以未为人们所重视。到了 50 年代, 由于航空和空间技术发展的需要, 加上电子

计算机已进入实用阶段, 所以首先为航空工程师们所应用。1956 年, 美国波音公司的 M·J·

T U RN ER 和华盛顿大学的 H·C·MA RTIN 等人发表题目为“复杂结构的刚性和挠度分析”

的论文, 介绍有限元在后掠机翼结构分析上的应用。有了电子计算机这一得力工具, 有限元

的应用迅速发展, 在飞机、船舶、机械制造、土木建筑等部门得到广泛的应用, 并从固体力

学发展到流体力学、热力学、电磁场等领域, 有无限广阔的发展前景。

我国在 60年代初, 由大连理工大学的冯康教授等, 开始了对有限元的研究; 在 70年代,

包括北京工业大学在内的许多 高校, 开始研究将有限元应用于锻压机械设计, 并取得了很大

成绩; 机械部济南铸造锻压机械研究所总工程师闵学熊高工, 在“我国锻压机械的现状与展

望”一文中, 对有限元在我国锻压机械设计中的应用作了如下介绍:“许多高等院校如清华大

学、上海交大、西安交大、华中工学院、北京工业大学、重庆大学、天津天学等等, 广泛应

用优化设计理论、有限单元法对锻压机械主要零件, 如开式压力机床身、闭式压力机床身、钢

丝缠绕机架、摩擦压力机床身、法兰支承油缸、压力机主传动的偏心轴等进行强度、刚度的

现代化设计计算。”(见《锻压机械》1988年第一期)

北京工业大学锻压教研室在黄乃强教授领导下, 于 70年代中期开始, 研究将有限元应用

于塑性成形及锻压机械设计中, 先后对开式压力机机身、闭式压力机机身、剪板机机身、框

式整体机身、闭式双点压力机滑块、板料折弯机主要零部件 (机身、工作台、滑块、前后面

板等)、液压机油缸以及机械压力机的保险块等进行过有限元计算, 取得了一些成果, 在全国

性和地区性学术会议上宣读过多篇学术论文, 其中有的获优秀论文奖; 在全国性刊物如《锻

压机械》、《计算机世界》以及《北京工业大学学报》上发表过多篇论文, 其中有的被国外杂

志《MET A LS ABST RA CTS》( V OL 26 DEC.1993) 摘登。
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第一章 有限元计算步骤

从绪论中所举平板拉伸的例子中可以看到, 进行有限元计算时, 首先划分单元, 并将作

用力按等效原则移置到节点上去, 这样一个过程称为离散化; 接着进行单元分析, 了解一个

单元里节点力和节点位移的关系; 最后是单元综合, 即利用节点平衡方程式, 在已知节点力

的情况下, 联系边界条件, 求出节点位移, 然后求得各单元应力或节点应力。在平面问题中,

每个节点有两个位移分量 u、v, 每个节点上的力亦可分解为 x 向和 y 向的两个节点力分量 U、

V; 如果所计算的力学模型总共有 n 个节点时, 节点力 {F } 为 2n× 1矩阵, 节点位移 {δ} 也

是 2n× 1矩阵, 且两者有如下关系:

{F } = [ K ] {δ}

式中 [ K ] ——转换矩阵, 是 2n× 2n 矩阵。

因为节点数可以从几个到几百个、上千个, 所以从这里也可以看到, 有限元计算中必需

应用计算机。

第一节 离 散 化

离散化是指将连续的弹性体划分成有限个单元组成的离散体, 并把作用力按等效原则移

置到各节点上, 所以首先要了解单元都有些什么样的类型。

一、单元类型

1. 一维单元

杆单元, 如图 1-1 ( a)。

图 1-1 单元类型

2. 二维单元

二维单元是平面单元, 如图 1-1 ( b)。在平面问题中, 最常用的是三角形三节点单元、矩

7



形四节点单元及任意四边形四节点单元, 还有一些多节点单元, 如在上述单元中, 在每边中

点增加一个节点的三角形六节点单元、矩形或任意四边形八节点单元等。一般来说, 一个单

元的节点数越多, 计算精度就越高, 但是位移函数的次数也高, 计算也复杂。对于一般平面

问题, 当单元划分得较细时, 三角形三节点单元能满足计算精度要求。

图 1-2 截面积相同形状不同的简支梁

3. 三维单元

三维单元是立体单元, 见图 1-1 ( c)。在空间问题中,

有四面体、棱柱体、长方体、任意六面体等单元, 每类

单元节点数不同, 同一类单元也可有不同节点数, 如长

方体和任意六面体单元中, 最少为 8 个节点, 最多可达

21个节点——角上 8 个节点, 12条边的中点 12个节点,

单元中心 1 个节点。同平面问题一样, 单元节点数多时

计算精度也高, 但计算时间会大大增加。

对于图 1-2的几种不同截面形状的简支梁, 由于截

面积相等, 当作为平面问题来看待时, 它们的有限元计

算结果是完全一样的, 但采用立体单元计算时, 计算结果有较大差别。

此外还有梁单元、板单元、壳单元等。在本书中重点介绍三角形三节点单元及三角形六

节点单元。

二、单元划分注意事项

1. 单元边界线

在所研究的力学模型中, 各处厚度不相等是经常遇到的, 有时还会遇到不同材料的问题,

所以划分单元时, 每个单元的材料必须相同, 厚度也应相等, 也就是说, 力学模型上的厚度

及材料变化线必须是所划分单元的边界线。

2. 划分单元的多少

单元的多少取决于结构特点、受力状况, 也与所用计算机容量有关。结构复杂时单元必

然划分得多, 单元分得多计算精度就高, 但要求计算机容量大, 计算的时间也增多。为了兼

顾各方, 在预计应力比较高的区域, 或结构复杂的部位, 单元划分得细些, 其余地区可划分

得粗些。

3. 边界条件的处理

边界是曲线时, 用直线近似代替曲线作为单元的一边。图 4中的圆弧部分有六个节点, 所

以是用五条直线组成的折线来代替圆弧。如果这部分只有三个节点, 就变成用二条直线来代

替曲线, 从直观感觉上就可发现有较大的误差, 当然计算结果有较大误差。

4. 节点位置

任意一个单元, 角上的节点必须是相邻单元的角点, 而不允许是边上的点, 图 1-3 的三角

形单元划分中, ( a)、( b)、( c) 均是允许的, 而 ( d) 则是不允许的, 因为单元②、③是三节

点单元, 单元①成了四节点单元。

5. 单元边长与夹角的关系

同一个单元里, 各边长度不要相差太大, 对于三角形单元, 最长边与最短边之比不要大

于 3∶ 1; 夹角以在 30°～90°之间为好, 不要出现大的钝角, 如图 1-3 ( e) 的物体, 同样分成
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两个单元, 右边划分方式的计算精度就比较高。

图 1-3 划分单元注意事项

6. 利用对称性

对于结构、受力及支承条件都是对称的结构, 可以只计算一部分, 其余部分对它的影响

可以用增加约束条件来处理, 以减少计算工作量。图 4 的椭圆孔平板就因为结构、受力及支

承完全对称, 所以可取四分之一来计算; 闭式压力机机身作为平面问题时取二分之一计算, 当

按空间问题处理时, 可取四分之一来进行计算。

单元划分是有限元计算中十分重要的一个步骤, 要予以充分重视。

三、外载荷向节点移置

在力学模型的边界上, 有可能作用着各种力, 如集中力、均布力、呈三角形或梯形分布

的力。对于作用着的集中力, 可以直接取力的作用点为节点, 或者把集中力按静力等效的原

则移置到附近的节点上去。图 1-4 ( a) 的单元中, ij 边上作用着集中力 P , 移到节点 i的力为

P i, 移到节点 j 的力为 P j , 当 P 力作用点距 i节点为 a、距 j 节点为 b时, 则

P i ¡¤a = P j ¡¤b

P = P i + P j

图 1-4 外载荷向节点移置

当一个单元里, 边长为 L 的边上作用均布力 q时 (见图 1-4 ( b) ) , 则这边上两个节点上

的节点力相等, 即

P i = P j =
qL
2

当边长为 L 的 ij 边上作用着呈三角形分布的力时 (见图 1-4 ( c) ) , 边上全部的作用力为

qL/ 2, 则
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P i =
qL
6

P j =
qL
3

原载荷与移置载荷之间应满足如下的关系: 原载荷在虚位移上所作虚功, 等于移置载荷

在虚位移上所作的虚功之和。

对于如图 1-4 ( d) 这样的复杂受力情况, 可以按力的独立作用原理, 将其分解为均布力

及三角形分布的力, 分别移置后叠加。

对于分属两个单元的节点, 如图 1-5 ( e) 中的 j 节点, 该节点的节点力是两个单元各自

对该节点的移置载荷的叠加, 即 j 节点的节点力包括从单元①移置来的 P j 力与从单元②移置

来的 Q j ( = qL/ 2) 力之和。

单元体的自重按三分之一均布到各节点上去, 方向垂直向下。由于锻压机械的受力远远

大于自重, 所以实际计算中忽略自重作用。

第二节 单 元 分 析

单元分析的任务是通过节点位移来表示单元内部任一点的位移, 从而建立起节点力和节

点位移之间的转换关系。

在平面问题的三角形三节点单元中, 每个节点都有一个编号, 叫做节点码。一个单元里

三个节点的节点码组成单元节点码, 要注意, 单元节点码必须逆时针编写, 如图 1-5 所示单元

的三个节点编号为 i、j、m, 单元节点码编号可以是 i、j、m, j、m、i或 m、i、j , 但不允

许顺时针取 i、m、j。

图 1-5 节点位移分量及节点力分量

每个节点都有两个位移分量, 称水平分量为 u, 垂直分量为 v, 所以三角形三节点单元位

移 {δ}
e 有六个位移分量, 也叫做六个自由度, 其位移可表示为

{δ}e =

ui

vi

u j

vj

um

vm

= [ ui vi u j  v j um vm ] T
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和位移分量对应的是节点力向量, 每个节点上都有力, 都可分解为水平方向的力 U 及垂

直方向的力 V, 所以也是六个分量, 可表示为

{F } e =

Ui

Vi

U j

V j

Um

Vm

= [ Ui Vi U j  V j Um Vm ] T

在单元分析中, 求得节点力与节点位移的转换关系:

{F }
e

= [ K ]
e
{δ}

e

式中 [ K ] e——单元刚度矩阵, 在三角形三节点单元中是 6× 6矩阵。

单元分析的核心就是求出单元刚度矩阵。

假设已知节点位移 {δ}
e
, 就可以求得单元内任一点的位移 {δ}, 应用几何方程可以求出

单元应变 {ε}, 进而应用弹性方程求解单元应力 {σ}, 然后用虚功方程求得节点力 {F }
e
, 即

有如下转换关系:

{ε} = [ B] [δ] e

{σ} = [ D ] [ε]

{F }
e

= [ B]
T
{σ}tA

{F }e = [ K ] e{δ}e

[ K ] e = [ B] T [ D ] [ B] tA

式中 [ B] —— 儉几何矩阵;

[ D ] ——弹性矩阵;

t——单元厚度;

A——单元面积。

第三节 单 元 综 合

离散化是拆整为零, 单元综合是集零为整, 是利用节点平衡方程, 求得各节点位移。在

单元分析中, 已求出单个单元的方程, 但是孤立的一个个单元是没有办法求解的, 如图 1-6 中

的 i节点, 它是①、③、④三个单元的公有点, 在三个单元的单元分析中, 该节点都各自存在

U i、Vi 两个作用力, 而且该节点上还作用着外力 P x i及 P y i, 所以 i节点上总的节点力为

ΣUe
i = U①i + U③i + U④i

ΣV
e
i = V

①
i + V

③
i + V

④
i

建立这个节点的平衡方程式

ΣU
e
i = P xi

ΣV
e
i = P y i

对于 j 节点, 因为没有外力作用, 则

ΣU
e
j = U

①
j + U

②
j + U

③
j = 0
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