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第 14章 傅里叶变换和拉普拉斯变换

14.1 傅里叶级数的指数形式

  在 13章里讨论了周期性时间函数的傅里叶级数的三角函数

形式, 它将周期为 T 的信号展开表示为直流分量和一系列谐波分

量之和,即

f ( t) = a0 + ∑
∞

k = 1

( ak coskω0 t + bk sinkω0 t) ( 14-1-1)

式中

ω0 =
2π
T
  k = 1, 2, 3, ⋯

本节将导出此级数的指数形式,它在应用中有许多方便之处。

根据欧拉公式

e
jθ

= cosθ+ j s inθ

e
- jθ

= cosθ- j sinθ

可得

cosθ=
1
2

e jθ+ e- jθ

sinθ=
1
2j

e jθ- e - jθ

按照上面的关系式, 将式( 14-1-1)中的各三角函数项以相应的指

数函数代换,则有

f ( t) = a0 + ∑
∞

k= 1

1
2

a k e j kω
0

t + e- j kω
0

t -
1
2

jbk e j kω
0

t - e - j kω
0

t

= a0 + ∑
∞

k= 1

1
2

( a k - jbk ) e
j kω

0
t
+

1
2

( a k + jbk ) e
- j kω

0
t
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         k = 1, 2, 3,⋯ ( 14-1-2)

令复常数

c
¡¤

k =
1
2

( a k - jbk)

c
¡¤

- k =
1
2

( ak + jbk )   k = 1, 2, 3,⋯ ( 14-1-3)

将式( 14-1-2)记为

f ( t) = a 0 + ∑
∞

k= 1

c
¡¤

k e
j kω

0
t
+ c

¡¤

- k e
- j kω

0
t

= ∑
∞

k= - ∞

c
¡¤

ke j kω
0

t ( 14-1-4)

上式中对于 k= 0, c
·

0 = a 0。注意上式后一等式右端是对从 - ∞到

+ ∞的整数求和。式( 14-1-4)就是傅里叶级数的指数形式。

下面导出由给定的 f ( t)求 c
·

k 的公式。将求 ak 和 bk 的公式

( 13-2-3)和( 13-2-4)代入式( 14-1-3) ,得

c
¡¤

k =
1
2

( ak - jbk )

=
1
2

2
T∫

T

0
f ( t) coskω0 tdt - j

2
T∫

T

0
f ( t) s inkω0 tdt

=
1
T∫

T

0
f ( t) ( coskω0 t - jsinkω0t) dt

=
1
T∫

T

0
f ( t) e - j kω

0
tdt ( 14-1-5)

上式对于所有的整数的 k 值, 包括正整数、负整数和零都是适用

的。将式( 14-1-5)中的 k换成- k,便可得出式( 14-1-3)中求 c
·

- k的

公式。如果 k= 0, 则有

c
¡¤

0 =
1
T∫

T

0
f ( t) dt = a 0

  由上面分析可以看出,傅里叶级数的三角函数形式和指数函

数形式虽有不同,但实质上是属于同一级数的两种表示。它的三角
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函数形式将周期信号表示为直流分量和一系列谐波分量之和;指

数形式是将周期信号表示为直流分量和一系列角频率为±ω0 ,

±2ω0 ,⋯的指数函数之和。在指数形式的傅里叶级数中出现有负

频率的项,可以这样来理解它的含义。对应于式( 14-1-1)中一个 k

值, 在式 ( 14-1-4 ) 中总存在有 c
·

k e
j kω

0
t
和 c
·

- k e
- j kω

0
t
两项, 由式

( 14-1-3)可见 c
·

k 和 c
·

- k是一对共轭复数。设 c
·

k = ©¦ck©¦e
jψ

k ,则

c
·

- k = ©¦c- k ©¦e
jψ

- k= ©¦ck©¦e
- jψ

k

将这两项相加得

c
¡¤

ke j kω
0

t + c
¡¤

- k e - j kω
0

t

= ©¦c
¡¤

k ©¦ e jψ
ke j kω

0
t + e - jψ

k e - j kω
0

t

= 2©¦c
¡¤

k ©¦cos( kω0 t + ψk )

由此可见, 式 ( 14-1-4) 中复指数项 c
·

ke
j kω

0
t和 c
·

- k e
- j kω

0
t组成了式

( 14-1-1)三角形式傅里叶级数中第 k 次谐波。负频率的出现仅是

数学表示的结果,并非存在有频率为负的谐波。

当 k≠0时, c
·

k =
1
2

( a k - jbk ) , c
·

- k =
1
2

( ak + jbk )

©¦c
¡¤

k ©¦= ©¦c
¡¤

- k ©¦=
1
2

a
2
k + b

2
k

可见, c
·

k 和 c
·

- k的模等于 f ( t)的三角形式傅里叶级数中第 k次谐

波幅值的二分之一。

将 c
·

k 写成指数形式, c
·

k = ©¦c
·

k ©¦e
jψ

k, ©¦c
·

k ©¦是指数形式傅里叶级

数中角频率为 kω0 的谐波的振幅, ψk 是它的初相角。表示各次谐波

的振幅与频率的关系用幅频特性;表示各次谐波的初相角与频率

的关系用相频特性。因 c
·

k 和 c
·

- k是一对共轭复数,有

©¦c
¡¤

k ©¦= ©¦c
¡¤

- k ©¦

ψk = - ψ- k

这表明:幅频特性是 kω0 的偶函数;相频特性是 kω0 的奇函数。
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例 14-1 求图 14-1-1 所示周期矩形脉冲的指数形式傅里叶

级数。图中 T 为周期, ω0 = 2π/ T。

图 14-1-1 周期矩形脉冲

解 根据求 c
·

k 的公式( 14-1-5) ,得

c
¡¤

k =
1
T∫

T
2

-
T
2

f ( t) e - j kω
0

t dt

=
1
T∫
τ
2

-
τ
2

U e
- j kω

0
t
dt

=
- U

T
e

- j kω
0

t

jkω0

τ
2

-
τ
2

=
U

jkω0 T
e0. 5j kω

0
τ- e- 0. 5j kω

0
τ

=
Uτ
T

sin
kω0τ

2
kω0τ

2

=
Uτ
T

sin
kπτ
T

kπτ
T

由此得出周期矩形脉冲的傅里叶级数展开式
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f ( t) =
Uτ
T ∑
∞

k= - ∞

s in
kπτ
T

kπτ
T

e
j kω

0
t

=
Uτ
T ∑
∞

k= - ∞

Sa
kπτ
T

e
j kω

0
t

( 14-1-6)

式中

Sa( x ) =
sinx

x

称为采样函数。

由上面的例子可见,周期性时间信号(函数)的频谱是离散的,

相邻谱线的间隔为ω0 = 2π/ T , 脉冲的周期愈大,则谱线愈靠近。还

可以看出各次谐波分量的大小与信号的周期 T 成反比, 与脉冲的

宽度 τ成正比。而各分量的幅值按采样函数 Sa( kπτ/ T )规律变化,

当 kπτ/ T 等于 kω0τ/ 2 为±nπ时,即 ω= kω0 = 2nπ/τ时, 各分量的

幅值为零。

下面分别讨论不同脉宽 τ和不同周期 T 两种情况下周期矩

形脉冲信号频谱的变化规律。

( 1) 设脉冲宽度 τ不变, 而 T 1 = 2τ和 T 2 = 4τ

当 T 1 = 2τ时周期矩形脉冲的谐波的复振幅为

c
¡¤

k =
U
2

sin( kπ/ 2)
kπ
2

取 k= 0,±1,±2,⋯, 可得 c0 = 0. 5U, c±1 = 0. 318U⋯。其复频谱如

图 14-1-2( a )所示。由于这里的复振幅均为正、负实数, 各次谐波的

幅值和初相角由复频谱很容易得到。

当 T 2 = 4τ时,复振幅为

c
¡¤

k =
U
4

sin
kπ
4

kπ
4

·5·
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图 14-1-2 不同周期、不同脉冲宽度下周期性矩形脉冲的频谱

( a) T 1 = 2τ;  ( b) T 2= 4τ;  ( c) τ=
T 1

4

·6·



取 k= 0, ±1, ±2, ⋯, 得 c0 = 0. 25U, c
·

±1 = 0. 225U, c
·

±2 = 0. 159U

⋯,其复频谱如图 14-1-2( b)所示。

由图 14-1-2( a)和图 14-1-2( b )看出, 当脉冲宽度 τ不变, 而周

期 T 增大时, 频谱包络线零值的位置不变(ω= 2nπ/τ) , 但相邻谱

线的间隔变密,幅度频谱的谱线长度减小。

( 2) 设周期矩形脉冲的周期 T 1 不变, 而脉冲宽度由 τ= T 1 / 2

变为τ= T 1 / 4。显然由于周期 T 1 不变,基波频率也不变, 即频谱谱

线间隔也不改变,仅是频谱幅度相应减小, 频谱包络线过零点的频

率ω= 2nπ/τ增高。τ= T 1 / 4时的复频谱如图 14-1-2( c)所示。

14.2 非周期性时间函数的谐波分析

——傅里叶积分变换

  本节要研究非周期性时间函数的谐波分析。

前一节里得到了周期性时间函数的傅里叶级数和它的离散频

谱。与此类似,还可以对非周期性时间函数作谐波分析, 并得出它

们的频谱。这样的分析在概念上和应用上都与傅里叶级数的分析

非常相似。下面从上一节所得的傅里叶级数导出非周期性时间函

数的谐波分析公式,即傅里叶积分。

设周期性时间函数 f ( t) , 它的周期为 T。它的傅里叶级数的

指数形式为

f ( t) = ∑
∞

k= - ∞

c
¡¤

ke
j kω

0
t

( 14-2-1)

式中

ω0 =
2π
T

c
¡¤

k =
1
T∫

T
2

-
T
2

f ( t) e
- j kω

0
t
dt
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将上式等号两边分别乘以周期 T , 得

c
¡¤

kT =∫
T
2

-
T
2

f ( t) e - j kω
0

tdt ( 14-2-2)

令上式等号左边项

c
¡¤

k T = c
¡¤

k
2π
ω0

=
de f

F ( jkω0 ) ( 14-2-3)

则式( 14-2-2)可改写为

F ( jkω0 ) =∫
T
2

-
T
2

f ( t) e - j kω
0

tdt ( 14-2-4)

现在令 T→∞, 则基波的角频率 ω0 趋于无穷小, 可用微分来表示

ω0 , 即有 ω0→dω。而谐波的角频率 kω0 ,当 k 取遍由- ∞至∞间整

数值时, kω0 便取遍由- ∞至∞间的任何角频率值,就成为连续变

量ω, 即 kω0→ω。

将上面极限情况应用于式( 14-2-4) , 可得

F ( jω) =∫
∞

- ∞
f ( t) e - jωtdt ( 14-2-5)

将式( 14-2-3)代入式( 14-2-1)中,可得

f ( t) = ∑
∞

k= - ∞

ω0F ( jkω0 )
2π

e
j kω

0
t

=
1

2π∑
∞

k= - ∞

F ( j kω0 ) e jkω
0

tω0

当ω0→dω,上面求和式的极限便成为下面的对 ω的积分

f ( t) =
1

2π∫
∞

- ∞
F ( jω) e jωtdω ( 14-2-6)

式( 14-2-5)称为 f ( t) 的傅里叶正变换, 常用符号 F [ f ( t) ]来表

示,即

F [ f ( t) ] = F ( jω)

式( 14-2-6)称为 F ( jω)的傅里叶反变换, 常用符号 F - 1
[ F ( jω) ]表

示,即
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F - 1
[ F ( jω) ] = f ( t)

式( 14-2-5)和式( 14-2-6)称为傅里叶变换对。

式( 14-2-6)是将非周期信号 f ( t)表示成频率从- ∞到∞各指

数函数分量(谐波)的和。式中
1

2π
F ( jω) dω是角频率为ω的谐波的

幅值。而 F ( jω)则是单位频带宽度内谐波的复振幅, 或者说是谐波

的(复)振幅在 ω轴上的分布密度。它随 ω的改变而改变, 表明不

同频率谐波振幅密度的分布, 因此, 称 F ( jω)为非周期信号的频谱

密度。频谱密度是连续变量ω的函数。

频谱密度函数 F ( jω)可写为

F ( jω) = ©¦F ( jω) ©¦  θ(ω)

其中©¦F ( jω) ©¦是 F ( jω)的模, 代表信号谐波振幅密度的分布; 而

θ(ω)是 F ( jω)的辐角,代表信号 f ( t)中各频率分量的相位。习惯上

把©¦F ( jω) ©¦和 θ(ω)分别称为非周期信号的幅度频谱函数和相位频

谱函数。式( 14-2-5)可写成

F ( jω) =∫
∞

- ∞
f ( t) e

- jωt
dt

=∫
∞

- ∞
f ( t) cosωt dt - j∫

∞

- ∞
f ( t) sinωt dt

= a (ω) - jb(ω)

= F ( jω)  θ(ω)

则有

©¦F ( jω) ©¦= a2 (ω) + b2 (ω)

θ(ω) = arctg
- b(ω)

a (ω)

显而易见,幅度频谱是 ω的偶函数, 而相位频谱是 ω的奇函数。

例 14-2 求 f ( t)的频谱密度函数。

f ( t) =
Ae

- αt
   t > 0, α> 0

0    t < 0
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  解 由傅里叶正变换式( 14-2-5) , 得

F ( jω) =∫
∞

- ∞
f ( t) e

- jωt
dt

=∫
∞

0
Ae

- αt
e

- jωt
dt

=∫
∞

0
Ae - (α+ jω) tdt

=
- A
α+ jω

e - (α+ jω) t
∞

0

=
A
α+ jω

由此可得幅频函数

F ( jω) =
A
α+ jω

=
A

α2 + ω2

图 14-2-1 Ae- αt函数的幅度频谱和相位频谱

( a ) 幅度频谱 ;  ( b) 相位频谱

相频函数

θ(ω) = - arct g
ω
α

以上的幅度频谱和相位频谱分别如图 14-2-1( a)和( b)所示。

例 14-3 求图 14-2-2 所示单个矩形脉冲函数的频谱函数。

解 由傅里叶正变换式( 14-2-5) , 得

·01·



图 14-2-2 单个矩形脉冲函数

F ( jω) =∫
∞

- ∞
f ( t) e

- jωt
dt

= U∫
τ
2

-
τ
2

e- jωtdt

= -
U
jω

e
- jωt

τ
2

-
τ
2

= Uτ
s in
ωτ
2
ωτ
2

图 14-2-3 单个矩形脉冲的频谱

( a ) 幅度频谱 ;  ( b) 相位频谱

其频谱如图 14-2-3 所示。它的形状与例 14-1 周期矩形脉冲信号

的频谱的包络线相同,只不过在非周期信号情形下, 其频谱是连续
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