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  本书是高等教育出版社出版的《工程数学—积分变换》( 第四

版, 东南大学数学系 张元林编 ) 教材的配套参考书。为了方便

读者使用, 对教材中所有习题作了详尽的解答。

本书也具有相对的独立性, 每章开始列出“内容要点”, 简述

本章的基本概念、主要定理、性质及计算公式, 使读者能尽快地掌

握其主要内容, 也可起到复习、小结的效果;在习题解答前,选出一

些有代表性的题目给出“例题分析”, 不仅给出其详细的解答过

程, 更着重于解题思路的分析, 并尽可能地提供解题的多种方法,

从而提高读者的分析问题和解决问题的能力;最后,对该教材的所

有习题作出“习题全解”, 这里,将按习题所在的章节, 提供与教材

内容的次序相适应的一种解题方法, 并给出解答的全过程,对于有

些习题可能遇到的难点或一题多解的情形, 尽可能地加以注明,以

期读者达到解题方法的多样性与灵活性。另外, 教材中带有星号

* 内容的习题也同样作出了解答, 以供需要此内容的读者及学有

余力的学生参考。书中各章节习题的题号均与教材相一致。书后

附有与教材相同的 Fourier 变换简表与 Laplace 变换简表, 以方便

查用。  

必须指出, 学好数学离不开自己做习题。如果用“阅读题解”

代替“自己做题”, 必将会影响自己解题能力的提高。但若是自己

做了, 再参考本书并作一些分析和比较, 那将会收到触类旁通、举

一反三的效果。这也是编者所期望的。

本书的编写力求层次分明, 步骤清楚, 书写格式规范化, 使读

者通过本书的学习, 能对《积分变换》的理论与方法有更加深入的

理解。



由于编者水平所限, 本书给出的解题方法未必都是最好的,难

免有误、不妥之处,敬请指正。

编 者

2003 年 8 月于南京
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一 内 容 要 点

本章从讨论周期函数的 Fourier 级数的展开式出发,进而讨论

非周期函数的 Fourier 积分公式及其收敛定理,并在此基础上引出

Fourier 变换的定义、性质、一些计算公式及某些应用.

本章的重点是求函数的 Fourier 变换及 Fourier 变换的某些应

用. 函数的 Fourier 变换也是本章的一个难点, 要解决好这个难点,

必须掌握好 Fourier 变换的基本性质及一些常用函数( 如单位脉冲

函数, 单位阶跃函数,正、余弦函数等 ) 的 Fourier 变换及其逆变换

的求法. 从而才能较好地运用 Fourier 变换进行频谱分析, 解某些

微分、积分方程和偏微分方程的定解问题.

1. Fourier积分

( 1 ) Fourier 级数的展开式

设 fT ( t) 以 T 为周期且在 -
T
2

,
T
2
上满足 Dirichlet条件( 即

在 -
T
2

,
T
2
上满足: 1°连续或只有有限个第一类间断点; 2°只有

有限个极值点) . 则 fT ( t) 在 -
T
2

,
T
2
上可以展成 Fourier 级数.在

fT ( t) 的连续点处, 有

fT ( t) =
a0

2
+ ∑
∞

n = 1

( an cos nωt + bn sin nωt)  ( 三角形式)
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= ∑
+∞

n = - ∞

cn e
jωnt

,   ( 复数形式或称复指数形式)

其中

ω=
2π
T

, wn = nω, cn =
1
T∫

T
2

- T
2

fT ( t) e
- j nωt

dt  ( n = 0 , ±1, ⋯) ,

c0 =
a0

2
, cn =

an - jbn

2
, c - n =

a n + jbn

2
( n = 1, 2, ⋯) . 在 fT ( t) 的间断点

t 处,上面的展开式左边 fT ( t) 应以
1
2

[ fT ( t + 0) + fT ( t - 0) ]代替.

( 2 ) Fourier 积分定理

对于( - ∞, +∞) 上的任何一个非周期函数 f( t) 都可以看成

是由某个周期函数 fT ( t) 当 T→ +∞时转化而来的. 由此, 从fT ( t)

的 Fourier 级数的复数形式出发, 能够得到一个非周期函数f( t) 的

Fourier 积分公式,其条件为:

若 f( t) 在( - ∞, +∞) 上满足下列条件:

1°f( t) 在任一有限区间上满足 Dirichlet条件;

2°f ( t ) 在无限区间 ( - ∞ , + ∞ ) 上绝对可积 ( 即积分

∫
+∞

- ∞
| f( t) | dt收敛) ,则在 f( t) 的连续点处有如下的 Fourier 积分公

式   

f( t) =
1

2π∫
+∞

- ∞
∫

+∞

- ∞
f( τ) e

- jωτ
dτ e

jωt
dω.

在 f( t) 的间断点 t 处,上面展开式左端的 f( t) 应以
1
2

[ f( t + 0) + f

( t - 0 ) ] 代替. 这个公式也称为 Fourier 积分公式的复数形

式.    

这个定理在教材中虽然未加证明, 但应当看到它是 Fourier 变

换的理论基础, 必须深刻理解其含义, 掌握它成立的条件, 以便为

学习 Fourier 变换奠定理论基础.

( 3 ) Fourier 积分公式的其他形式

2 第一章 Fourier变换



1 ) Fourier 积分公式的三角形式

利用 Euler 公式, 由 Fourier 积分公式的复数形式可推出它的

三角形式:

f( t) =
1
π∫

+∞

0
∫

+∞

- ∞
f( τ) cos ω( t - τ) dτ dω

2 ) Fourier 正弦积分公式

当 f( t) 为奇函数时, 利用三角函数的和差公式, 由 Fourier 积

分公式的三角形式可推出其 Fourier 正弦积分公式

f( t) =
2
π∫

+∞

0
∫

+∞

0
f( τ) sin ωτdτ sin ωtdω

3 ) Fourier 余弦积分公式

当 f( t) 为偶函数时,同理可得

f( t) =
2
π∫

+∞

0
∫

+∞

0
f(τ) cos ωτdτ cos ωtdω

若 f( t)仅在( 0, +∞) 上有定义, 且满足 Fourier 积分收敛定理

的条件, 通过奇式( 偶式) 延拓, 便可得到 f( t) 的 Fourier 正弦 ( 余

弦) 积分展开式.

2. Fourier变换

( 1 ) Fourier 变换的概念

Fourier 变换对的一般形式:

F[ f( t) ] = F( ω) =∫
+∞

- ∞
f( t) e

- jωt
dt

f( t) = F - 1
[ F( ω) ] =

1
2π∫

+∞

- ∞
F(ω) e

jωt
dω;

Fourier 正弦变换对:当 f( t) 为奇函数时,有

Fs[ f( t) ] = F s( ω) =∫
+∞

0
f( t) sin ωtdt

f( t) = F - 1

s [ Fs( ω) ] =
2
π∫

+∞

0
Fs( ω) sin ωtdω;

3一 内 容 要 点



Fourier 余弦变换对:当 f( t) 为偶函数时,有

Fc[ f( t) ] = F c (ω) =∫
+∞

0
f( t) cos ωtdt

f( t) = F - 1

c [ F c ( ω) ] =
2
π∫

+∞

0

Fc ( ω) cos ωtdω,

它们可分别简记为 f( t) �F( ω) , f( t) �F s( ω) 及 f( t) �Fc ( ω) .显

然, 当 f( t) 为奇函数时, F( ω) = - 2jF s( ω) , 当 f( t) 为偶函数时, F

( ω) = 2F c ( ω) .

( 2 ) 单位脉冲函数及其 Fourier 变换

δ- 函数的重要性质—筛选性质:若 f( t) 为无穷次可微的函

数, 则有

∫
+∞

- ∞

δ( t) f( t) dt = f( 0 ) .

一般地, 有

∫
+∞

- ∞
δ( t - t 0 ) f( t) dt = f( t0 ) .

由这一性质, 可得 F[δ( t) ] = 1, F - 1
[ 1 ] =δ( t) , 表明 δ( t) 和 1 构

成一个 Fourier 变换对, 记为 δ( t) �1.同理, 有 δ( t - t0 ) �e
- jωt0 .

需要指出的是 δ( t) 是一个广义函数,它的 Fourier 变换是一种

广义 Fourier 变换. 在物理学和工程技术中有许多重要函数( 如常

数, 符号函数,单位阶跃函数及正、余弦函数等) 不满足 Fourier 积

分定理中的绝对可积条件( 即不满足∫
+∞

- ∞
| f( t) | dt <∞) , 然而其

广义 Fourier 变换是存在的. 利用单位脉冲函数及其Fourier变换就

可以求出它们的 Fourier 变换. 例如

F[ 1] = 2πδ( ω) , F[ e
jω0t

] = 2πδ( ω- ω0 ) ,

F[ u( t) ] =
1
jω

+πδ( ω) , F[ sgnt] =
2
jω

,

F[ sin ω0 t] = jπ[δ( ω+ω0 ) - δ( ω- ω0 ) ] ,

F[ cos ω0 t] =π[δ( ω+ω0 ) +δ( ω- ω0 ) ] .

4 第一章 Fourier变换



3. Fourier变换的物理意义—频谱

( 1 ) 非正弦的周期函数 fT ( t) 的频谱

在 fT ( t) 的 Fourier 级数展开式中, 称

an cos ωn t + bn sin ωn t = An sin( ωn t +φn )

为第 n 次谐波, 其中 ωn = nω=
2nπ

T
. A0 =

| a0 |

2
, An = a

2

n + b
2

n称为

频率为 ωn的第 n次谐波的振幅, 在 fT ( t) 的 Fourier 级数的复数形

式中, 第 n 次谐波为 cn e
jω

n
t

+ c - n e
- jω

n
t
, 并且 | cn | = | c - n | =

1
2

a
2

n + b
2

n ,从而 fT ( t) 的第 n 次谐波的振幅为

An = 2 | cn |   ( n = 0, 1, 2,⋯) ,

它描述了各次谐波的振幅随频率变化的分布情况. 所谓频谱图,通

常是指频率 ωn与振幅 An的关系图. An也称为 fT ( t) 的振幅频谱( 简

称为频谱) . 由于 n = 0, 1, 2, ⋯,所以频谱 An的图形是不连续的,称

之为离散频谱, 其频谱图清楚地表明了一个非正弦的周期函数

fT ( t) 包含了哪些频率分量及各分量所占的比重( 如振幅的大小) .

( 2 ) 非周期函数 f( t) 的频谱

非周期函数 f( t) 的 Fourier 变换 F( ω) = F [ f( t) ] , 在频谱分

析中又称为 f( t) 的频谱函数,它的模 | F( ω) |称为 f( t) 的振幅频谱

( 简称频谱) .由于 ω是连续变化的,这种频谱称为连续频谱, 频谱

图为连续曲线. 振幅频谱 | F ( ω) |是频率 ω的偶函数;相角频谱

φ( ω) = arctan
∫

+∞

- ∞
f( t) sin ωtdt

∫
+∞

- ∞
f( t) cos ωtdt

是频率 ω的奇函数. 对一个时

间函数作 Fourier 变换, 就是求这个时间函数的频谱函数.

频谱图能清楚地表明时间函数的各频谱分量的相对大小, 因

此, 频谱图在工程技术中有着广泛的应用. 作出一个非周期函数

f( t) 的频谱图,其步骤如下:

5一 内 容 要 点
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1 ) 先求出非周期函数 f( t) 的 Fourier 变换 F( ω) ;

2 ) 选定频率ω的一些值,算出相应的振幅频谱 | F(ω) |的值;

3 ) 将上述各组数据所对应的点填入直角坐标系中,用连续曲

线连接这些离散的点, 就得到了该函数 f( t) 的频谱图.

4. Fourier变换的基本性质

为叙述方便, 在下述性质中,凡是需要求 Fourier 变换的函数,

假定都满足 Fourier 积分定理中的条件.

( 1 ) 线性性质 设 F[ f1 ( t) ] = F1 ( ω) , F[ f2 ( t) ] = F2 ( ω) ,α,

β为常数,则

F[αf 1 ( t) +βf2 ( t) ] =αF1 ( ω) +βF2 ( ω) ;

F
- 1

[αF 1 ( ω) +βF 2 ( ω) ] =αf 1 ( t) +βf 2 ( t) .

( 2 ) 位移性质 设 F[ f( t) ] = F( ω) , 则

F[ f( t±t 0 ) ] = e
±jωt 0 F( ω) ;         

F
- 1

[ F( ωê ω0 ) ] = f( t) e
±jω

0
t
, ( 象函数的位移性质) .

( 3 ) 微分性质 设 F[ f( t) ] = F( ω) , 如果 f
( k )

( t) 在( - ∞, +

∞) 上连续或只有有限个可去间断点, 且 lim
| t | → + ∞

f
( k )

( t) = 0, k = 0 , 1,

2 ,⋯, n - 1,则有

F[ f
( n )

( t) ] = ( jω)
n
F( ω) ;          

F
( n)

( ω) = ( - j)
n
F[ t

n
f( t) ] , ( 象函数的微分性质) .

特别, 当 n = 1有

F[ f′( t) ] = jωF( ω) ;

F′(ω) = - jF[ tf( t) ] .

( 4) 积分性质 设 F[ f( t) ] = F(ω) , 如果当 t→ +∞时, g( t)

=∫
t

- ∞
f( t) dt→0, 则

F∫
t

- ∞
f( t) dt =

1
jω

F(ω) ;

当 lim
t→ + ∞

g( t) ≠0 时,有

6 第一章 Fourier变换



F∫
t

- ∞
f( t) dt =

1
jω

F( ω) +πF( 0) δ( ω) .

( 5
*

) 乘积定理 设 F[ f1 ( t) ] = F1 (ω) , F[ f2 ( t) ] = F2 ( ω) ,则

∫
+∞

- ∞

f1 ( t) f 2 ( t) dt =
1

2π∫
+∞

- ∞

F1 ( ω) F2 ( ω) dω

∫
+∞

- ∞
f 1 ( t) f2 ( t) dt =

1
2π∫

+∞

- ∞
F 1 ( ω) F 2 ( ω) dω,

其中 f1 ( t) , f2 ( t) , F 1 ( ω) 及 F2 ( ω) 分 别 为 f1 ( t ) , f2 ( t ) ,

F 1 ( ω) 及 F2 ( ω) 的共轭函数.特别,当 f1 ( t) , f2 ( t) 为实函数时, 有

∫
+∞

- ∞
f1 ( t) f 2 ( t) dt =

1
2π∫

+∞

- ∞
F1 ( ω) F2 ( ω) dω

=
1

2π∫
+∞

- ∞
F1 ( ω) F2 ( ω) dω.

( 6
*

) 能量积分 设 F[ f( t) ] = F( ω) , 则

∫
+∞

- ∞
[ f( t) ]

2
dt =

1
2π∫

+∞

- ∞
| F( ω) |

2
dω

这一等式又称为 Parseval等式.函数 S( ω) = | F( ω) |
2
称为能量密

度函数( 或称能量谱密度 ) . 它可以决定函数 f ( t) 的能量分布规

律. 将它对所有频率积分就得到 f( t) 的总能量,因此, Parseval等式

又称为能量积分. 它表明非周期函数 f( t) 在时间域内的能量与在

频率域内的能量不因 f( t) 取 Fourier 变换后而改变. 由于能量密度

函数 S( ω)是 ω的偶函数,则能量积分可进一步写为

∫
+∞

- ∞
[ f( t) ]

2
dt =

1
π∫

+∞

0
S( ω) dω.

5. 卷积与相关函数

( 1 ) 卷积的概念

f 1 ( t) * f2 ( t) =∫
+∞

- ∞
f1 ( τ) f2 ( t - τ) dτ,且其运算满足   

f 1 ( t) * f2 ( t) = f2 ( t) * f 1 ( t)   ( 交换律) ;

7一 内 容 要 点



f 1 ( t) * [ f2 ( t) * f3 ( t) ] = [ f1 ( t) * f 2 ( t) ] * f3 ( t) ( 结合律) ;

f 1 ( t) * [ f2 ( t) + f3 ( t) ] = f1 ( t) * f2 ( t) + f1 ( t) * f 3 ( t) ( 分配律) ;

| f1 ( t) * f 2 ( t) |≤ | f1 ( t) | * | f2 ( t) |   ( 卷积不等式) .

( 2 ) 卷积定理 设 f k ( t) ( k = 1, 2, ⋯, n ) 满足 Fourier 积分定

理中的条件, 且 F[ f k ( t) ] = F k ( ω) ( k = 1, 2 ,⋯, n) , 则

F[ f1 ( t) * f 2 ( t) * ⋯* fn ( t) ] = F1 ( ω) ·F2 ( ω) ·⋯·Fn ( ω) ;

F[ f1 ( t) ·f 2 ( t) ·⋯·fn ( t) ] =
1

( 2π)
n - 1 F 1 ( ω) * F 2 ( ω) * ⋯*

F n (ω) ( 象函数卷积定理) .

特别,

F[ f1 ( t) * f2 ( t) ] = F 1 ( ω) ·F2 ( ω) ;

F[ f1 ( t) ·f2 ( t) ] =
1

2π
F1 ( ω) * F2 ( ω) .

( 3
*

) 相关函数的概念

相关函数的概念和卷积的概念一样, 也是频谱分析中的一个

重要概念. 记函数 f1 ( t) 和 f2 ( t) 的互相关函数为

R 12 ( τ) =∫
+∞

- ∞
f 1 ( t) f2 ( t +τ) dt.

记函数 f( t) 的自相关函数( 简称为相关函数) 为

R( τ) =∫
+∞

- ∞
f( t) f( t +τ) dt.

显然, R( τ) = R( - τ) ; R 21 ( τ) = R12 ( - τ) .

( 4
*

) 相关函数和能量谱密度的关系

1 ) 自相关函数和能量谱密度构成一个 Fourier 变换对: R( τ)

�S( ω) ,即

R( τ) =
1

2π∫
+∞

- ∞

S( ω) e
jωτ

dω;

S(ω) =∫
+∞

- ∞
R( τ) e

- jωτ
dτ.

利用 R(τ) 和 S( ω) 的偶函数性质,可进一步写为
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R( τ) =
1

2π∫
+∞

- ∞

S( ω) cos ωτdω;

S( ω) =∫
+∞

- ∞
R(τ) cos ωτdτ

R( τ) 在 τ= 0 时, 可得 Parseval等式, 即

R( 0) =
1

2π∫
+∞

- ∞

S( ω) dω=∫
+∞

- ∞

[ f( t) ]
2
dt.

2 ) 互相关函数和互能量谱密度构成一个 Fourier 变换对. 由

乘积定理( 当 f1 ( t) 和 f2 ( t)为实函数时) 知

R1 2 ( τ) =∫
+∞

- ∞
f1 ( t) f2 ( t +τ) dt

=
1

2π∫
+∞

- ∞
F1 ( ω) F2 ( ω) e

jωτ
dω.

记互能量谱密度为 S12 ( ω) = F1 ( ω) F2 ( ω) ( 而 S21 ( ω) =

F 1 ( ω) F2 ( ω) ) ,则

R12 ( τ) =
1

2π∫
+∞

- ∞
S1 2 ( ω) e

jωτ
dω;

S12 (ω) =∫
+∞

- ∞
R12 ( τ) e

- jωτ
dτ.

显然, 互能量谱密度有 S21 ( ω) = S1 2 ( ω) .

6. Fourier变换的应用

Fourier 变换是分析非周期函数频谱的理论基础. 它在频谱分

析中有着重要的应用, 前面已列出其内容要点.这里的应用主要是

用来求解某些微分、积分方程和偏微分方程 ( 其未知函数为二元

函数的情形) 的定解问题.

( 1 ) 微分、积分方程的 Fourier 变换解法

运用 Fourier 变换的线性性质、微分性质和积分性质, 对欲求

解的方程两端取 Fourier 变换, 将其转化为象函数的代数方程, 通

过解代数方程与求 Fourier 逆变换就可得到原方程的解.这种解法
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如下图所示意:

( 2
*

) 偏微分方程的 Fourier 变换解法

运用 Fourier 变换求解偏微分方程的定解问题类似于上述示

意图中的三个步骤, 即先将定解问题中的未知函数看作某一自变

量的函数, 对方程及定解条件关于该自变量取 Fourier 变换, 把偏

微分方程和定解条件化为象函数的常微分方程的定解问题;再根

据这个常微分方程和相应的定解条件, 求出象函数; 然后再取

Fourier 逆变换,得到原定解问题的解. 这里, 要求变换的自变量在

( - ∞, +∞)内变化;如要求变换的自变量在( 0, +∞) 内变化,则

根据定解条件的情形可运用 Fourier 正弦变换或 Fourier 余弦变换

来求解该偏微分方程的定解问题.

二 例 题 分 析

例 1 - 1 试求函数 f( t) =
t,  | t |≤1

0,  其他
的 Fourier 积分表达式.

解 在 Fourier 积分定理的条件下, 函数 f( t) 的 Fourier 积分

表达式, 可以用复数形式, 也可以用三角形式来表达; 由于函数

f( t) 是( - ∞, +∞) 上的奇函数, 还可以用 Fourier 正弦积分公式

来表达;如果读者已经掌握 Fourier 变换的性质, 则可根据教材第

一章§ 1.1 中的例 1, 利用象函数的微分性质求得结果.

方法 1 利用 Fourier 积分公式的复数形式, 在 f( t) 的连续点
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处, 有

f( t) =
1

2π∫
+∞

- ∞
∫

+∞

- ∞
f( τ) e

- jωτ
dτ e

jωt
dω      

=
1

2π∫
+∞

- ∞
∫

1

- 1
τ( cos ωτ- jsin ωτ) dτ e

jωt
dω

=
- j
π∫

+∞

- ∞
∫

1

0
τsin ωτdτ e

jωt
dω

=
- j
π∫

+∞

- ∞

sin ω

ω
2 -

cos ω
ω

( cos ωt + jsin ωt) dω

=
2
π∫

+∞

0

sin ω
ω

2 -
cos ω
ω

sin ωtdω, ( t≠ ±1)

当 t = ±1 时, f( t) 应以
1
2

[ f( ±1 + 0) + f( ±1 - 0 ) ] = ±
1
2
代替.

方法 2 利用 Fourier 积分公式的三角形式, 在 f( t) 的连续点

处, 有

f( t) =
1
π∫

+∞

0
∫

+∞

- ∞
f( τ) cos ω( t - τ) dτ dω      

=
1
π∫

+∞

0
∫

1

- 1
τcos ω( t - τ) dτ dω

=
1
π∫

+∞

0
∫

1

- 1
τ( cos ωtcos ωτ+ sin ωtsin ωτ) dτ dω

=
2
π∫

+∞

0
sin ωt∫

1

0

τsin ωτdτ dω

=
2
π∫

+∞

0

sin ω
ω

2 -
cos ω
ω

sin ωtdω, ( t≠ ±1)

同样, 当 t = ±1 时, f( t) 应以 ±
1
2
代替.

方法 3 由于 f( t) 为 ( - ∞, +∞) 上的奇函数, 也可以利用

Fourier 正弦积分公式,在 f( t) 的连续点处,有

f( t) =
2
π∫

+∞

0
∫

+∞

0
f( τ) sin ωτdτ sin ωtdω
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