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肉窑提要

全书分上、下两册出版。上册内容包括=绪论、拉伸与压缩、剪切、

扭转、弯曲内力和应力、平画图形几何性质和附录。下册内容包括:弯

曲变形、能量法、应力状态理论基础、强度理论、组合变形时杆件的强度

计算、压杆稳定、动街载、交变应力。

本书具有叙述详细、通顺易懂、例题多、便于自学的特点。本书主

要用作高等学校多学时土建类专业的函授敏材，兼作同类专业商等教

育自学考试的通用教材，也可作夜大、电视大学、职工大学同类专业的

敏材。
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按照高等工业学校多学时土建类《材料力学函授教学大纲》的

精神和要求，根据编者在同济大学长期从事函授教学所积累的经

验，井考虑到函授和成人教育的规律及特点，我们编写了这套土建

类多学时材料力学函授教材。

函授教材是函授学生获得知识的主要来源。根据函授生"在

职、业余、分散"的特点和函授教育以"自学为主"的教学规律，要求

函授教材要起到"元师自通"的主导作用。因此，我们在编写此书

时，在教材内容的安排上力求做到由浅入深、循序渐进、标题醒目、

层次分明:在叙述上，力求做到详细、通顺，并注意讲透重点，突破

难点，抓住关键，总结规律。本书是将教学内容、例题与习题、学习

方法指导、阶段测验作业等融合在一起的函授和成人教育的专用

教材。本书适用于工业与民用建筑、道路、桥梁、地下工程等多学

时的土建类专业的函授生，也可供全日制大学、电视大学、职工大

学的同类专业的师生和自学考试人员及一般工程技术人员使用和

参考。

本书由顾志荣、吴永生主编。全书分上、下两册，共十五章，其

中第二章由陆荣林编写;第三、第四章由解明芳编写;第八、第九章

由郭明华编写;第十、第十一章由陈荣康编写;其余各章由顾志荣

编写;全书由吴永生校阅。

编者
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第八章弯曲变形

梁受到外力作用后，原为直线的轴线将弯曲成一条曲线(图 8­

1)。梁的各个横截面在空间的位置也随即发生了改变，产生了位

移。材料力学把梁的这种位移习惯地叫做"弯曲变形"或"梁的变

形"。

研究梁的变形主要有两个目的: (I)对梁作刚度计算 ; ( 2)为

解超静定梁建立必要的基础。

y

P

。

:I:

'--『---飞、 'f lo.

af--『~\;:YET

y

P

A
·ι- -之二4、 O

y=!(:c)-

b}

图 8· 1

。

af-l l :I:

静、

i'T

第一节弯曲变形的概念

一、挠度和转角

梁的变形是通过梁的横截面的位移即挠度和转角来度量的。

(1)挠度梁弯曲变形时，轴线上的各点(即各横截面的形心)将

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



产生位移。例如梁轴的右端 B点(图&-1)，在梁弯曲后移动到 B'点，

BB'就是B 点的线位移。 不难看出 ， B'点巳偏离了通过B点的竖直线，

因此，B点的位移BB'既包含了 B点的竖直位移，又包含了 B点的水平

位移。但由于工程中梁的位移一般甚微，梁弯曲变形后的轴线是一条

非常平坦的曲线，梁的水平位移可以略去不计，因此，可以认为梁在弯

曲变形时，梁轴上的点仅发生竖直位移。工程中将梁轴线上的任意点

在垂直于梁轴(x)方向的竖直位移称为该点所在横截面的挠度，通常

用 y表示。它的单位与长度单位一致。

(2) 转角 梁发生弯曲变形时 ， 横截面还会绕中性轴发生转

动(图 8~l)。工程中将横截面在弯曲变形时转动的角度称为转

角，通常用。表示。它的单位是弧度或度。

挠度和转角是度量梁变形的两个基本量。计算梁的变形问

题，实际上就是计算梁变形后各截面的挠度和转角的问题。

二、蟹的挠曲线的概念

梁在发生弯曲变形后，原为直线的梁轴将弯成一条曲线。弯

曲后的梁轴线就称为梁的挠曲线，有时也称为梁的挠曲铀或梁的

弹性曲线。

当梁发生平面弯曲时，梁的挠曲线可用方程

y =/(x)

来表示。我们只要建立了梁的挠曲线方程y = I(x)后 ，就可以计

算出梁的任意截面的挠度值。

根据平面假设，梁的横截面在梁弯曲前垂直于轴线，弯曲变形

后将垂直于挠曲线的切线(图 8-1)。因此，截面转角。就是挠曲

线在该截面处的法线与y轴的夹角，官等于挠曲线的倾角一一挠

曲线的切线与元铀的夹角。故

去=皿θ( x )

因为梁的挠曲线通常是一条非常平坦的曲线，因而转角。的值也

是非常微小的，所以 tanB """ θ，即

2



。 ( x ) = 中
ax

由此可知，挠曲线上任一点处的切钱斜率由就等于该截面的转
dx

角。显然，只要求得了挠曲线方程 y =!(川，再将其微分一次，便

得到了转角方程。 ( x )。

可见，计算梁的变形(即挠度和转角) ，关键在于确定挠曲线方

程。有关建立挠曲线方程的内容将在下一节进行深入的讨论。

第二节梁的挠曲线近似微分方程及其积分

一、符号规定

在计算梁的变形时，为了确定挠度的方向和转角的转向，本书

对坐标系的建立、弯矩的正负、挠度与转角的正负，作如下统一的

规定(图 8 - 2 ) :

y

M(正 ) _ M(正 )

怦〉。
、--- "'" ~ dib

M(负 f- M(负 )

JUE

O '"

囱 8-2

(1)坐标系的建立坐标原点一般设在梁的左端。并规定:

以变形前的梁轴线为 Z轴，向右为正;以 y铀代表挠曲线的纵坐

标(挠度) ，向上为正。

(2) 弯矩的正负 弯矩的正负仍按本书前述规定 ， 即正弯矩

使梁的轴线弯成向下凸('-")的曲线;负弯矩使梁的轴线弯成向上凸

卜)的曲线。

(3)挠度的正负规定向上的挠度为正，向下的挠度为负。
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(a)

(4) 转角 的正负 规定逆时针转向 的转角为正 ，顺时针转向

的转角为负。

二、梁的挠曲线近似微分方程

我们在第七章中曾得到梁在纯弯曲时中性层的曲率表达式，

1 M
P-EI

我们知道，对于纯弯曲的梁，其变形完全由弯矩所引起，因各截面

的弯矩 M是一常数，故曲率1亦为一常数，挠曲线是半径为ρ的
ρ

圆弧。在横力弯曲时，由于剪力对梁的变形影响很小，可以忽略不

计，所以上式也可以推广应用于一般横力弯曲的梁。不过，这时弯

矩与挠曲线的曲率半径均随截面位置的改变而变化，它们都是笃

的函数。图8-3就表示了由于弯矩M(川的改变，而使梁轴的曲

率半径 p ( x)变化的情况。所以对于一般横力弯曲的梁，为了表达

它的挠曲线的曲率变化规律，需要将上式改写为

1 且也j
p(x) - EI

式中，ρ ( x)为离坐标原点 z处梁的挠曲线的曲率半径 ， M(x)为该

梁的弯矩方程 ， EI 为梁的抗弯刚度。

川叫叫咄 M圈

P

%

P,

卢-:.，- '%f-3

--\\ ~

o IA !. T 一叶z

P.

P2

PI

图 8 -3

另一方面，由高等数学可知，曲线的曲率与曲线方程之间存在
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下列关系:

ρσ7= 士

句

.=-d"'r
dx2

(h)
句
3、

E
E
-
-
-
，
，

句
4、

、••.••
,,

γ
-
Z

Au--BG
+tA

将式 (h)代人式 ( a ) ， 即得

￡工
dx2 MCd- -=旦好1 (c)

[1 + (~rr lJL

这就是在没有考虑剪力影响的情况下梁的挠曲线微分方程。式

中 ， y =I(x)是梁的挠曲线方程。

式 ( c)所表示的梁的挠曲线微分方程，既适用于小挠度的情

况，也适用于大挠度的情况。但要具体求解此方程则是很复杂的，

因此，它不利于实际的应用。由于材料力学研究的是小变形问题，

而工程中遇到的极大多数情况是梁截面的转角很小，也就是说丰
ax

值甚微，因此(去) 2的值远小于 1 ，可略去不计。于是式(耐可
写为

土豆fz = 旦ω (d)
dx2 - EI

式中左边的正负号，取决于坐标系的选择和弯矩正负的规定。由

于按本书的符号规定(图 8 - 2)，挠曲线方程 r =I(x) 的二阶导数
的正负与弯矩 M(川的正负是一致的，因此，式 ( d)中的负号可以

省去，写成

血-旦ω
d冗2 - EI

,

(8- 1)

由于式(8-1)只适用于弹性范围内的小变形情况，而且不考虑

剪力的影响，又略去了挠曲线微分方程(c)中的(去) 2项，因此，式

5此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



(8-I)称为梁的挠曲线近似微分方程。

三、挠曲线近似微分方程的积分

为了从梁的挠曲线近似微分方程求得挠曲线方程y = j(x) ,

必须将方程式 ( 8- 1 )积分。因为 M ( x )是篇的函数，所以对式

(8- 1)积分一次便得到转角方程

dγlrr.. ， · ， . ~l8(x) = 旦 = ~711 M(x)dx + cl (8-2)- dx - Ell J ... , - ，~- T ~ J

对式(8-1)积分两次，即得梁的挠曲线方程

y(x) = 忐{ [ M( 川dx] 山 + 凸 + D} (叫

以上两式中的 C ， D都是积分常数，它们可以通过梁在其支

座处的己知挠度和己知转角来确定。这种已知的条件称为边界条

件。例如，图 8-4所示的简支梁，左、右两支座处的挠度 YA和 YB

均为零，即 YA =0 , Yn =0; 这就是已知的边界条件 ; 图8-5 所示的

悬臂梁，固定端处的挠度儿和转角 θA均等于零，即 YA = 0 ， θA =

0 ， 这也是已知的边界条件。 关于利用边界条件确定积分常数C ，

D 的具体方法 ，将在以下各例题中加以说明 。

q

H

P

、、

气

-------飞飞
、
、
飞

A

Y. = 0
(J. =0

YB = 0

i
h

B

仍厅，
飞~-- /---一←一二二 ////,

Y. = 0

图 8 -4图8-5

第三节积分法求梁的变形

通过上面的分析可知，若将弯矩方程 M(元)代人梁的挠曲线

近似微分方程式 (8-1)，然后对其积分两次，再通过已知的边界条

件确定积分常数，最后从得到的转角方程和挠曲线方程中就可求
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出任意截面的转角和挠度值，这种求梁变形的方法，一般称为积分

法，它是求梁变形的一种基本方法。

例 8 - 1 图 8 - 6 所示为一悬臂梁 ， 在其 自 由端受一集中力 P

的作用。试求此梁的转角方程和挠曲线方程，并求出 A截面与 C

截面的转角和挠度。

y

-…-At且2 lCFF
I :c d_------- B~

P

因 8- 6

解(I)建立坐标系，如图 8 -6所示。写出梁的弯矩方程式:

M(x) = - Px

(2) 建立挠曲线近似微分方程 ，并对其积分两次 :

d2 γ MC:d 1
p=且U=一 ( - Px)EI - EI

积分一次，得

再识分一次，得

的)=去=古( -于+ C) (a)

1 I Px3 ~ ~ \
y(x) = ;,( -τ+α+D) (b)

(3) 利用边界条件确定积分常数 两个积分常数可由 固定端

的两个边界条件来确定，即

当 x =l 时 ， 8日 = 0 ，代人式 (a)得

C=于
当 x = l 时 ' YB = 0 ，代人式(b):

1 I pz3 Pl2 1 ~ \
.:. t -一一- +一一一 + DI =0
EI 飞 6 . 2 '~J
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得 D=-亨

(c)

。，」
C - Ell -

(4) 建立梁的转角方程和挠曲线方程 将积分常数 c = 旦

PZ3
和 D = - 了代人式 ( a ) 和式 ( b ) ， 使得梁的转角方程和挠曲线方

程:

l' Px 2 PZ2
\

的) =才 -7 +才)

l' Px3 PZ2 PZ)\rex) = ;,l -一 + L~ X _ L; I (d)
i 飞 6 ' 2 ~ 3 I

(5) 求指定截面处的转角和挠度 为了求得A 截面和C 截面

的转角和挠度值，只要把它们的位置坐标 x = o和 x =lI2 分别代

人式 ( c)和式 C d)即可。

当 x = o 时

。 pz2 PI3
-一…-

A - 2 EI' J A - - 3EI

当 z = ÷时

2 +2

hf p(1)3 月2 1 到3 1 =_5PZ
3

- - -6 '2"23

计算的结果表明，挠度均为负值，B，e两截面都向下位移。而转角

均为正值，B，e两截面在梁变形都绕中性轴沿逆时针方向转动。

例 8-2 求图 8 -7 所示梁的挠曲线方程、转角方程以及 自 由

端的转角和挠度。

解(1)建立坐标系，如图8 -7所示。坐标原点仍设在梁的

左端。列弯短方程:

M(x) = RAx - rnA = Px - PI

8
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囱 8-7

(2) 建立梁的挠曲线近似微分方程 ，并对其积分两次 :

d2 γ M ( x) 1
1亏 = 旦吁i = τ; ( Px - 月 )

积分一次，得

。 ( x ) = 去 =古(字- Plx + c) (a)

再积分一次，得

1 'PX3 Pl 2 ~ ~ \y(x) = ~， 1 一 - -t + α + D J (b)E:I \ 6 2 ~ . ~~ . ~，

(3)利用边界条件确定积分常数两个积分常数 C和 D 也

可由固定端的两个边界条件来确定，即

当 x = O 时 . fJA = O .代人式 ( a)

得 c = O

当 x = O 时 ， yA=O.代人式(b)

得 D = O

(4) 建立梁的转角方程和挠曲线方程 将积分常数c=O 和

D=O代人方程式( a)和式 ( b) ， 便得梁的转角方程和挠曲线方程分

别为:
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(5) 求 句 ， YB

当 x = l 时 ，代人方程式( c )

。 - Pl2­
B - - 2El

当 x = l 时 ，代人方程式(d)

得

MB
BHγ

J
得

(6) 分析与讨论

①通过例 8- 1和例 8 -2的计算，其所得的结果实际上是一致

的，只是转角的正负号不同，那是符合实际变形情况的(见图8 -6

和图 8· 7 ) 。

②我们比较这两个例子的结果，还可以看到两例中的积分常

数 C和D并不对应地相等，那是什么原因呢?这要从职分常数所

代表的几何意义来分析。我们知道，积分常数C ， D是根据已知

的边界条件代人转角方程(a)和挠曲线方程(b)中而求得的。但从

方程(a) 、 ( b)可以看出，若用。。和yo分别代表 x = O时，坐标原点

(梁的左端)处截面的转角和挠度值则为

El80 = C 和 Elyo = D

也就是说，坐标原点处截面转角。。的 El倍就是积分常数 C，坐标

原点处截面的挠度 yo的 EI倍就是积分常数D。这在倒也1和例

8-2 中都已得到了证实 :

在例 8- 1中，有
~，2

C=El8u = 丘?故
Pl2

()o =θA=Z言7 ,

PP
D= 胁。 = -τ故

Pl3

yo =YA =- 3El'

10



在例 8- 2 中 ， 有

。。 = θA ::: O ， 故 C ::: O

YO= YA :::0 ， 故D=O

例 8-3 图 8 - 8 所示简支梁 ， 承受均布荷载 q 作用 。 试求此

梁的挠曲线方程和转角方程，并求最大挠度 Y，nax和最大转角。 max

的计算式。

y

z•

I
2

RA=÷qi

q

B

RB=÷ql

%

图 8- 8

解(1)建立坐标系，如图 8 -8所示。列出梁的弯矩方程:

M(x)::: 豆l z - d2 ~ 2

(2) 建立挠曲线近似微分方程 ，并对其积分两次 :

dfz- 旦ω-iizlM 旦2 \
dx2 - EI - EI 飞 2 .., - 2 /

积分一次，得

。-业 = ~.r ~ x 2
- ~ + C)(.~) = d~ = EI~ "4 x - - '6 + C)

再积分一次，得

lid 3114L
YU)=百( iEZJ -言 + α + D)

(3)利用边界条件确定积分常数

在 A 支座 ( x =0)处 ' YA = 0 ， 代人式(b)

11
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