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前　 言

微积分是高等院校的一门重要必修课，也是一些专业硕士研究生入学考试的必考科目．为了帮助同学们更好地掌握微积分，更好地实现“培养未来型人才”的教学目标，针对微积分

学习中的教、学、考 ３ 个方面，我们编写了本练习册．

本书是根据微积分课程教学大纲和作者多年的教学经验，按照与教材配套章节的形式编写而成的，严格遵循“循序渐进、由浅入深”的原则．本书习题对各层次的学生都是适用的，

能更好地把课堂教学和课后训练有机结合，让学生接受充分而严格的训练，进而理解和熟练掌握微积分的相关内容．每节习题后配有精选重难点题型并给出了详细解答过程．希望学生

能进行选择性或全方位的练习，通过反复、多次的训练，达到深刻理解概念、定理和方法的目的，为微积分课程的学习打下坚实的基础．本书可作为高等院校理工类或经管类相关专业微

积分课程的习题练习册或教学参考书．

本书共 ６ 章，由李刚、齐薇、钱小瑞编写．第 ７ 章、第 １０ 章由李刚编写，第 ８ 章、第 ９ 章、第 １１ 章由齐薇编写，第 １２ 章由钱小瑞编写．最后，由齐薇、严峻对全书进行统稿与定稿．本书中

的习题有些属作者的教学积累，有些摘自其他参考资料，在此向这些作者表示感谢．

由于作者水平有限，书中难免存在疏漏之处，恳请同行和读者批评指正．

编　 者

２０１７ 年 １０ 月于四川大学锦城学院
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第 ７ 章　 空间解析几何与向量代数

习题 ７-１　 向量及其运算

学院 姓名 学号 日期

１．在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限：
　 Ａ（１，２，３）；Ｂ（１，２，-１）；Ｃ（-１，１，２）；Ｄ（-１，１，-３） ．

２．已知点 Ａ（１，２，３），Ｂ（１，２，-１），Ｃ（-１，１，２），Ｄ（-１，１，-３） ．试求：

　 （１）ＡＢ→，ＡＣ→，ＤＢ→；

　 （２） ＡＢ
→

， ＡＣ→ ， ＤＢ→ ．

３．设已知向量ａ
→＝（２，-２ ２ ，-２），计算ａ

→
的模长、方向余弦和方向角．

４．设已知向量α
→＝（１，-２，-３），求与α

→
方向相同的单位向量β

→
．

５．设ａ
→
＝ ２ｉ-３ｊ+ｋ，ｂ

→＝ ｉ+２ｊ-ｋ，求：

（１）ａ
→
·ｂ

→
；　 　 　 　 （２）（ａ

→-２ｂ
→
）·（ａ

→+ｂ
→
）；　 　 　 　 （３）ａ

→
与 ｂ

→
的夹角余弦 ｃｏｓ θ．

６．求向量ａ
→＝（４，-３，４）在向量ｂ

→＝（２，２，１）上的投影．

７．已知向量ａ
→＝（１，-３，２），ｂ

→＝（１，２，１），ｃ
→＝（-１，１，１），计算：

（１）（ａ
→
·ｂ

→
） ｃ

→-（ ｂ
→
·ｃ

→
）ａ

→
；　 　 　 　 （２）ａ

→×ｂ
→
，ｃ
→×ｂ

→
；　 　 　 　 （３）ａ

→×ｂ
→
·ｃ

→
．

８．已知点 Ａ＝（１，２，-２），Ｂ＝（１，-２，１），Ｃ＝（０，０，１），求三角形 ＡＢＣ 的面积．
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９．已知向量ａ
→＝（-１，２，２），ｂ

→＝（２，２，１），求同时垂直于ａ
→
与ｂ

→
的单位向量ｃ

→
．

１０．已知点 Ａ＝（１，２，-２），Ｂ＝（１，-２，１），Ｃ＝（０，０，１），Ｄ＝（１，０，１），求四面体 ＡＢＣＤ 的体积．

重难点例题解析

例 １　 已知两点 Ｍ１（２，２， ２ ）和 Ｍ２（１，３，０），计算向量Ｍ１Ｍ２
→

的模、方向余弦和方向角．

分析　 此题型需熟悉向量的基本计算．

解　 Ｍ１Ｍ２
→＝（１-２，３-２，０- ２ ）＝ （-１，１，- ２ ），

Ｍ１Ｍ２
→ ＝ （-１） ２+１２+（- ２ ） ２ ＝ １+１+２ ＝ ２．

方向余弦为

ｃｏｓ α＝ - １
２
，ｃｏｓ β＝ １

２
，ｃｏｓ γ＝ - ２

２
．

方向角为

α＝ ２
３
π，β＝ １

３
π，γ＝ ３

４
π．

小结　 熟悉向量的基本概念：

（１）向量ａ
→＝（ｘ，ｙ，ｚ）的模：

ａ
→ ＝ ｘ２ + ｙ２ + ｚ２ ．

　 　 （２）向量ａ
→＝（ｘ，ｙ，ｚ）的方向余弦：

ｃｏｓ α ＝ ｘ

ｘ２ + ｙ２ + ｚ２
，ｃｏｓ β ＝ ｙ

ｘ２ + ｙ２ + ｚ２
，ｃｏｓ γ ＝ ｚ

ｘ２ + ｙ２ + ｚ２
．

　 　 （３）方向角表示意义：α 表示向量 ａ
→＝（ｘ，ｙ，ｚ）与 ｘ 轴正轴的夹角，β 表示向量 ａ

→ ＝ （ｘ，ｙ，ｚ）

与 ｙ 轴正轴的夹角，γ 表示向量ａ
→＝（ｘ，ｙ，ｚ）与 ｚ 轴正轴的夹角．

例 ２　 求向量ａ
→＝（１，-３，２）在向量ｂ

→＝（１，２，３）上的投影．

分析　 向量ａ
→
在向量ｂ

→
上的投影

Ｐｒ ｊ ｂ→ａ
→＝ ａ

→
ｃｏｓ θ＝ ａ

→ ａ
→
·ｂ

→

ａ
→

ｂ
→

＝ ａ
→
·ｂ

→

ｂ
→ ．

解　 ａ
→
·ｂ

→＝ １×１+（-３）×２+２×３＝ １，

ｂ
→ ＝ １２+２２+３２ ＝ １４ ．

向量ａ
→
在向量ｂ

→
上的投影为

Ｐｒ ｊｂ→ａ
→＝ ａ

→
ｃｏｓ θ＝ ａ

→ ａ
→
·ｂ

→

ａ
→

ｂ
→

＝ ａ
→
·ｂ

→

ｂ
→

＝ １
１４

．

小结　 向量投影的问题需要熟悉向量内积与夹角之间的关系．

例 ３　 已知向量ａ
→＝（１，２，３），ｂ

→＝（３，２，１），ｃ
→＝（-１，１，１），计算：

（１）ａ
→×ｂ

→
，ｃ
→×ａ

→
；　 　 　 　 　 （２）ａ

→×ｂ
→
·ｃ

→
．
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分析　 考查向量的外积的计算，需熟悉线性代数中的三阶行列式的计算：

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１ａ２２ａ３３+ａ１２ａ２３ａ３１+ａ１３ａ２１ａ３２-ａ１１ａ２３ａ３２-ａ１２ａ２１ａ３３-ａ１３ａ２２ａ３１ ．

解　 （１）ａ
→×ｂ

→＝

ｉ ｊ ｋ

１ ２ ３

３ ２ １

＝ -４ｉ+８ｊ-４ｋ＝（-４，８，-４），

ｃ
→×ａ

→＝

ｉ ｊ ｋ

-１ １ １

１ ２ ３

＝ ｉ+４ｊ-３ｋ＝（１，４，-３）；

（２）ａ
→×ｂ

→
·ｃ

→＝

１ ２ ３

３ ２ １

-１ １ １

＝ ８．

小结　 几何和线性代数的结合问题．

习题 ７-２　 平面与曲面

学院 姓名 学号 日期

１．求过点（１，２，３）且以ｎ
→＝（３，２，１）为法向量的平面方程．

２．求过点（１，２，１）且与 ｘＯｚ 平面平行的平面方程．

３．求过点（１，２，３），（１，１，２），（２，-１，１）的平面方程．

４．求点（１，２，３）到平面 ｘ+２ｙ+３ｚ＝ １ 的距离．

５．求平面 ｘ+２ｙ+３ｚ＝ １ 与平面 ｘ-ｙ+２ｚ＝ ４ 夹角的余弦．

—３—



６．画出下列平面：
　 （１）ｘ＝ １；　 　 　 　 　 　 （２）ｙ+ｚ＝ １；　 　 　 　 　 　 （３）ｘ+２ｙ+３ｚ＝ ６．

７．画出下列曲面：
　 （１）ｘ２+ｙ２+ｚ２ ＝ １；　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ｚ＝ ｘ２+ｙ２；

　 （３） ｚ＝ ｘ２+ｙ２ ； （４）ｘ２+ｙ２ ＝ １．

８．求出曲面 ｚ＝ ２ｘ２-ｙ２ 在点（１，２，-２）处的法向量．

９．求出曲面
ｘ２

４
+２ｙ２+ ｚ

２

４
＝ １ 在 １， １

２
，１■

■
■

■

■
■ 处的法向量．

１０．求出曲面 ｚ＝ ２ｘ２+３ｙ２ 在点（１，１，５）处的切平面．

１１．求出曲面 ｘ２+ｙ２ ＝ ｚ２ 在点（１，１， ２ ）处的切平面．

—４—



重难点例题解析

例 １　 求过点（１，２，１）且与平面 ｘ+２ｙ+３ｚ＝ ５ 平行的平面方程．

分析　 要求平面方程，需要求得平面的法向量和平面上一点．

解　 平面 ｘ+２ｙ+３ｚ＝ ５ 的法向量为ｎ１
→＝（１，２，３），则要求平面的法向量为ｎ２

→＝（１，２，３） ．

所求平面方程为

（ｘ-１）+２（ｙ-２）+３（ ｚ-１）＝ ０，

即 ｘ+２ｙ+３ｚ＝ ８．

小结　 已知法向量ｎ
→＝（ａ，ｂ，ｃ）且过点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）的平面方程为

ａ（ｘ-ｘ０）+ｂ（ｙ-ｙ０）+ｃ（ ｚ-ｚ０）＝ ０．

例 ２　 求过点（１，２，１），（１，２，３），（-１，０，３）的平面方程．

分析　 关键在于求出平面的法向量．

解　 可得平面上的向量ａ
→＝（０，０，２），ｂ

→＝ （-２，-２，２） ．该平面的法向量垂直于平面上的所

有向量，可得其中一个法向量为

ｎ
→＝

ｉ ｊ ｋ

０ ０ ２

-２ -２ ２

＝ ４ｉ-４ｊ＝（４，-４，０） ．

所求平面方程为

４（ｘ-１）-４（ｙ-２）＝ ０，

即 ｘ-ｙ＝ -１．

小结　 可利用三阶行列式求得同时垂直于两个向量的向量．

例 ３　 求出曲面 ｚ＝ ４-ｘ２-ｙ２ 在点（１，１，２）处的切平面．

分析　 需要求得曲面在某一点处的法向量．

解　 构造函数 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ２+ｙ２+ｚ-４，则

Ｆｘ ＝ ２ｘ，Ｆｙ ＝ ２ｙ，Ｆｚ ＝ １．

曲面在点（１，１，２）处的法向量为

（Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ） （１，１，２） ＝ （２ｘ，２ｙ，１） （１，１，２） ＝ （２，２，１），

则切平面为

２（ｘ-１）+２（ｙ-１）+（ ｚ-２）＝ ０，

即 ２ｘ+２ｙ+ｚ＝ ６．

小结　 曲面 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ０ 的法向量为（Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ） ．

习题 ７-３　 空间直线与曲线

学院 姓名 学号 日期

１．已知直线的方向向量ｎ
→＝（１，２，３）且过点（１，０，-１），求直线方程．

２．已知直线的方向向量ｎ
→＝（１，０，-１）且过点（１，２，１），求直线方程．

３．求垂直于平面 ｘ-ｙ+３ｚ＝ ５ 且过点（１，２，-１）的直线方程．

４．某一直线过两点（１，２，３），（３，２，１），求直线方程．

５．求直线 Ｌ１：
ｘ-２
１

＝ ｙ+２
-４

＝ ｚ+２
１

和 Ｌ２：
ｘ-１
２

＝ ｙ+１
-２

＝ ｚ+２
-１

的夹角．

—５—
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６．求直线 Ｌ： ｘ
２

＝ ｙ-１
-２

＝ ｚ+３
-１

与平面 ｘ-４ｙ+ｚ＝ ５ 的夹角．

７．求直线
ｘ+ｙ-ｚ＝ ２
２ｘ-２ｙ+ｚ＝ １{ 的方向向量和参数方程．

８．求过点（１，２，３）且垂直于直线 Ｌ： ｘ
２

＝ ｙ-１
１

＝ ｚ+３
-１

的平面方程．

９．求过点（-１，２，１）且过直线 Ｌ：ｘ
+１
３

＝ ｙ+１
１

＝ ｚ-３
-１

的平面方程．

１０．求点（１，２，３）到直线 Ｌ： ｘ
２

＝ ｙ+１
-２

＝ ｚ-２
-１

的距离．

１１．求曲线
ｘ２+ｙ２+ｚ２ ＝ ４

ｚ２ ＝ ｘ２+ｙ２{ 在 ｘＯｙ 平面的投影曲线方程．

１２．求曲线
２ｘ+ｙ+ｚ＝ ４

ｚ２ ＝ ｘ２+ｙ２{ 在 ３ 个坐标面的投影曲线方程．

—６—



重难点例题解析

例 １　 已知直线平行于 Ｌ： ｘ
１

＝ ｙ
２

＝ ｚ-１
１

且过点（１，１，-１），求该直线方程．

分析　 利用直线的标准方程 Ｌ：
ｘ-ｘ０

ａ
＝
ｙ-ｙ０

ｂ
＝
ｚ-ｚ０
ｃ

，其中，（ ａ，ｂ，ｃ）为直线的方向向量，

（ｘ０，ｙ０，ｚ０）为直线上一点．

解　 直线 Ｌ 的方向向量为（１，２，１），由两直线平行可知两直线的方向向量相等．

因此，所求直线方程为

ｘ - １
１

＝ ｙ - １
２

＝ ｚ + １
１

．

　 　 小结　 直线方程的求解关键在于求出直线的方向向量．

例 ２　 求直线
ｘ+ｙ-ｚ＝ ２

２ｘ-２ｙ+ｚ＝ １{ 的方向向量和参数方程．

分析　 需找到直线的方向向量和直线上一点．

解　 令 ｘ＝ ０，得
ｙ-ｚ＝ ２

-２ｙ+ｚ＝ １{ ，解得 ｙ＝ -３，ｚ＝ -５．由此可得直线上一点（０，-３，-５） ．

直线的方向向量为

ｎ
→＝

ｉ ｊ ｋ

１ １ -１

２ -２ １

＝ -ｉ-３ｊ-４ｋ＝（-１，-３，-４），

则可得所求直线的参数方程为

ｘ＝ -ｔ

ｙ＝ -３ｔ-３

ｚ＝ -４ｔ-５

■

■

■

■
■

■
■

．

小结　 由直线的平面方程得到该直线的方向向量，需注意到该直线同时垂直于两个平面

的法向量．

例 ３　 求过点（１，２，３）且过直线 Ｌ：ｘ
-１
３

＝ ｙ
１

＝ ｚ-３
２

的平面方程．

分析　 求平面方程关键在于求出平面的法向量，可先求平面上的两个向量．

解　 由直线 Ｌ：ｘ
-１
３

＝ ｙ
１

＝ ｚ-３
２

可得平面上一向量（３，１，２） ．直线上的点（１，０，３）必在平面上，

点（１，２，３）也在平面上，则可得另一向量为（０，２，０） ．

因此，所求平面的法向量为

ｎ
→＝

ｉ ｊ ｋ

３ １ ２

０ ２ ０

＝ -４ｉ+６ｋ＝（-４，０，６） ．

所求平面方程为

-４（ｘ-１）+６（ ｚ-３）＝ ０，

即 ２ｘ-３ｚ＝ -７．

例 ４　 求曲线
ｘ+２ｙ+３ｚ＝ ６

ｘ２+ｙ２+ｚ２ ＝ ９{ 在 ３ 个坐标面的投影曲线方程．

分析　 求曲线在坐标面 ｘＯｙ 的投影在于联立方程去掉 ｚ．

解　 曲线在坐标面 ｘＯｙ 的投影为

ｘ２+ｙ２+ ６-ｘ-２ｙ
３

■

■
■

■

■
■

２

＝ ９．

曲线在坐标面 ｘＯｚ 的投影为

ｘ２+ ６-ｘ-３ｚ
２

■

■
■

■

■
■

２

+ｚ２ ＝ ９．

曲线在坐标面 ｙＯｚ 的投影为

（６-２ｙ-３ｚ） ２+ｙ２+ｚ２ ＝ ９．

小结　 求投影在于联立方程消掉一个变量．

—７—



考研真题赏析

１．（２００６ 年数一）点（２，１，０）到平面 ３ｘ+４ｙ+５ｚ＝ ０ 的距离 ｄ＝ ．

解析　 利用点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）到平面 Ａｘ+Ｂｙ+Ｃｚ+Ｄ＝ ０ 的距离公式

ｄ ＝
Ａｘ０ + Ｂｙ０ + Ｃｚ０ + Ｄ

Ａ２ + Ｂ２ + Ｃ２
．

　 　 题中，ｄ＝ ６+４+０

３２+４２+５２
＝ １０
５ ２

＝ ２ ．

答案　 ２ ．

２．（１９９６ 年数一）设一平面过原点及点（６，-３，２），且与平面 ４ｘ-ｙ+２ｚ ＝ ８ 垂直，则此平面方

程为 ．

解析　 利用点法式得到空间平面方程：若点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）在法向量为（Ａ，Ｂ，Ｃ）的平面上，则

平面方程为

Ａ（ｘ - ｘ０） + Ｂ（ｙ - ｙ０） + Ｃ（ ｚ - ｚ０） ＝ ０．

　 　 由题可知，所求平面的法向量ｎ
→
与向量ＯＭ０

→ ＝ （６，-３，２）和平面 ４ｘ-ｙ+２ｚ ＝ ８ 的法向量

（４，-１，２）都垂直．则

ｎ
→ ＝

ｉ
→

ｊ
→

ｋ
→

６ - ３ ２

４ - １ ２

＝ - ４ ｉ
→ - ４ ｊ

→ + ６ ｋ
→
．

　 　 所求平面方程为

- ４ｘ - ４ｙ + ６ｚ ＝ ０，

即 ２ｘ+２ｙ-３ｚ＝ ０．

答案　 ２ｘ+２ｙ-３ｚ＝ ０．

３．（２０１４ 年数一）曲面 ｚ ＝ ｘ２（１ -ｓｉｎ ｙ） +ｙ２（１ -ｓｉｎ ｘ）在点（１，０，１）处的切平面方程为

．

解析　 令 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ２（１-ｓｉｎ ｙ）+ｙ２（１-ｓｉｎ ｘ）-ｚ，则

Ｆｘ ＝ ２ｘ（１ - ｓｉｎ ｙ） - ｙ２ ｃｏｓ ｘ，Ｆｙ ＝ - ｘ２ ｃｏｓ ｙ + ２ｙ（１ - ｓｉｎ ｘ），Ｆｚ ＝ - １．

　 　 在点（１，０，１）处，则

Ｆｘ
（１，０，１）

＝ ２，Ｆｙ
（１，０，１）

＝ - １，Ｆｚ
（１，０，１）

＝ - １．

　 　 所求曲面在点（１，０，１）处的切平面方程为

２（ｘ - １） - ｙ - （ ｚ - １） ＝ ０，

即 ２ｘ-ｙ-ｚ＝ １．

答案　 ２ｘ-ｙ-ｚ＝ １．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　４．（２０１３ 年数一）曲面 ｘ２+ｃｏｓ （ｘｙ）+ｙｚ+ｘ＝ ０ 在点（０，１，-１）处的切平面方程为（　 　 ） ．

Ａ．ｘ-ｙ+ｚ＝ -２　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂ．ｘ+ｙ+ｚ＝ ０

Ｃ．ｘ-２ｙ+ｚ＝ -３　 　 　 　 　 　 　 　 Ｄ．ｘ-ｙ-ｚ＝ ０

解析　 令Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘ２+ｃｏｓ （ｘｙ）+ｙｚ+ｘ，则

Ｆｘ ＝ ２ｘ-ｙ ｓｉｎ （ｘｙ）+１， Ｆｙ ＝ -ｘ ｓｉｎ （ｘｙ）+ｚ， Ｆｚ ＝ ｙ．

在点（０，１，-１）处，则

Ｆｘ
（０，１，-１）

＝ １， Ｆｙ
（０，１，-１）

＝ - １， Ｆｚ
（０，１，-１）

＝ １．

　 　 所求曲面在点（０，１，-１）处的切平面方程为

ｘ - （ｙ - １） + （ ｚ + １） ＝ ０，

即 ｘ-ｙ+ｚ＝ -２．

答案　 Ａ．
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第 ８ 章　 多元函数微分学

习题 ８-１　 多元函数基本概念

学院 姓名 学号 日期

１．求下列各函数表达式：

　 （１） ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ２-ｙ２，求 ｆ ｘ+ｙ， ｙ
ｘ

■

■
■

■

■
■ ；　 　 　 　 （２） ｆ ｘ+ｙ， ｙ

ｘ
■

■
■

■

■
■ ＝ ｘ２-ｙ２，求 ｆ（ｘ，ｙ） ．

２．已知函数 ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ２+ｙ２-ｘｙ ｔａｎ ｘ
ｙ
，试求 ｆ（ ｔｘ，ｔｙ） ．

３．已知函数 ｆ（ｕ，ｖ，ｗ）＝ ｕｗ+ｗｕ+ｖ，试求 ｆ（ｘ+ｙ，ｘ-ｙ，ｘｙ） ．

４．证明下列极限不存在：

　 （１） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ２ｙ
ｘ３-ｙ３；　 　 　 　 （２） ｌｉｍ

（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ+ｙ
ｘ-ｙ

；　 　 　 　 （３） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ２ｙ２

ｘ２ｙ２+（ｘ-ｙ） ２ ．

５．求下列极限：

　 （１） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（１，３）

ｘｙ
ｘｙ+１ -１

；　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

２- ｘｙ+４
ｘｙ

；

　 （３） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ ｓｉｎ １
ｙ
+ｙ ｓｉｎ １

ｘ
■

■
■

■

■
■ ； （４） ｌｉｍ

（ｘ，ｙ）→（０，１）

１-ｘｙ
ｘ２+ｙ２；

　 （５） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（１，０）

ｌｎ（ｘ+ｅｙ）

ｘ２+ｙ２
； （６） ｌｉｍ

（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘｙ

２-ｅｘｙ -１
；

　 （７） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（２，０）

ｔａｎ（ｘｙ）
ｙ

； （８） ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

１-ｃｏｓ（ｘ２+ｙ２）
（ｘ２+ｙ２）ｅｘ２ｙ２

．
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６．函数 ｚ＝ ｙ
２+２ｘ
ｙ２-２ｘ

在何处是间断的？

７．证明 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘｙ

ｘ２+ｙ２
＝ ０．

重难点例题解析

例 １　 讨论 ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘｙ
ｘ２+ｙ２在点（０，０）处的极限．

分析　 此题型先判断极限存不存在．

解　 （１）当点 ｐ 沿着 ｘ 轴趋近于（０，０）时，即 ｙ＝ ０ 时，则

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｘ，０） ＝ ０，

故ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ＝０

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ０．

　 　 同理

ｌｉｍ
ｘ ＝ ０
ｙ→０

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ０．

　 　 （２）当点 ｐ 沿着直线 ｙ＝ｋｘ 趋近于（０，０）时，这时有

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｆ（ｘ，ｋｘ） ＝ ｋ２

１ + ｋ２，

于是

ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ ＝ ｋｘ

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｋ２

１ + ｋ２ ．

　 　 当 ｋ 取值不同时，极限值不同，故函数在点（０，０）处的极限不存在．

小结　 判断多元函数极限不存在的方法：找到两种不同路径，若其中一种的极限不存在，

或两种路径极限存在但不相等，则极限不存在．

例 ２　 求极限ｌｉｍ
ｘ→１
ｙ→０

ｌｎ（ｘ+ｙ）
ｘ+ｙ -１

．

分析　 化为一元函数求极限．

解　 当（ｘ，ｙ）→（１，０）时，ｌｎ（ｘ+ｙ） ～ （ｘ+ｙ）-１，于是

ｌｉｍ
ｘ→１
ｙ→０

ｌｎ（ｘ+ｙ）
ｘ+ｙ -１

＝ ｌｉｍ
ｘ→１
ｙ→０

（ｘ+ｙ）-１
ｘ+ｙ -１

＝ ｌｉｍ
ｘ→１
ｙ→０

（ ｘ+ｙ -１）（ ｘ+ｙ +１）
ｘ+ｙ -１

＝ ２．

小结　 多元函数求极限问题，可利用初等多元函数的连续性，即若 ｆ（ｐ）是初等函数，ｐ０ 在

ｆ（ｐ）的定义域中，则ｌｉｍ
ｐ→ｐ０

ｆ（ｐ）＝ ｆ（ｐ０）；也可利用多元函数极限的四则运算；还可转化为一元函数

的极限，利用一元函数的极限来计算．

例 ３　 设 ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２ 　 　 ｘ２+ｙ２≠０

０　 　 　 　 ｘ２+ｙ２ ＝ ０

■

■

■

■
■

■■

，讨论 ｆ（ｘ，ｙ）的连续性．

分析　 函数 ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ０，ｙ０）连续的定义是 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（ｘ０，ｙ０）

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｆ（ｘ０，ｙ０） ．本题中 ｆ（ｘ，ｙ）
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是一个分段函数，因ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２是二元初等函数，在其定义域上连续，故只需要考虑 ｆ（ｘ，ｙ）在（０，０）

点的连续性．

解　 考虑极限 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２当点（ｘ，ｙ）沿着 ｙ＝ ｋｘ 趋近于（０，０）点时，则

ｌｉｍ
ｘ→０
ｙ＝ｋｘ

ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２ ＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２-（ｋｘ） ２

ｘ２+（ｋｘ） ２ ＝
１-ｋ２

１+ｋ２ ．

这是一个与 ｋ 有关的数值，从而当（ｘ，ｙ）沿着不同路径趋近于（０，０）点时，ｘ
２-ｙ２

ｘ２+ｙ２趋于不同

的值，故 ｌｉｍ
（ｘ，ｙ）→（０，０）

ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２不存在，则函数 ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）不连续．

当（ｘ，ｙ）≠（０，０）时，因ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ２-ｙ２

ｘ２+ｙ２是二元初等函数，在其定义域上连续，故 ｆ（ ｘ，ｙ）在

Ｒ２-｛（０，０）｝内处处连续．

小结　 多元函数连续性问题，可根据多元函数连续定义和性质解决．

习题 ８-２　 偏导数及其在经济分析中的应用

学院 姓名 学号 日期

１．求下列函数的偏导数：

　 （１） ｚ＝ ３
ｙ２ -

１
３ｘ

+ｌｎ ５；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ｚ＝ ｌｎ ｘｙ( ) ；

　 （３）Ｓ＝ｕ
+ｖ

ｕ-ｖ
； （４） ｚ＝ ｌｎ ｔａｎ ｘ

ｙ
；

　 （５）ｕ＝ｓｉｎ ｘ
ｙ

ｃｏｓ ｙ
ｘ
+ｚ； （６）ｕ＝ ｘ

ｙ
ｚ ；

　 （７） ｚ＝（１+ｘｙ） ｙ； （８） ｆ（ρ，φ，ｔ）＝ ρｅｔφ+ｅ-φ+ｔ；

　 （９） ｚ＝ ｘ３ｙ-ｙ３ｘ； （１０） ｓ＝ｕ
２+ｖ２

ｕｖ
；
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　 （１１） ｚ＝ｓｉｎ（ｘｙ）+ｃｏｓ２（ｘｙ）； （１２）ｕ＝ａｒｃｔａｎ（ｘ-ｙ） ｚ ．

２．设 ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｘ+（ｙ-１）ａｒｃｓｉｎ ｘ
ｙ
，求 ｆｘ（ｘ，１） ．

３．设有 ｆ（ｘ，ｙ）＝
ｘｙ２

ｘ２+ｙ２ 　 ｘ２+ｙ２≠０

０ 　 ｘ２+ｙ２ ＝ ０

■

■

■

■
■

■■

，求 ｆｘ（ｘ，ｙ）及 ｆｙ（ｘ，ｙ） ．

４．设 ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ｘｙ２+ｙｚ２+ｚｘ２，求 ｆｘｘ（０，０，１）， ｆｘｚ（１，０，２）， ｆｙｚ（０，-１，０）及 ｆｚｚｘ（２，０，１） ．

５．设 ｒ＝ ｘ２+ｙ２+ｚ２ ，证明：

　 （１） ∂ｒ
∂ｘ

■

■
■

■

■
■

２

+ ∂ｒ
∂ｙ

■

■
■

■

■
■

２

+ ∂ｒ
∂ｚ

■

■
■

■

■
■

２

＝ １； （２） ∂２ｒ
∂ｘ２+

∂２ｒ
∂ｙ２+

∂２ｒ
∂ｚ２

＝ ２
ｒ
．

６．求下列函数的二阶偏导数
∂２ｚ
∂ｘ２，

∂２ｚ
∂ｘ∂ｙ

，∂
２ｚ

∂ｙ２：

　 （１） ｚ＝ ｘ２ｙ； （２） ｚ＝ａｒｃｔａｎ ｙ
ｘ
；

　 （３） ｚ＝ ｘ４+ｙ４-４ｘ２ｙ２； （４） ｚ＝ ｙｘ ．

７．设 ｚ＝ ｘ ｌｎ（ｘｙ），求 ∂３ｚ
∂ｘ２∂ｙ

， ∂３ｚ
∂ｘ∂ｙ２ ．

８．设 ｚ＝ ２ ｃｏｓ２ ｘ- ｔ
２

■

■
■

■

■
■ ，证明：２ ∂２ｚ

∂ｔ２
+ ∂２ｚ
∂ｘ∂ｔ

＝ ０．
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