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数学(二)预测卷(一)试题答案及评分参考

一、选择题

１．答 　 应选C．
解 　 当x→０时,ex

３
－１～x３．利用f(x)的三阶麦克劳林公式,得

f(x)＝f(０)＋f′(０)x＋f″(０)
２ x２＋f‴(０)

６ x３＋o(x３),

其中o(x３)是当x→０时比x３ 高阶的无穷小,代入题设等式lim
x→０

f(x)－１
ex
３
－１

＝－１２
,得

lim
x→０

■

■

■
■
■

f(０)－１＋f′(０)x＋f″(０)
２ x２

x３ ＋f‴(０)
６ ＋o(x３)

x３
■

■

■
■
■
＝－１２

,

所以f(０)＝１,f′(０)＝０,f″(０)＝０,f‴(０)＝－３．根据三阶导数的定义,得

f‴(０)＝lim
x→０

f″(x)－f″(０)
x－０ ＝lim

x→０

f″(x)
x ＝－３,

故由极限的保号性可知,存在点x＝０的某一去心邻域,使得在点(０,１)的左侧f″(x)＞０,

即曲线y＝f(x)是凹的,在点(０,１)的右侧f″(x)＜０,即曲线y＝f(x)是凸的,因此

(０,１)是曲线y＝f(x)的拐点．

２．答 　 应选A．
解 　 令f(x)＝２０２２x２０２１－２０２１x２０２２－k,则f′(x)＝２０２１×２０２２x２０２０(１－x)．
因为当０＜x＜１时,f′(x)＞０,所以f(x)在(０,１)内单调增加．又由k∈ (０,１)得,

f(０)f(１)＝－k(１－k)＜０,故原方程在开区间(０,１)内有且仅有一个实根．

３．答 　 应选C．

解 　　∫
１

０
f(x)∫

１

x
f(t)dt[ ]dx＝－∫

１

０∫
１

x
f(t)dt[ ]d∫

１

x
f(t)dt[ ]

＝－１２∫
１

x
f(t)dt[ ]

２ １

０
＝ １２∫

１

０
f(t)dt[ ]

２

＝８．

４．答 　 应选A．
解 　 对应齐次微分方程y″－３y′＝０的特征方程为r２－３r＝０,特征根为r１ ＝３,r２ ＝０．
易知y″－３y′＝xe３x 与y″－３y′＝４x－５的特解形式分别为y∗

１ ＝x(ax＋b)e３x,y∗
２ ＝

x(cx＋d),根据线性微分方程解的叠加原理,原方程的特解形式为

y∗ ＝y∗
１ ＋y∗

２ ＝x(ax＋b)e３x ＋x(cx＋d)．

５．答 　 应选D．
解 　 由二重积分中值定理知,存在(ξ,η)∈D,使得
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∬
D

f(x,y)dxdy＝f(ξ,η)·(２t)
２
＝２t２f(ξ,η)．

因为(ξ,η)在D 上,所以当t→０＋ 时,(ξ,η)→ (０,０),于是

lim
t→０＋

１
t２∬

D

f(x,y)dxdy＝lim
t→０＋

２t２f(ξ,η)
t２

＝ lim
(ξ,η)→(０,０)

２f(ξ,η)＝２f(０,０)＝２．

６．答 　 应选C．

解 　 因为函数f(x,y)在点(１,１)处连续,且lim
x→１
y→１

f(x,y)－２x＋４y－１
x２＋y２－２x－２y＋３－１

＝２,所以

f(１,１)＝lim
x→１
y→１

f(x,y)＝lim
x→１
y→１

f(x,y)－２x＋４y－１－(－２x＋４y－１)[ ]＝０－１＝－１．

于是

　lim
x→１
y→１

f(x,y)－f(１,１)－ ２(x－１)－４(y－１)[ ]

(x－１)２＋(y－１)２

＝lim
x→１
y→１

f(x,y)－２x＋４y－１
(x－１)２＋(y－１)２

(x－１)２＋(y－１)２

＝lim
x→１
y→１

f(x,y)－２x＋４y－１
x２＋y２－２x－２y＋３－１

·lim
x→１
y→１

(x－１)２＋(y－１)２
２

＝２×０＝０,

即 f(x,y)－f(１,１)＝２(x－１)－４(y－１)＋o (x－１)２＋(y－１)２( )．

故f(x,y)在点(１,１)处可微,且dz
(１,１)

＝２dx－４dy．

７．答 　 应选D．

解 　 因为lim
x→０＋

x
１
２ １

x２＋x
＝lim

x→０＋

１
x＋１

＝１,lim
x→＋∞

x １
x２＋x

＝lim
x→＋∞

１

１＋１x

＝１,所

以反 常 积 分∫
１

０

１
x２＋x

dx 收 敛,反 常 积 分∫
＋∞

１

１
x２＋x

dx 发 散,从 而 反 常 积 分

∫
＋∞

０

１
x２＋x

dx发散．

因为lim
x→０＋

x
３
２ １

x３(x＋１)３
＝lim

x→０＋

１
(x＋１)３

＝１,lim
x→＋∞

x３ １
x３(x＋１)３

＝lim
x→＋∞

１

１＋１x
■

■
■

■

■
■

３
＝

１,所以反常积分∫
１

０

１
x３(x＋１)３

dx发散,反常积分∫
＋∞

１

１
x３(x＋１)３

dx收敛,从而反常积

分∫
＋∞

０

１
x３(x＋１)３

dx发散．

因为lim
x→０＋

x
２
３ １

３
x３＋x２

＝lim
x→０＋

１
３
x＋１

＝１,lim
x→＋∞

x １
３
x３＋x２

＝lim
x→＋∞

１
３

１＋１x

＝１,所以反
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常积分∫
１

０

１
３
x３＋x２

dx收敛,反常积分∫
＋∞

１

１
３
x３＋x２

dx发散,从而反常积分∫
＋∞

０

１
３
x３＋x２

dx

发散．

因为lim
x→０＋

x
１
２ １

x３＋x
＝lim

x→０＋

１
x２＋１

＝１,lim
x→＋∞

x
３
２ １

x３＋x
＝lim

x→＋∞

１

１＋１x２
＝１,所以反

常积分∫
１

０

１
x３＋x

dx与∫
＋∞

１

１
x３＋x

dx都收敛,从而反常积分∫
＋∞

０

１
x３＋x

dx收敛．

８．答 　 应选D．
解 　 将行列式按第１列拆项后,再提出前一个行列式第１列的公因子x,得

f(x)＝x

１ ３x＋２ ２x－１

２ ４x ３x＋１

７ １７x＋６ １２x－１
＋

０ ３x＋２ ２x－１

－１ ４x ３x＋１

－２ １７x＋６ １２x－１

．

对于右边第一个行列式,将第２行减去第１行的２倍,第３行减去第１行的７倍;对于右边

第二个行列式,将第３行减去第２行的２倍,得

f(x)＝x

１ ３x＋２ ２x－１

０ －２x－４ －x＋３

０ －４x－８ －２x＋６
＋

０ ３x＋２ ２x－１

－１ ４x ３x＋１

０ ９x＋６ ６x－３

＝x
－２x－４ －x＋３

－４x－８ －２x＋６
＋
３x＋２ ２x－１

９x＋６ ６x－３
≡０．

所以方程f(x)＝０的根有无穷多个．

９．答 　 应选B．

解 　 因为AB 的左上角有一个２阶子式
８ ２

２ ５
＝３６≠０,而

AB ＝

８ ２ －２

２ ５ ４

－２ ４ ５
＝

０ １８ １８

０ ９ ９

－２ ４ ５
＝０,

所以r(AB)＝２．
由于２＝r(AB)≤r(A)≤２,２＝r(AB)≤r(B)≤２,因此r(A)＝２,r(B)＝２．

１０．答 　 应选B．
解 　 因为r(A)＝４－１＝３,所以r(A∗)＝１,因此A∗x＝0的基础解系含３个线性无

关的解．
又因为A∗A＝ A E ＝O,所以A的列向量α１,α２,α３,α４ 均为A∗x＝0的解．

由于(０,１,－２,０)T是Ax＝0的解,因此(α１,α２,α３,α４)(０,１,－２,０)T＝0,即α２－２α３＝
0,所以排除A,C,D．
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二、填空题

１１．答 　 应填１
２．

解 　 利用右导数的定义．由于当x→０＋ 时,１－cos x～ １２
(x)２ ＝ １２x

,所以

f′＋(０)＝lim
x→０＋

f(x)－f(０)
x－０ ＝lim

x→０＋

１－ cosx
x(１－cos x)

＝２lim
x→０＋

１－cosx
x２(１＋ cosx)

＝ １２．

１２．答 　 应填６４πa
２

３ ．

解 　 利用公式:A ＝２π∫
α

β
y(θ) dx

dθ
■

■
■

■

■
■

２

＋ dy
dθ

■

■
■

■

■
■

２

dθ(β＜α),所求表面积为

A ＝２π∫
２π

０
a(１－cosθ)a２(１－cosθ)２＋a２sin２θdθ

＝２ ２πa２∫
２π

０
(１－cosθ)

３
２dθ＝２ ２πa２∫

π

－π
(１＋cosθ)

３
２dθ

＝４ ２πa２∫
π

０
(１＋cosθ)

３
２dθ＝１６πa２∫

π

０
cos３θ

２dθ

＝３２πa２∫
π
２

０
cos３tdt＝６４πa

２

３ ．

１３．答 　 应填１
２
(e－１－１)．

解 　 法一 　 使用分部积分法．

∫
１

０
f(x)dx＝∫

１

０∫
x

１
e－t２dt( )dx＝ x∫

x

１
e－t２dt( )

１

０
－∫

１

０
xe－x２dx

＝ １２∫
１

０
e－x２d(－x２)＝ １２

(e－１－１)．

法二 　 看作二次积分,交换积分次序．

∫
１

０
f(x)dx＝∫

１

０∫
x

１
e－t２dt( )dx＝－∫

１

０∫
１

x
e－t２dt( )dx

＝－∫
１

０
dx∫

１

x
e－y２dy＝－∫

１

０
dy∫

y

０
e－y２dx

＝－∫
１

０
ye－y２dy＝ １２∫

１

０
e－y２d(－y２)＝ １２

(e－１－１)．

-2

1

y=-x

x=1
y=x

y=x2-2

xO

y

D1
D2

１４．答 　 应填２
e．

解 　 这里,被积函数可分成两项:xey ＋x(ey －e－y),第一项关

于x是奇函数,第二项关于x,关于y都是奇函数．用直线y＝
－x将D 分成D１与D２两部分(见图),D１关于y轴对称,D２关

于x轴对称．根据二重积分的对称性,得

原式＝∬
D１＋D２

xeydxdy＋∬
D１＋D２

x(ey －e－y)dxdy＝∬
D２

xeydxdy
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＝∫
１

０
xdx∫

x

－x
eydy＝∫

１

０
x(ex －e－x)dx

＝ (x－１)ex
１

０
＋(x＋１)e－x

１

０
＝ ２e．

【注】　 本题也可直接化为先y后x 的二次积分,并利用定积分的对称性简化计算．

原式＝∫
１

－１
xdx∫

x

x２－２
(２ey －e－y)dy＝∫

１

－１
x (２ey ＋e－y)

y＝x

y＝x２－２[ ]dx

＝∫
１

－１
xexdx＋∫

１

－１
x(ex ＋e－x)dx－∫

１

－１
x(２ex

２－２＋e－x２＋２)dx

＝∫
１

－１
xexdx＝ (x－１)ex

１

－１
＝ ２e．

１５．答 　 应填１．

解 　 令G(x,y,z)＝F x＋z
y
,y＋z

x
■

■
■

■

■
■,则

G′x＝F′１－z
x２F′２,G′y＝－z

y２F′１＋F′２,G′z＝ １y
F′１＋１xF′２．

∂z
∂x＝－G′x

G′z ＝－
F′１－z

x２F′２

１
y
F′１＋１xF′２

＝
－xyF′１＋yz

xF′２

xF′１＋yF′２
,

∂z
∂y＝－G′y

G′z ＝－
－z
y２F′１＋F′２

１
y
F′１＋１xF′２

＝

xz
y

F′１－xyF′２

xF′１＋yF′２
．

故 ∂z
∂x (１,１)

＋∂z∂y (１,１)
＝ －F′１(３,３)＋２F′２(３,３)

F′１(３,３)＋F′２(３,３) ＋２F′１
(３,３)－F′２(３,３)

F′１(３,３)＋F′２(３,３)

＝F′１(３,３)＋F′２(３,３)
F′１(３,３)＋F′２(３,３)＝

１．

１６．答 　 应填４．

解 　A４１－A４２＋A４３ ＝

２ １ ０ －１

－１ ２ －５ ３

３ ０ a b

１ －１ １ ０

,原式变为

１０＝

２ １ ０ －１

－１ ２ －５ ３

３ ０ a b

１ －３ ５ ０

－

２ １ ０ －１

－１ ２ －５ ３

３ ０ a b

１ －１ １ ０

＝

２ １ ０ －１

－１ ２ －５ ３

３ ０ a b

０ －２ ４ ０

＝

０ ０ ０ －１

５ ５ －５ ３

３＋２b b a b

０ －２ ４ ０

＝

５ ５ －５

３＋２b b a

０ －２ ４
＝５

１ １ １

３＋２b b a＋２b

０ －２ ０
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＝１０(a－３)．
所以a＝４,b为任意实数．

三、解答题

１７．解 　 因为切线方程为y＝x－１,切点为(１,f(１)),所以f(１)＝０,f′(１)＝１．
……２分

对积分作变量代换,令u＝１＋ex －et,则du＝－etdt,所以

∫
x

０
etf(１＋ex －et)dt＝∫

ex

１
f(u)du．

根据等价无穷小替换,当x→０时,１＋３x２－１～ １２
(３x２),并利用洛必达法则及导数

f′(１)的定义,可得

　lim
x→０

∫
x

０
etf(１＋ex －et)dt

１－ １＋３x２
＝lim

x→０

∫
ex

１
f(u)du

－３２x
２

＝－２３limx→０

f(ex)ex
２x

＝－１３limx→０

f(ex)－f(１)
ex －１

·e
x －１
x ＝－１３f′

(１)＝－１３． ……１０分

１８．证 　 由于f(x)在x＝１处连续,且lim
x→１－

f(x)
ex －e＝０,因此f(１)＝lim

x→１－
f(x)＝０,且

f′(１)＝lim
x→１－

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１－

f(x)
x－１＝elim

x→１－

f(x)
ex －e＝０．

作多项式函数g(x)＝ax２＋bx＋c,使g(０)＝f(０)＝１,g(１)＝f(１)＝０,g′(１)＝

f′(１)＝０,即
c＝１,

a＋b＋c＝０,

２a＋b＝０,

■

■

■

■
■

■■

解之得

a＝１,

b＝－２,

c＝１,

■

■

■

■
■

■■

于是g(x)＝x２－２x＋１． ……６分

令φ(x)＝f(x)－g(x),则φ(x)在[０,１]上具有二阶导数,且φ(０)＝φ(１)＝０．由罗尔

定理知,存在η∈(０,１),使得φ′(η)＝０．又φ′(１)＝f′(１)－g′(１)＝０,再由罗尔定理知,

存在ξ∈ (η,１),使得φ″(ξ)＝０,即f″(ξ)＝２． ……１２分

１９．解 　(１)对所给等式两边关于x求导并整理,得

f′(x)＋f(x)＝e－xcosx,

这是关于f(x)的一阶线性微分方程,所以

f(x)＝e－∫dx∫e∫dxe－xcosxdx＋C１( )　　　　　　

＝e－x∫cosxdx＋C１( )＝e－x(sinx＋C１)．

由所给等式知f(０)＝０,代入上式得C１ ＝０．因此f(x)＝e－xsinx． ……４分

(２)注意到曲线y＝e－xsinx(x≥０)与x轴的交点为(nπ,０),n＝０,１,２,…,因此所求旋

转体体积为
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V ＝∑
∞

n＝０
π∫

(n＋１)π

nπ
(e－xsinx)２dx＝ π２∑

∞

n＝０∫
(n＋１)π

nπ
e－２x(１－cos２x)dx

＝ π４∑
∞

n＝０

[e－２nπ－e－２(n＋１)π]－π４∑
∞

n＝０∫
２(n＋１)π

２nπ
e－xcosxdx,

其中

∫e－xcosxdx＝e－xsinx＋∫e－xsinxdx＝e－xsinx－e－xcosx－∫e－xcosxdx

＝ １２e
－x(sinx－cosx)＋C２(C２ 为任意常数),

所以

∫
２(n＋１)π

２nπ
e－xcosxdx＝ １２e

－x(sinx－cosx)
２(n＋１)π

２nπ
＝ １２

[e－２nπ－e－２(n＋１)π]．

因此

V ＝ π８∑
∞

n＝０

[e－２nπ－e－２(n＋１)π]＝ π８． ……１２分

【注】　 这里,利用两种熟知的方法,易得S＝∑
∞

n＝０

[e－２nπ－e－２(n＋１)π]＝１．

法一 　 利用级数的和等于其部分和Sn 的极限,即S＝lim
n→∞

Sn:

S＝lim
n→∞∑

n

k＝０

[e－２kπ－e－２(k＋１)π]＝１－lim
n→∞
e－２(n＋１)π ＝１．

法二 　 利用几何级数的结论:∑
∞

n＝０
rn ＝ １

１－r
(r ＜１),得

S＝ (１－e－２π)∑
∞

n＝０
e－２nπ ＝ (１－e－２π) １

１－e－２π ＝１．

２０．解 　 根据复合函数求偏导法则,得

∂f
∂x＝g′１＋g′２u′１,∂f∂y＝g′２(－u′１＋３u′２),

∂２f
∂x２ ＝g″１１＋g″１２u′１＋(g″２１＋g″２２u′１)u′１＋g′２u″１１,

∂２f
∂x∂y＝g″１２(－u′１＋３u′２)＋g″２２(－u′１＋３u′２)u′１＋g′２(－u″１１＋３u″１２),

∂２f
∂y２ ＝g″２２(－u′１＋３u′２)２＋g′２(u″１１－６u″１２＋９u″２２)． ……１０分

根据题设条件,知g′１(０,１)＝g′２(０,１)＝０及u′１(０,０)＝u′２(０,０)＝０．代入上面各式,得

∂２f
∂x２ (０,０)

＝g″１１(０,１),∂
２f

∂x∂y (０,０)
＝０,∂

２f
∂y２ (０,０)

＝０． ……１２分

２１．证 　(１)令φ(x)＝x２ f(x)－１[ ],则φ(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,且由

f(a)＝f(b)＝１得,φ(a)＝φ(b)＝０．由罗尔定理知,存在x０∈(a,b),使得φ′(x０)＝０,即

２x０ f(x０)－１[ ]＋x２０f′(x０)＝０．由b＞a＞０得,x０ ≠０,故x０f′(x０)＋２f(x０)＝２．
……６分
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(２)令F(x)＝e－xf(x),G(x)＝ex,则F(x)与G(x)均在[a,b]上连续,在(a,b)内可导．
由拉格朗日中值定理知,存在η,ξ∈ (a,b),使得

F′(η)＝
F(b)－F(a)

b－a
,G′(ξ)＝

G(b)－G(a)
b－a

,

即 e－η f′(η)－f(η)[ ]＝e
－bf(b)－e－af(a)

b－a
,eξ ＝e

b－ea
b－a ．

由于f(a)＝f(b)＝１,故

e－η f′(η)－f(η)[ ]＝e
－b－e－a

b－a ＝－ eb－ea
ea＋b(b－a)＝－ e

ξ

ea＋b
,

即 ea＋b－ξ－η f(η)－f′(η)[ ]＝１． ……１２分

２２．(１)证 　 设A,B的特征值均为λ１,λ２,…,λn,则存在可逆矩阵P１,P２,使得

P－１
１AP１ ＝

λ１
λ２

⋱
λn

■

■

■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■■

,P－１
２BP２ ＝

λ１
λ２

⋱
λn

■

■

■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■■

,

所以P－１
１AP１＝P－１

２BP２,即(P１P－１
２ )－１A(P１P－１

２ )＝B．令Q＝P１P－１
２ ,则Q－１AQ ＝B,即A

与B相似． ……５分

(２)解 　 易知A,B的特征值都为λ１ ＝λ２ ＝１,λ３ ＝－１．
对于λ１＝λ２＝１,求解方程组(E－A)x＝0,得A的对应于λ１＝λ２＝１的两个线性无关

的特征向量α１ ＝ (０,１,０)T,α２ ＝ (１,０,１)T;

求解方程组(E－B)x＝0,得B的对应于λ１ ＝λ２ ＝１的两个线性无关的特征向量β１ ＝
(１,０,０)T,β２ ＝ (０,１,－１)T．
对于λ３＝－１,求解方程组(E＋A)x＝0,得A的对应于λ３＝－１的特征向量α３＝(－１,

０,１)T;

求解方程组(E＋B)x＝0,得B的对应于λ３ ＝－１的特征向量β３ ＝ (０,１,１)T．
令P１ ＝ (α１,α２,α３),P２ ＝ (β１,β２,β３),则

P－１
１AP１ ＝

１
１

－１

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
,P－１

２BP２ ＝

１
１

－１

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
．

再令Q＝P１P－１
２ ,则

Q＝

０ １ －１
１ ０ ０
０ １ １

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■

１ ０ ０
０ １ １
０ －１ １

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■

－１

＝

０ ０ －１
１ ０ ０
０ １ ０

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
,

且使得Q－１AQ ＝B． ……１２分
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数学(二)预测卷(二)试题答案及评分参考

一、选择题

１．答 　 应选A．

解 　 先求极限lim
n→∞

un

１
n

,再根据极限值直接判断．利用等价无穷小替换和泰勒公式,当

n→ ∞ 时,有

enln １＋１n( )－１－１～nln１＋１n
■

■
■

■

■
■－１＝n １

n － １
２n２＋o １

n２
■

■
■

■

■
■[ ]－１＝－１２n＋o １

n
■

■
■

■

■
■,

所以

lim
n→∞

１＋１n
■

■
■

■

■
■

n

－e

１
n

＝elim
n→∞

enln １＋１n( )－１－１
１
n

＝－e２＋elim
n→∞

o １
n

■

■
■

■

■
■

１
n

＝－e２
,

因此当n→ ∞ 时,un 与１
n

是同阶但非等价无穷小．

２．答 　 应选D．
解 　 利用排除法．对于选项A,B,C,易知f(x)在x＝０处连续,并且可用间接展开法将

f(x)分别展开成幂级数:

f(x)＝∑
∞

n＝０

xn

(n＋２)!
,－∞ ＜x＜＋∞;

f(x)＝∑
∞

n＝０

(－１)n
n＋２

xn,－１＜x≤１;

f(x)＝∑
∞

n＝０

(－１)n
(２n＋２)!

x２n,－∞ ＜x＜＋∞．

根据幂级数的性质可知,这些函数f(x)在相应的收敛域内任意阶可导,故由二阶导数

f″(０)存在可知,导函数f′(x)在点x＝０处是连续的,可排除选项A,B,C．
【注】　 对于选项D,可直接分析并判断正确与否．首先,由导数定义可知

f′(０)＝lim
x→０

f(x)－f(０)
x－０ ＝lim

x→０
x
２
３sin１x ＝０;

另一方面,当x≠０时,有

f′(x)＝ ５３x
２
３sin１x －x－１３cos１x．

因为lim
x→０

f′(x)不存在,所以f′(x)在点x＝０处不连续．
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３．答 　 应选C．
解 　 令f(x)＝２x －x３－１,则

f′(x)＝２xln２－３x２,f″(x)＝２x(ln２)２－６x,f‴(x)＝２x(ln２)３－６．
由于f‴(x)有且只有１个零点,故由罗尔定理知,f″(x)至多有２个零点．同理,f′(x)至多

有３个零点,f(x)至多有４个零点．由于

f(－１)＝ １２ ＞０
,f －１２

■

■
■

■

■
■＝ ２
２＋１８－１＜０,f(２)＝－５＜０,f(１０)＝２３＞０,

故由零点定理知,函数f(x)在区间 －１,－１２
■

■
■

■

■
■与(２,１０)内分别至少有１个零点．又显然

f(０)＝f(１)＝０,故f(x)至少有４个零点．综上,得f(x)有４个零点,即方程２x ＝x３＋
１有４个实根．

４．答 　 应选D．

解 　 由于f(x)＝∫
x

１
e－t４dt,故f′(x)＝ １

２ x
e－x２,f(１)＝０．于是

　∫
１

０
f(x)xdx＝ ２３∫

１

０
f(x)d(x

３
２)＝ ２３x

３
２f(x)

１

０
－２３∫

１

０
x
３
２f′(x)dx

＝－１３∫
１

０
xe－x２dx＝ １６∫

１

０
e－x２d(－x２)＝ １６e

－x２
１

０
＝ １６

(e－１－１)．

５．答 　 应选B．

解　对任意t∈(０,＋∞),t３－３t２＋３t＝t(t２－３t＋３)≠０,所以 １
t３－３t２＋３t

在(０,＋∞)

上连续,因此f(x)在(０,＋∞)上具有二阶连续导数,且

f′(x)＝２x∫
x

１

dt
t３－３t２＋３t＋ x２

x３－３x２＋３x＝２f
(x)
x ＋ x

x２－３x＋３
,

将x＝１代入上式,并注意到f(１)＝０,得f′(１)＝１．再对上式两边关于x求导,得

f″(x)＝２xf′
(x)－f(x)

x２ ＋
(x２－３x＋３)－x(２x－３)

(x２－３x＋３)２

＝２xf′
(x)－f(x)

x２ ＋ ３－x２
(x２－３x＋３)２

,

再将x＝１,f(１)＝０,f′(１)＝１代入上式,得f″(１)＝４．

６．答 　 应选A．
解 　 原方程是一阶线性微分方程,其通解为

f(x)＝e－∫(－２)dx∫e２x·e∫(－２)dxdx＋C[ ]＝e２x(x＋C)．

又f(０)＝０,故C＝０,从而f(x)＝xe２x．于是

∫
０

－∞
f(x)dx＝∫

０

－∞
xe２xdx＝ １２∫

０

－∞
xd(e２x)　　　　　

＝ １２xe２x
０

－∞
－１２∫

０

－∞
e２xdx＝－１４．
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７．答 　 应选B．
解 　 利用二阶常系数线性微分方程解的结构与性质求解．
因为齐次方程y″＋ay′＋by＝０有两个线性无关的解y１＝e－２x,y２＝ex,所以相应的特征

方程为(r＋２)(r－１)＝０,即r２＋r－２＝０,因此方程的系数a＝１,b＝－２．
另一方面,y＝x２ex 是方程y″＋y′－２y＝ (Ax＋B)ex 的解,代入该方程,得

y″＋y′－２y＝ (６x＋２)ex ＝ (Ax＋B)ex,

比较系数,得A ＝６,B＝２．
【注】　本题也可直接将y∗ 的表达式代入所给微分方程,通过比较系数得到关于a,b,A,

B 的线性方程组并求解．

８．答 　 应选C．
解 　 法一 　 因为a２＋b２＋c２ ＝１,所以a,b,c不全为零,不妨设a≠０．注意到A的右下

角的２阶子式
１－b２ －bc

－bc １－c２
＝ (１－b２)(１－c２)－b２c２ ＝a２ ≠０,所以r(A)≥２．

另一方面,对A进行初等行变换:将第一行乘以a,再将第二行的b倍与第三行的c倍都加

到第一行,得

A→

a(b２＋c２) －a２b －a２c

－ab a２＋c２ －bc

－ac －bc a２＋b２

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
→

０ ０ ０

－ab a２＋c２ －bc

－ac －bc a２＋b２

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
,

所以r(A)≤２．因此r(A)＝２．
法二 　 因为a２＋b２＋c２ ＝１,所以a,b,c不全为零,令ξ＝ (a,b,c)T,则ξ≠0,且

Aξ＝

１－a２ －ab －ac

－ab １－b２ －bc

－ac －bc １－c２

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■

a

b

c

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
＝0,

即０是A的一个特征值,所以 A ＝０,表明r(A)≤２．
另一方面,注意到A＝E－ξξT,即E＝A＋ξξT,所以

３＝r(A＋ξξT)≤r(A)＋r(ξξT)≤r(A)＋r(ξ)＝r(A)＋１,

即r(A)≥２．因此r(A)＝２．

９．答 　 应选A．
解 　 对矩阵A进行初等列变换(将第i列的k倍加到第j列),得

A→ (α＋β,β－α,γ－β)→ (α,２β,γ),

所以 α,２β,γ ＝ A ＝２,α,β,γ ＝１．
再对矩阵B进行初等列变换(将第i列的k倍加到第j列),得

B→ (α＋２β,β－４α,γ＋２α)→ (９α,β,γ),

所以 B ＝ ９α,β,γ ＝９α,β,γ ＝９．这表明B是可逆矩阵,因此B∗ 是可逆矩阵．
根据克拉默法则知,方程组B∗x＝β有唯一解．
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１０．答 　 应选C．
解 　 首先注意对于任意的实矩阵A,有r(ATA)＝r(A)成立．
若f(x１,x２,x３)＝xT(ATA)x为正定的,则二次型矩阵ATA的特征值均为正,从而为可逆

矩阵,故r(ATA)＝３．
另外,若r(ATA)＝r(A)＝３,则对任意的３维列向量x ≠0,有 Ax ≠0,从而

f(x１,x２,x３)＝xT(ATA)x＝ (Ax)T(Ax)＞０,故二次型为正定的．
【注】　 考核点为二次型,矩阵的秩等．注意对于一般的二次型xTAx,若正定,必有其矩

阵A可逆,但当矩阵A可逆时,二次型xTAx不一定正定．例如A＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ －１

■

■

■
■
■

■

■

■
■
■
为可逆

矩阵,但二次型f(x１,x２,x３)＝xTAx＝x２１＋x２２－x２３ 不是正定的．
下面证明r(ATA)＝r(A),只要证明方程组ATAx＝0与Ax＝0同解即可．一方面,若

α是方程组Ax＝0的解,则Aα＝0,于是ATAα＝0,故α是方程组ATAx＝0的解;另

一方面,若α是方程组ATAx＝0的解,则ATAα＝0,于是αTATAα＝０,即(Aα)TAα＝
０,从而Aα ＝0,即α是方程组Ax＝0的解．

二、填空题

１１．答 　 应填－４２７．

解 　 因为f′(x)＝ １
φ′(y)

,所以f′(x)φ′(y)＝１．两边关于x求导,得

f″(x)φ′(y)＋φ″(y)[f′(x)]２ ＝０．

注意到x＝１时,y＝２,可得φ′(２)＝
１

f′(１)＝
１
３．再将x＝１,y＝２代入上式,得

f″(１)φ′(２)＋φ″(２)[f′(１)]２ ＝０,即４３＋９φ″(２)＝０,

所以φ″(２)＝－４２７．

１２．答 　 应填１
３．

解 　 lim
n→∞

１
n３lnf(１)f(２)…f(n)[ ]＝lim

n→∞

∑
n

i＝１
lnf(i)

n３ ＝lim
n→∞

∑
n

i＝１
i２

n３

＝lim
n→∞

１
n∑

n

i＝１

i
n

■

■
■

■

■
■

２

＝∫
１

０
x２dx＝ １３．
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