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考研数学命题人终极预测卷(一)

一、选择题

１．【答案】　A
【分析】　 关于函数性质的几个已知结论:

① 若g(x)在(－∞,＋∞)上连续且为奇函数,则G(x)＝∫
x

０
g(t)dt在(－∞,＋∞)上为偶函数;

② 若g(x)在(－∞,＋∞)上连续,则G(x)＝∫
x

０
g(t)dt在(－∞,＋∞)上可导,且G′(x)＝g(x);

③ 若g(x)在(－∞,＋∞)上连续且以T 为周期,则对任意实数a,∫
T＋a

a
g(x)dx＝∫

T

０
g(x)dx;

④ 若g(x)在(－∞,＋∞)上连续且以T 为周期,则∫
x

０
g(t)dt以T 为周期 ⇔∫

T

０
g(t)dt＝０．

对于本题,g(x)＝sin２n＋１x在(－∞,＋∞)上为连续的奇函数,且以２π为周期,由 ① 知G(x)为偶函

数,故在(－∞,＋∞)上无单调性,可排除选项B,C,D．此外,由于∫
２π

０
sin２n＋１xdx＝∫

π

－π
sin２n＋１xdx＝０,

因此G(x)是以２π为周期的函数．
应选A．

２．【答案】　B
【分析】　 显然,f(x)为偶函数,故只需考虑f(x)在点x＝１处的左、右极限与左、右导数．因为

f(１－０)＝lim
x→１－

f(x)＝lim
x→１－

(x２＋e
１

x２－１ ) ＝１,

f(１＋０)＝lim
x→１＋

f(x)＝lim
x→１＋

ax２＋b＋ １πcos
π
２x( )＝a＋b,

所以a＋b＝１,从而有f(１)＝１．又因为

f′－(１)＝lim
x→１－

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１－

x２＋e
１

x２－１ －１
x－１ ＝２,

f′＋(１)＝lim
x→１＋

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１＋

ax２＋b＋ １πcos
π
２x－１

x－１ ＝２a－ １２
,

所以２a－ １２ ＝２,解得a＝ ５
４．再由a＋b＝１,可得b＝－ １４．应选B．

３．【答案】　C
【分析】　 将方程变形为

(x＋１)f″(x)＋x(x＋１)f′(x)＝ (x＋１)ln(１＋x)－arctanx,

令g(x)＝ (x＋１)ln(１＋x)－arctanx,x∈ [０,＋∞),则

g′(x)＝ln(１＋x)＋１－ １
１＋x２ ＝ln(１＋x)＋ x２

１＋x２ ＞０
(x＞０),

所以当x＞０时,g(x)单调增加,有g(x)＞g(０)＝０,又由f(x)有驻点x＝x０＞０,可知f′(x０)＝０,

从而

(x０＋１)f″(x０)＞０,f″(x０)＞０,

故x＝x０ 是f(x)的极小值点．应选C．

参考答案与分析　卷(一)
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４．【答案】　D
【分析】　 首先,直接利用sinx的麦克劳林公式,得

xsinx＝x x－x３
６ ＋o(x３)[ ]＝x２－x４

６ ＋o(x４),

其中o(x３)是当x→０时x３ 的高阶无穷小．又因为

１＋x２
１＋x＋x２ ＝１－ x

１＋x＋x２ ＝１－x(１－x)
１－x３

,

而 １
１－x３ ＝１＋x３＋o(x３),所以

１＋x２
１＋x＋x２ ＝１－x(１－x)[１＋x３＋o(x３)]

＝１－x＋x２－x４＋o(x４)．
因此

f(x)＝ x２－x４
６ ＋o(x４)[ ]－[１－x＋x２－x４＋o(x４)]

＝－１＋x＋ ５６x４＋o(x４)．

则方幂x４ 的系数为５
６．应选D．

５．【答案】　D
【分析】　 由f(x,y,z)＝ex＋y＋z －３xyz,得

∂f
∂x＝ex＋y＋z １＋∂z∂x( )－３yz－３xy∂z∂x． (*)

再将方程z３＋xy＋yz＋xz＝１两边关于x求偏导,得

３z２∂z∂x＋y＋y∂z∂x＋z＋x∂z∂x＝０．

将点(０,０,１)的坐标代入上式,可得∂z
∂x (０,０,１)

＝－ １３．再一并代入(*)式,得

∂f
∂x (０,０,１)

＝２e３．

应选D．

６．【答案】　B

【分析】　 利用函数的可微分与偏导数的关系知,∂f
∂x
,∂f
∂y

在第一象限必定存在,且∂f
∂x ＝ x＋ay

(x＋y)２
,

∂f
∂y＝ y

(x＋y)２
,故

∂２f
∂x∂y＝a(x＋y)２－２(x＋ay)(x＋y)

(x＋y)４ ＝
(a－２)x－ay
(x＋y)３

,

∂２f
∂y∂x＝ －２y

(x＋y)３
．

因为∂
２f
∂x∂y

与∂
２f
∂y∂x

在第一象限连续,所以∂
２f
∂x∂y＝ ∂２f

∂y∂x
,得(a－２)x－ay ＝－２y,即

(a－２)(x－y)＝０．
因此a＝２．应选B．

７．【答案】　C
【分析】　这是计算先y后x的二次积分,考虑拆分成两项,第一项直接计算,第二项交换积分次序,化

为先x后y 的二次积分．

考研数学命题人终极预测8套卷　·　数学二　·　高分版
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I＝∫
１

０
dx∫

１

x２
dy＋∫

１

０

y
１＋y３

dy∫
y

０
xdx

＝∫
１

０
(１－x２)dx＋ １２∫

１

０

y２

１＋y３
dy

＝ ２
３ ＋ １３

(１＋y３)
１
２

１

０
＝ １
３
(２＋１)．

应选C．

８．【答案】　D
【分析】　 记A３j 是A 的第３行第j列元素的代数余子式,则A３j ＝(－１)３＋jM３j(j＝１,２,３,４)．对A的

第１行元素利用代数余子式的性质,得

A３１－３A３２＋A３３－２A３４ ＝０,

即

M３１＋３M３２＋M３３＋２M３４ ＝０,

所以

M３１＋３M３２－２M３３＋２M３４ ＝－３M３３ ＝－３

１ －３ －２

２ －５ －２

－３ ９ ７
＝－３．

应选D．

９．【答案】　C

【分析】　 由Am ＝O,可得|A|m ＝|Am|＝０,故|A|＝
a b

c d
＝ad－bc＝０,即ad ＝bc．

A２ ＝
a b

c d
■

■
■

■

■
■

a b

c d
■

■
■

■

■
■＝

a２＋bc b(a＋d)

c(a＋d) d２＋bc
■

■
■

■

■
■＝

a(a＋d) b(a＋d)

c(a＋d) d(a＋d)
■

■
■

■

■
■＝ (a＋d)A,

Am ＝ (a＋d)m－１A＝O,必有a＋d＝０．应选C．

１０．【答案】　A
【分析】　因为A有三个线性无关的特征向量,所以A可相似于对角矩阵,对应于特征值λ＝２有两个

线性无关的特征向量,因此r(２E－A)＝３－２＝１．利用初等行变换,得

２E－A＝

１ ２ －２

－a －２ －b

３ ６ －６

■

■

■
■■

■

■

■
■■
→

１ ２ －２

０ ２a－２ －２a－b

０ ０ ０

■

■

■
■■

■

■

■
■■
,

所以２a－２＝０,－２a－b＝０,解得a＝１,b＝－２．应选A．
二、填空题

１１．【答案】　

１
２
(２xex

２－１－１), x＜１,

１
１＋x２

, x≥１

■

■

■

■
■

■■

【分析】　 当x＜１时,f′(x)＝ １
２
(２xex

２－１－１);当x＞１时,f′(x)＝ １
１＋x２

;当x＝１时,因为

f′－(１)＝lim
x→１－

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１－

１
２
(ex

２－１－x＋π)－ π２
x－１ ＝ １

２
,

f′＋(１)＝lim
x→１＋

f(x)－f(１)
x－１ ＝lim

x→１＋

π
４ ＋arctanx－ π２

x－１ ＝ １
２
,

参考答案与分析　卷(一)
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且f′－(１)＝f′＋(１)＝ １
２
,所以f′(１)＝ １

２．因此

f′(x)＝

１
２
(２xex

２－１－１), x＜１,

１
１＋x２

, x≥１．

■

■

■

■
■

■■

１２．【答案】　 ３２
【分析】　 根据复合函数求导法则,由f′(x)＝ (５－y)yk 可得

f″(x)＝ d
dy
[(５－y)yk]dy

dx＝ (５k－ky－y)(５－y)y２k－１．

将x＝x０ 代入上式,并注意到y x＝x０
＝３,且f″(x０)＝０,得

２(５k－３k－３)３２k－１ ＝０,

解得k＝ ３
２．

１３．【答案】　 π３

【分析】　 作变量代换:x＝ １
t
,则I＝∫

＋∞

０

dx
１＋x６ ＝∫

＋∞

０

t４dt
１＋t６

,所以

I＝ １
２∫

＋∞

０

１＋x４
１＋x６dx＝ １

２∫
＋∞

０

１－x２＋x４
(１＋x２)(１－x２＋x４)dx＋ １２∫

＋∞

０

x２
１＋x６dx

＝ １
２∫

＋∞

０

dx
１＋x２＋ １６∫

＋∞

０

d(x３)
１＋x６

＝ １
２arctanx

＋∞

０
＋ １６arctanx３

＋∞

０
＝ π
４ ＋ π１２＝ π

３．

１４．【答案】　 (x－２)y
【分析】　 直接求偏导数,再代入所给表达式并化简．

∂f
∂x＝－２y

３

x３ ＋ylnx＋x＋２
x y,∂f∂y＝３y

２

x２ ＋(x＋２)lnx,

∂２f
∂x２ ＝６y

３

x４ ＋ y
x －２yx２,

∂２f
∂y２ ＝６yx２,

所以

x２∂
２f
∂x２－y２∂

２f
∂y２ ＝x２ ６y

３

x４ ＋ y
x －２yx２( )－y２·６yx２ ＝ (x－２)y．

１５．【答案】　ex

【分析】　 对于y′－３y＝－２ex,其通解为

y＝e－∫(－３)dx∫(－２ex)e∫(－３)dxdx＋C[ ]

＝e３x －２∫e－２xdx＋C( )
＝e３x(e－２x ＋C)＝ex ＋Ce３x．

代入方程y″＋y＝２ex 并整理,得

２ex ＋１０Ce３x ＝２ex．

比较等式两边的系数,得C＝０．故所求函数f(x)＝ex．

考研数学命题人终极预测8套卷　·　数学二　·　高分版
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１６．【答案】　k(１,２,３,４)T＋(１,１,１,１)T,其中k为任意常数

【分析】　 根据题设条件知,r(A)＝３,所以齐次方程组Ax＝０的基础解系含一个非零解．又由α１＋

２α２＋３α３＋４α４ ＝０可知,(１,２,３,４)T 是Ax ＝０的一个非零解,由β＝α１＋α２＋α３＋α４ 可知,

(１,１,１,１)T 是Ax＝β的一个解,因此Ax＝β的通解为k(１,２,３,４)T＋(１,１,１,１)T,其中k为任意常数．

三、解答题

１７．【解】　lim
n→∞

１
n∏

n

i＝１

(n＋i)
１
n ＝lim

n→∞
１＋ １n( ) １＋ ２n( )… １＋ n

n( )[ ]
１
n

＝lim
n→∞
e
１
n∑

n

i＝１
ln(１＋i

n )

＝e
lim
n→∞

１
n∑

n

i＝１
ln(１＋i

n ) ＝e∫
１
０
ln(１＋x)dx

＝e２ln２－１ ＝ ４
e
,

其中

∫
１

０
ln(１＋x)dx＝xln(１＋x)

１

０
－∫

１

０

x
１＋xdx＝ln２－∫

１

０
１－ １
１＋x( )dx

＝ln２－ x－ln(１＋x)[ ]
１

０
＝２ln２－１．

１８．【解】　 对方程 x＋ y＝１两边关于x求导数,得１
２x－１２ ＋ １２y－１２y′＝０,所以y′＝－ y

x( )
１
２
．

在曲线L上任取一点(u,v),则L在该点的切线斜率为y′
y＝v
x＝u ＝－ v

u( )
１
２,切线方程为

y－v＝－ v
u( )

１
２(x－u)．

欲使所得体积最小,等价于切线与两坐标轴围成的图形绕x轴旋转一周所得圆锥体的体积V 最大．

分别令y＝０,x＝０,并注意到u
１
２ ＋v

１
２ ＝１,可得切线在x轴与y轴上的截距分别为x＝u

１
２,y＝

v
１
２．所以

V ＝ π
３
(v
１
２)２u

１
２ ＝ π

３
(v－v

３
２)．

令dV
dv＝ π

３ １－ ３２v
１
２( )＝０,得唯一驻点v０ ＝ ４

９．由于d
２V
dv２ v＝v０

＝－π４v
－１２０ ＝－３π８ ＜０

,因此V 在

v＝v０ 处取得最大值V０ ＝ π
３
(v０－v

３
２
０ )＝４π８１．

因此,切点P 的横坐标为u０ ＝ (１－ v０)２ ＝ １
９
,于是点P 的坐标为(u０,v０)＝ １

９
,４
９( )．

注意到L的方程为y ＝ (１－ x)２,０≤x≤１,故所求最小体积为

Vmin ＝π∫
１

０
(１－ x)４dx－V０

t＝１－ x
======２π∫

１

０
t４(１－t)dt－４π８１　

＝ π
１５－４π８１＝ ７π

４０５．

y

xa

(a,a)

O

y

a
y+dy

１９．【解】　(１)以缸底中心为原点,对称轴为y轴在轴截面上建立如图所示的

平面直角坐标系,则可设缸内表面(旋转抛物面)是由抛物线y＝kx２ 绕y

轴旋转而成的．根据题意,y
x＝a

＝a,故k＝ １
a
,即抛物线方程为y ＝

１
ax２．于是,缸的容积为

参考答案与分析　卷(一)
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V ＝π∫
a

０
x２dy＝π∫

a

０
aydy＝πa

３

２
(立方米)．

因此,若以每秒Q立方米的速率将缸中的水全部抽出,则需要的时间为t＝ V
Q ＝

πa３
２
Q ＝πa

３

２Q
(秒)．

(２)取y为积分变量,其取值范围为[０,a]．在y轴上的区间[０,a]内任取一个典型小区间[y,y＋dy],

相应于该典型小区间的功的微元为

dW ＝ρgπx２dy·(a－y)＝ρgπay(a－y)dy＝ρgπa(ay－y２)dy．

于是,所求功为

W ＝∫
a

０
ρgπa(ay－y２)dy＝ρgπa

１
２ay

２－ １３y３( )
a

０
＝ １
６ρgπa

４(焦耳)．

２０．【解】　记x＝uv,y＝ １
２
(u２－v２),则g(u,v)是以x,y为中间变量,以u,v为自变量的复合函数．利

用复合函数求偏导数法则,得

∂g
∂u＝v∂f∂x＋u∂f∂y

,∂g
∂v＝u∂f∂x－v∂f∂y

．

代入等式a ∂g
∂u( )

２

－b ∂g∂v( )
２

＝u２＋v２ 并整理,得

(av２－bu２)∂f∂x( )
２

＋２(a＋b)uv∂f∂x
·∂f
∂y＋(au２－bv２)∂f∂y( )

２

＝u２＋v２．

再将 ∂f
∂y( )

２

＝４－ ∂f
∂x( )

２
代入上式并整理,得

(a＋b)(v２－u２)∂f∂x( )
２

＋２(a＋b)uv∂f∂x
·∂f
∂y＝ (１－４a)u２＋(１＋４b)v２．

比较恒等式两边的系数,得

a＋b＝０,

１－４a＝０,

１＋４b＝０,

■

■

■

■■

■■
解得a＝ １

４
,b＝－ １４．

２１．【解】　(１)根据题设条件及曲率半径公式,函数y＝f(x)满足

[１＋(y′)２]３
－y″ ＝１,

即

－y″＝ [１＋(y′)２]３．
这是既不显含x,又不显含y的二阶微分方程,现将它视为不显含x来求解．

令y′＝p,则y″＝dpdx
,代入方程,化为－dpdx＝ (１＋p２)

３
２,解得－ p

１＋p２
＝x＋C．由f′(１)＝

０,即p(１)＝０,得C＝－１,从而,有

y′＝p＝－ x－１
１－(x－１)２

．

两边积分,得y＝ １－(x－１)２＋C１,由f(０)＝０,得C１ ＝０,所以y＝ ２x－x２,即

f(x)＝ ２x－x２．

(２)法一 　 利用直角坐标计算．因为积分区域D: ２x－x２ ≤y≤２,０≤x≤２,所以

∬
D

xydxdy＝∫
２

０
xdx∫

２

２x－x２
ydy＝ １

２∫
２

０
x(４－２x＋x２)dx＝１０３．

考研数学命题人终极预测8套卷　·　数学二　·　高分版
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法二 　 利用二重积分对积分区域的可加性．记D１ 是由曲线y＝ ２x－x２ 及x轴围成的区域,则

∬
D

xydxdy＝∬
D＋D１

xydxdy－∬
D１

xydxdy．

对上述右端两项分别利用直角坐标和极坐标计算:

∬
D＋D１

xydxdy＝∫
２

０
xdx∫

２

０
ydy＝４,

∬
D１

xydxdy＝∫
π
２

０
cosθsinθdθ∫

２cosθ

０
r３dr＝４∫

π
２

０
cos５θsinθdθ

＝－ ２３cos
６θ

π
２

０
＝ ２
３
,

因此∬
D

xydxdy＝４－ ２３ ＝１０３．

２２．【解】　(１)二次型f(x１,x２,x３)＝(x１－x３)２＋x２２＋x２３,令y１ ＝x１－x３,y２ ＝x２,y３ ＝x３,即x１ ＝

y１＋y３,x２ ＝y２,x３ ＝y３,则

f＝y２１＋y２２＋y２３．
将上述变换用矩阵表示为x＝Cy,即

x１
x２
x３

■

■

■
■■

■

■

■
■■
＝

１ ０ １

０ １ ０

０ ０ １

■

■

■
■■

■

■

■
■■

y１

y２

y３

■

■

■
■■

■

■

■
■■
,

显然,C是可逆矩阵,所以合同变换x＝Cy可将f(x１,x２,x３)化为标准形f＝y２１＋y２２＋y２３．
进一步,若记f(x１,x２,x３)的矩阵为A,则CTAC ＝E．
(２)直接计算,得

CTBC ＝

１ ０ １

０ １ ０

０ ０ １

■

■

■
■■

■

■

■
■■

T １ －１ －１

－１ ０ ０

－１ ０ ２

■

■

■
■■

■

■

■
■■

１ ０ １

０ １ ０

０ ０ １

■

■

■
■■

■

■

■
■■
＝

１ －１ ０

－１ ０ －１

０ －１ １

■

■

■
■■

■

■

■
■■
．

易知,CTBC 的特征值为１,２,－１,相应的特征向量分别为(１,０,－１)T,(１,－１,１)T,(１,２,１)T．将它

们单位化后记为ξ１,ξ２,ξ３．最后,取正交矩阵Q＝ (ξ１,ξ２,ξ３),则

Q＝

１
２

１
３

１
６

０ － １
３

２
６

－ １
２

１
３

１
６

■

■

■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■

,且QT(CTBC)Q＝

１ ０ ０

０ ２ ０

０ ０ －１

■

■

■
■■

■

■

■
■■
．

(３)根据上述结果,令

T＝CQ ＝

０ ２
３

２
６

０ － １
３

２
６

－ １
２

１
３

１
６

■

■

■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■

,

则T是可逆矩阵,且TTAT ＝E,TTBT ＝

１ ０ ０

０ ２ ０

０ ０ －１

■

■

■
■■

■

■

■
■■
,即合同变换x＝Ty 可将f(x１,x２,x３)与

参考答案与分析　卷(一)
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g(x１,x２,x３)同时化为标准形

f＝y２１＋y２２＋y２３,g＝y２１＋２y２２－y２３．

考研数学命题人终极预测卷(二)

一、选择题

１．【答案】　D
【分析】　 显然,f(x)在(－∞,＋∞)上处处连续,只需考虑f(x)在x＝１的某个去心邻域(１－δ,１)∪
(１,１＋δ)内的一阶导数f′(x)、二阶导数f″(x)的变化情形,其中０＜δ＜１．易知

f′(x)＝

π
２cos

π
２x＞０, １－δ＜x＜１,

－ １
２ x－１

＜０, １＜x＜１＋δ,

■

■

■

■
■

■■

f″(x)＝
－π

２

４sin
π
２x＜０, １－δ＜x＜１,

１
４ (x－１)３

＞０, １＜x＜１＋δ,

■

■

■

■
■

■■

所以点x＝１是f(x)的一个极大值点,且点(１,２)是曲线y＝f(x)的一个拐点．应选D．

２．【答案】　B

【分析】　 当０≤x＜２时,f(x)＝lim
n→∞

x２ x
２( )

n

３

１＋ x
２( )

３n
＝０;

当x＞２时,f(x)＝lim
n→∞

x２
３

１＋ ２
x( )

３n
＝x２;当x＝２时,f(２)＝ ４

３
２
．因此

f′(x)＝
０, ０＜x＜２,

２x, x＞２．{
因为f(x)在点x＝２处不连续,所以f′(２)不存在．又因为f′－(２)＝０,f′＋(２)＝４,所以x＝２是

f′(x)的跳跃间断点,则f′(x)在(０,＋∞)上有一个跳跃间断点．应选B．

３．【答案】　C

【分析】　 不等式２x＋a
x４ ≥５(x＞０)等价于a≥５x４－２x５(x＞０)．令f(x)＝５x４－２x５(x＞０),

则 f′(x)＝２０x３－１０x４ ＝－１０x３(x－２),

f″(x)＝６０x２－４０x３ ＝２０x２(３－２x)．
令f′(x)＝０,得函数f(x)在(０,＋∞)内的唯一驻点x＝２．由于f″(２)＝－８０＜０,故函数f(x)在
(０,＋∞)内的最大值为f(２)＝１６,从而常数a的最小取值为１６．应选C．

４．【答案】　A

【分析】　 由题设可知f(x)＝２∫
x

０
f(t)dt＋１２e

２x,两边对x求导,得f′(x)＝２f(x)＋e２x,即f′(x)－

２f(x)＝e２x．这是一阶线性微分方程,其通解为

f(x)＝e－∫(－２)dx∫e２xe∫(－２)dxdx＋C[ ]＝e２x(x＋C)．

由题设得f(０)＝ １
２
,故C＝ １

２
,从而f(x)＝e２x x＋ １２( )．于是

考研数学命题人终极预测8套卷　·　数学二　·　高分版
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f(１００)(x)＝∑
１００

k＝０
Ck
１００ x＋ １２( )

(k)
(e２x)(１００－k)＝ x＋ １２( )·２１００e２x ＋１００·２９９e２x,

所以 f(１００)(０)＝ １
２
·２１００＋１００·２９９ ＝１０１·２９９．

应选A．

５．【答案】　A

【分析】　 令∫
１

０
f(x)dx＝a,则f′(x)＝５－６x－a．由于f(０)＝０,因此

f(x)＝∫
x

０
f′(t)dt＝∫

x

０
(５－６t－a)dt＝５x－３x２－ax．

于是,a＝∫
１

０
(５x－３x２－ax)dx＝ ３

２ － １２a
,即a＝１,从而f(x)＝４x－３x２．因此

∫
２

１
f(x)dx＝∫

２

１
(４x－３x２)dx＝－１．

应选A．

６．【答案】　D

【分析】　 ∂z
∂x＝∂z∂u

∂u
∂x＋∂z∂v

∂v
∂x＝∂z∂u＋∂z∂v

,∂z
∂y＝∂z∂u

∂u
∂y＋∂z∂v

∂v
∂y＝－３∂z∂u＋a∂z∂v

,

∂２z
∂x２ ＝∂

２z
∂u２
∂u
∂x＋ ∂

２z
∂u∂v

∂v
∂x＋ ∂

２z
∂v∂u

∂u
∂x＋∂

２z
∂v２
∂v
∂x＝∂

２z
∂u２＋２∂

２z
∂u∂v＋∂

２z
∂v２
,

∂２z
∂y２ ＝－３ ∂

２z
∂u２
∂u
∂y＋ ∂

２z
∂u∂v

∂v
∂y( )＋a ∂２z

∂v∂u
∂u
∂y＋∂

２z
∂v２
∂v
∂y( )＝９∂

２z
∂u２－６a∂

２z
∂u∂v＋a２∂

２z
∂v２．

由９∂
２z
∂x２－∂

２z
∂y２ ＝０,得(１８＋６a)∂

２z
∂u∂v＋(９－a２)∂

２z
∂v２ ＝０．由题设得

１８＋６a≠０,

９－a２ ＝０,{ 故a＝３．

应选D．

７．【答案】　D
【分析】　 由题设知,所求微分方程的特征根为r１ ＝r２ ＝１,r３,４ ＝１±i,从而特征方程为

(r－１)２[r－(１＋i)][r－(１－i)]＝０,

即r４－４r３＋７r２－６r＋２＝０,故所求微分方程为

y(４)－４y‴＋７y″－６y′＋２y＝０．
应选D．

８．【答案】　B
【分析】　 由于

f(x)＝

x＋１ ２ ３ … n

１ x＋２ ３ … n

１ ２ x＋３ … n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

１ ２ ３ … x＋n

＝ x＋n(n＋１)
２[ ]

１ ２ ３ … n

１ x＋２ ３ … n

１ ２ x＋３ … n
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

１ ２ ３ … x＋n

＝ x＋n(n＋１)
２[ ]

１ ２ ３ … n

０ x ０ … ０

０ ０ x … ０
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

０ ０ ０ … x

＝xn－１ x＋n(n＋１)
２[ ]＝xn ＋n(n＋１)

２ xn－１,

故f(n－１)(x)＝n!x＋n(n＋１)
２

·(n－１)! ＝n!x＋ １２
(n＋１)!,因此f(n－１)(０)＝ １

２
(n＋１)!．

参考答案与分析　卷(二)
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应选B．

９．【答案】　C
【分析】　 由题设,易知 M ＝ (２A－B)(２A＋B),而

２A－B ＝

－１ ０ －６

０ －１ ０

５ ０ ２
＝－２８,

即２A－B是可逆矩阵,所以r(M)＝r(２A＋B)．

又因为２A＋B＝

１ －４ ２

４ １ －４

－１ ４ －２

■

■

■
■■

■

■

■
■■
的行列式等于０,且左上角的２阶子式

１ －４

４ １
＝１７≠０,所以

r(２A＋B)＝２,可知r(M)＝２．应选C．

１０．【答案】　A
【分析】　 令A＝ (x１,x２,x３),则向量组x１,x２,x３ 线性无关 ⇔r(A)＝３．对A作初等行变换,得

A＝

１ １ －１

２ k －３

２ －１ １

－４ －４ k＋６

■

■

■
■
■■

■

■

■
■
■■
→

１ １ －１

０ k－２ －１

０ －３ ３

０ ０ k＋２

■

■

■
■
■■

■

■

■
■
■■
→

１ １ －１

０ １ －１

０ ０ k－３

０ ０ k＋２

■

■

■
■
■■

■

■

■
■
■■

．

因为k－３与k＋２不同时为０,所以对任意常数k,r(A)＝３,向量组x１,x２,x３ 线性无关．应选A．
二、填空题

１１．【答案】　５

【分析】　 因为f(x)＝∫
x

０
sin(tx)２dt

tx ＝u
==== １x∫

x２

０
sinu２du,所以

lim
x→０

f(x)
xn ＝lim

x→０

∫
x２

０
sinu２du

xn＋１ ＝lim
x→０

２xsinx４
(n＋１)xn ＝lim

x→０

２x５
(n＋１)xn

n＝５
==== １３．

故当x→０时,若f(x)与xn 是同阶无穷小,则正整数n＝５．

１２．【答案】　６·１１!

【分析】　 记g(x)＝(x＋１)(x＋２)…(x＋１１),h(x)＝ln
(x＋ １＋x２)
１＋x２

,则f(x)＝g(x)＋h(x)．

因为g(x)＝x１１＋(１＋２＋…＋１１)x１０＋…＋１１!,所以

g(１０)(０)＝ (１＋２＋…＋１１)·１０! ＝１１
(１＋１１)
２

·１０! ＝６·１１!．

而h(x)是x的奇函数,h(１０)(x)也是x的奇函数,故h(１０)(０)＝０,所以

f(１０)(０)＝g(１０)(０)＋h(１０)(０)＝６·１１!．

１３．【答案】　４

【分析】　 令x(t－１)＝u,则∫
２

１
f(xt－x)dt＝ １

x∫
x

０
f(u)du,所以f(x)∫

x

０
f(u)du＝２x３．

记F(x)＝∫
x

０
f(u)du,则F(x)是[０,３]上单调不减的可导函数,F′(x)＝f(x)≥０,满足

d
dx
[F２(x)]＝４x３,

所以F２(x)＝x４＋C．因为F(０)＝０,所以C＝０,F(x)＝x２．于是,f(x)在区间[１,３]上的平均值为

１
３－１∫

３

１
f(x)dx＝ １

２ F(３)－F(１)[ ]＝ １
２
(９－１)＝４．
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１４．【答案】　－２xzf′ x
z( )－２yzf′ y

z( )
【分析】　 根据复合函数求偏导法则,对F关于x 求一阶、二阶偏导数,得

∂F
∂x ＝ １

zf′ x
z( )＋z２

x２f′
z
x( ),

∂２F
∂x２ ＝ １

z２f″
x
z( )－２z

２

x３f′
z
x( )－z３

x４f″
z
x( )． ①

根据变量y与x 的对称性,得

∂２F
∂y２ ＝ １

z２f″
y
z( )－２z

２

y３f
′ z

y( )－z３

y４f
″ z

y( )． ②

再根据复合函数求偏导法则,对F关于z求一阶、二阶偏导数,得

∂F
∂z ＝－ x

z２f′
x
z( )－ y

z２f′
y
z( )－f z

x( )－f z
y( )－ z

xf′ z
x( )－ z

yf′ z
y( ),

∂２F
∂z２ ＝２xz３f′

x
z( )＋x２

z４f″
x
z( )＋２yz３f′

y
z( )＋y２

z４f″
y
z( )－

２
xf′ z

x( )－ z
x２f″

z
x( )－ ２yf′ z

y( )－ z
y２f

″ z
y( )． ③

最后,由x２×①＋y２×②－z２×③ 化简即得

x２∂
２F
∂x２ ＋y２∂

２F
∂y２ －z２∂

２F
∂z２ ＝－２xzf′ x

z( )－２yzf′ y
z( )．

１５．【答案】　π
２

８

【分析】　 因为f(x)＝∫
２π

０
dθ∫

x

０
rarctan(１＋r)dr＝２π∫

x

０
rarctan(１＋r)dr,所以

lim
x→０＋

f(x)
e－２x －１＋２x＝２πlim

x→０＋

∫
x

０
rarctan(１＋r)dr

e－２x －１＋２x ＝２πlim
x→０＋

xarctan(１＋x)
－２e－２x ＋２

＝２πlim
x→０＋

xarctan(１＋x)
－２(－２x) ＝ π

２ limx→０＋
arctan(１＋x)＝π

２

８．

１６．【答案】　

３ １ １

１ ３ １

１ １ ３

■

■

■
■■

■

■

■
■■

【分析】　 令C＝４E＋７ααT,则问题即求实对称正定矩阵A,使得A２ ＝C．由于C＝

１１ ７ ７

７ １１ ７

７ ７ １１

■

■

■
■■

■

■

■
■■
,

易知其特征值λ１ ＝λ２＝４,λ３＝２５．对于λ１＝λ２＝４,可解得对应于λ１＝λ２＝４的线性无关且相互正

交的特征向量为β１ ＝(１,－１,０)T,β２ ＝ (１,１,－２)T;对于λ３ ＝２５,解得对应于λ３ ＝２５的线性无关

的特征向量为β３ ＝ (１,１,１)T．再单位化,得正交矩阵

P＝ β１
‖β１‖

, β２
‖β２‖

, β３
‖β３‖( )＝

１
２

１
６

１
３

－ １
２

１
６

１
３

０ － ２
６

１
３

■

■

■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■

,

则 C＝P

４

４

２５

■

■

■
■■

■

■

■
■■
PT ＝P

２

２

５

■

■

■
■■

■

■

■
■■
PTP

２

２

５

■

■

■
■■

■

■

■
■■
PT．
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令A＝P

２

２

５

■

■

■
■■

■

■

■
■■
PT,则A＝

３ １ １

１ ３ １

１ １ ３

■

■

■
■■

■

■

■
■■
,满足A２ ＝C,且A是实对称正定矩阵．

【注】　① 证明:满足A２ ＝C的实对称正定矩阵A 是唯一的．
事实上,若B为实对称正定矩阵且B２ ＝C,则A２ ＝B２．记上述正交矩阵P的列向量为ξ１,ξ２,ξ３,则

Aξi ＝ λiξi,i＝１,２,３．由于B２ξi ＝A(Aξi)＝λiξi,即(λiE＋B)(λiE－B)ξi ＝０,且 λiE＋B

是可逆矩阵,因此(λiE－B)ξi ＝０．故

BP ＝B(ξ１,ξ２,ξ３)＝ (λ１ξ１,λ２ξ２,λ３ξ３)＝A(ξ１,ξ２,ξ３)＝AP,

于是B＝A．这就表明,本题的答案是唯一的．

② 更一般地可证:若C为n 阶正定矩阵,则存在唯一的n阶正定矩阵A,使得A２ ＝C．
三、解答题

１７．【解】　 记f(x)＝ cosx－ １２x２( )
a
x２,则lnf(x)＝a

lncosx－ １２x２( )
x２

．利用洛必达法则,得

lim
x→０
lnf(x)＝alim

x→０

lncosx－ １２x２( )
x２ ＝alim

x→０

－sinx－x

cosx－ １２x２

２x

＝－ a
２limx→０

sinx
x ＋１( ) １

cosx－ １２x２
＝－a,

即lim
x→０

f(x)＝e－a．再由题设条件知,所给等式右端的极限存在,且等于e－a．

因为x→０时, １＋x２－１～ １
２x２,所以

e－a ＝lim
x→０

bx－sinx
x １＋x２－１( )

＝２lim
x→０

bx－sinx
x３ ＝２lim

x→０

b－cosx
３x２

,

因此b＝１,且lim
x→０

bx－sinx
x １＋x２－１( )

＝ ２
３limx→０

１－cosx
x２ ＝ ２

３ × １２ ＝ １
３．

最后,由e－a ＝ １
３
,得a＝ln３．

１８．【解】　 法一 　 　∫
π

０
sinx－sin２xdx

x ＝ π
２ ＋t

======∫
π
２

－π２
cost－cos２tdt

＝２∫
π
２

０
cost(１－cost)dt＝２∫

π
２

０

costsint
１＋cost

dt
cost＝u
=====２∫

１

０

u
１＋udu

u
１＋u＝v

=======４∫
１
２

０

v２
(１－v２)２dv＝－２∫

１
２

０
vd １

v２－１( )

＝－２ v
v２－１

１
２

０
＋２∫

１
２

０

１
v２－１

dv＝２ ２＋ln v－１
v＋１

１
２

０

＝２ ２＋ln ２－１
２＋１

＝２ ２＋２ln(２－１)＝２ ２－２ln(２＋１)．

法二 　 　∫
π

０
sinx－sin２xdx

x ＝ π
２ ＋t

======∫
π
２

－π２
cost－cos２tdt＝２∫

π
２

０
cost(１－cost)dt
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