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前 言 　 　 本书是按照宁夏回族自治区重大教学改革项目“应用型

本科院校-实施数学理论、数学实验及数学文化融合教学改革

的探索”要求编写的一套教材,面向应用型本科(独立院校、民
办本科)的理工科非数学专业学生. 独立学院办学定位于培养

“应用型人才”,新的培养模式的一个重要方面就是突出和加

强实践性的实验实训、实习和课程设计等教学环节. 作为学科

的基础公共课教学,势必受到一定的影响. 因此,我们要与时俱

进,认同并参与教学改革与实践,适应并服务于培养“应用型

人才”的教学模式,确立大众化高等教育的教学质量观,将新

的教学理念、教学方法和教学手段在教学的各个环节中实践与

实施.
本书编写以“因材施教,学以致用”为指导思想,贯彻“以

应用为目的,简单易学,提高学习兴趣”的教学原则,突出“基
本概念、基本理论、基本计算”的教学要求,力求做到利于“以
学生为中心”的教学活动. 相对于传统教材,本书删除了过于

抽象、难度较大的理论证明、推导和例题,降低课程学习难度,
根据实际教学增加数学建模教学案例和数学文化赏析,提高学

生的实践应用能力和数学文化素养;根据教学内容增加数学实

验,使教学内容更形象、更具体,以提高学生的学习兴趣.
参与本书编写的人员都是长期在一线从事本科数学教学

的教师,有一定的教学经验,在编写内容及深度方面较好地反

映和体现了应用型本科教学的需求. 本书各章内容都包含数学

建模、数学文化、数学实验,教学过程中融入课程思政,教数学

建模时可以实验形象化展示,把数学理论、数学建模、数学实验

和数学文化有机结合在一起. 各章的内容小结是本章重要知识

点及主要方法的汇总,简单介绍了本章内容在学科中的地位作

用以及与和其他章节内容的联系,便于学生融会贯通地掌握学

习内容. 各章的教学要求以及重点与难点是依据学科教学大

纲,结合学生实际水平提出的一个多层次基本要求,作为教与

学的指导意见. 每章节配置了较多的例题与习题,易于练习,便
于自学. 教师在授课时可以有选择地使用,其余供有精力的学

生自主学习,自行完成.
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　 　 《高等数学及其应用》(下)由中国矿业大学银川学院数学
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在本书的编写过程中,学校、各职能部门及二级学院领导

给予了极大的关注和支持. 自治区教改项目“一流基层教研

室”及其他教改项目给予了大量的经费支持. 出版社的领导和

编辑们对本书的编辑和出版给予了具体的指导和帮助,编者对

此表示衷心的感谢.
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第 5 章

微分方程初步
                                         

　 　 在许多实际问题中,往往不能直接找出所需要的函数关系,却比较容易列出所求函数的导

数满足的关系式. 这样的关系式称为微分方程. 微分方程广泛应用于工程技术学科和经济学领

域,已成为科技工作者的重要工具. 本章主要介绍有关微分方程的基本概念和几种常见类型的

微分方程的解法.

5. 1　 微分方程的基本概念

为便于阐述微分方程的基本概念,先来考察两个简单的实际例子.
例 1 (冷却一个煮熟了的鸡蛋问题)　 一个煮熟了的鸡蛋有 98 ℃,把它放在 18 ℃的水池

里. 5 min之后,鸡蛋的温度是 38 ℃ .假定没有感到水变热,鸡蛋到达 20 ℃需要多长时间?
解　 设在 t 时刻,鸡蛋温度为 T( t) . 由牛顿冷却定律(物体的温度在任何给定时刻变化的

速率大致地正比于它的温度和周围介质温度之差)可得

dT
dt = k(T - 18)

其中,k 为比例常数.

上式化为 dT
T - 18 = kdt,积分得

ln(T - 18) = kt + ln C

由题设可知,t = 0 时,T = 98 ℃;t = 5 时,T = 38 ℃ . 由此确定 C = 80,k = - ln 45 .

于是,物体温度 T(℃)与时间 t(min)的函数关系为

T - 18 = 80e -
t ln 4
5

即

T = 18 + 80·e - (0. 2 ln 4) t

由题意,令 T = 20 ℃,得

1



t = ln 400. 2 ln 4≈13 min

故物体从 98 ℃冷却到 20 ℃需 13 min.
例 2　 设有一个质量为 m 的物体,以初始速度 v0 垂直上抛,开始上抛时的位移(高度)为

s0 . 设此物体的运动只受重力的影响,试确定该物体运动的位移 s 与时间 t 的函数关系.
解　 设位移与时间的函数关系为 s = s( t),因为物体运动的加速度是位移 s 对时间 t 的二

阶导数,且假设只受重力的影响,所以根据牛顿第二定律有

ms″( t) = -mg
即

s″( t) = - g
其中,g 是重力加速度,它是一常数.

因为物体运动速度 v = v( t) = s′,所以上式改写为

dv
dt = - g

两端积分,得
v = - gt + C1

再积分一次,得

s = - 12 gt
2 + C1 t + C2

其中,C1,C2 是两个任意常数.
由题设初始速度为 v0,且开始上抛时的位移为 s0,代入上式,得 C1 = v0,C2 = s0 . 于是

s = - 12 gt
2 + v0 t + s0

即所求的函数关系.
上面两个例子就是利用函数的导数或微分建立了函数关系,并解决了有关问题. 下面介绍

微分方程的一般概念.
定义 5. 1　 含未知函数的导数或微分的方程,称为微分方程. 微分方程中未知函数的导数

的最高阶数,称为微分方程的阶.

未知函数为一元函数的微分方程,称为常微分方程. 例如,例 1 中dTdt = k(T - 18)是一阶常

微分方程,例 2 中 s″( t) = - g 是二阶常微分方程.
未知函数为多元函数,从而出现多元函数的偏导数的方程,称为偏微分方程.
本章简要介绍微分方程初步知识,因此,后文提到微分方程或方程时,均指常微分方程.
定义 5. 2　 若某个函数代入微分方程中,能使该方程成为恒等式,则称此函数为该微分方

程的解.
如果微分方程的解中包含任意独立的(即不可合并而使个数减少的)常数,且任意常数的

个数与微分方程的阶数相同,这样的解被称为微分方程的通解;在通解中给予任意常数以确定

的值而得到的解,称为特解.

例 1 中,方程dTdt = k(T - 18)的通解为 ln(T - 18) = kt + ln C,而 T = 18 + 80·e - (0. 2 ln 4) t为

2
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特解.

例 2 中,方程 s″( t) = - g 的通解为 s = - 12 gt
2 + C1 t + C2,而 s = - 12 gt

2 + v0 t + s0 为特解.

一般地,特解是当自变量取定某个特定值时确定的解,这种特定条件称为微分方程的初值

条件. 例如,例 1、例 2 初值问题的微分方程分别表示为

dT
dt = k(T - 18)

T(0) = 98
{ 　 　 　

s″( t) = - g
v(0) = v0,s(0) = s0{

例 3　 验证 y = C1cos x + C2sin x + x 是微分方程 y″ + y = x 的解;并求满足初始值 y(0) = 1,
y′(0) = 3 的特解.

解　 由于

y′ = - C1sin x + C2cos x + 1
y″ = - C1cos x - C2sin x

将 y″,y 代入方程左边

y″ + y = - C1cos x - C2sin x + C1cos x + C2sin x + x≡x
函数 y = C1cos x + C2sin x + x 及其导数代入 y″ + y = x 后成为一个恒等式.

因此,函数 y = C1cos x + C2sin x + x 是微分方程 y″ + y = x 的解.
将条件 y(0) = 1,y′(0) = 3 代入 y 及 y′的表达式,得

C1cos 0 + C2sin 0 + 0 = 1
- C1sin 0 + C2cos 0 + 1 = 3

{
解得 C1 = 1,C2 = 2,故所求的特解为

y = cos x + 2 sin x + x

习题 5. 1

1. 指出下列各微分方程的阶数:
(1)(2x - y2)dx + (x2 + y)dy = 0;　 　 　 　 　 　 (2)x(y′) 3 - 2y″ = 0;
(3)x3y‴- 2y″ - y = 0; (4)x2(y′) 3 - 2y′ = 0.
2. 验证下列各给定函数是否为对应微分方程的解:
(1)xy′ = 2y,y = 5x2;
(2)y″ + y = 0,y = 3 sin x - 4 cos x;
(3)y″ - 2y′ + y = 0,y = x2ex;
(4)y″ = 1 + (y′) 2,y = x2 + C.
3. 确定下列函数中任意常数 C1,C2 的值,使函数满足所给的初值条件:

(1)y = (C1 + C2x)ex,y x = 0 = 0,y′ x = 0 = 1;
(2)y = C1cos x + C2sin x,y x = 0 = 1,y′ x = 0 = 3.
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5. 2　 一阶微分方程

一阶微分方程的一般形式为

F(x,y,y′) = 0
其中,x 为自变量,y 为未知函数,y′为 y 的一阶导数.

本节介绍几种常见的一阶微分方程及其解法.

5. 2. 1　 可分离变量微分方程

形如

dy
dx = f(x)g(y)

的一阶微分方程,称为可分离变量微分方程.
其解法是将变量分离,使自变量 x 及其微分 dx,未知函数 y 及其微分 dy 分离到等号的两

边,即上式化为

dy
g(y) = f(x)dx　 　 g(y)≠0

两边积分,即可得到方程的通解.

例 1　 求微分方程dydx = 2xy 的通解.

解　 当 y≠0 时,分离变量后,得
dy
y = 2xdx

两边积分∫ dyy = ∫2xdx,得
ln y = x2 + C1

即

y = ex2 + C1

或

y = ± ex2 + C1 = ± eC1ex2

其中,eC1为任意正常数.
去掉绝对值记号,将正负号转移到常数上,可记 C = ± eC1 . 因此,方程的通解为

y = Cex2 　 　 C 为任意常数

经检验,当 C = 0 时,y = 0 仍是原方程的解. 不难验证,y = Cex2的确使原方程成为恒等式.
为了简便,以后再遇到类似情形时,不再详细写出处理绝对值正负记号的过程. 例如,本例

可直接把求解过程写成:
分离变量后,得

dy
y = 2xdx

4
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两边积分∫ dyy = ∫2xdx ,得
ln y = x2 + ln C

即

y = Cex2 　 　 C 为任意常数

例 2　 求初值问题的特解
dy = - y

x dx

y x = 2 = 4
{ .

解　 对方程分离变量,得
dy
y = -

dx
x

两边积分∫ dyy = ∫ - dxx ,得
ln y = - ln x + ln C

于是,得方程的通解 xy = C.
因 y x = 2 = 4,故 C = 8. 于是,此初解问题的解为

xy = 8
即

y = 8x
例 3 (驾驶者酒驾问题)　 设警方对驾驶员饮酒后驾车时血液中酒精含量的规定为不超

过 80% (mg / mL) . 现有一起交通事故,在事故发生 3 h后,测得驾驶员血液中酒精含量为 56%
(mg / mL) . 又过 2 h后, 测得驾驶员血液中酒精含量降为 40% (mg / mL) . 试判断事故发生时,
驾驶员是否违反了血液中酒精含量的规定?

解　 设 x( t)为时刻 t 的驾驶员血液中酒精的含量, 依题意得

dx
dt = - kx

其中,k ＞0 为比例常数. 因为酒精含量随时间推移是递减的, 所以 k 前有负号. 由初始条件

x(0) = x0,得 x = x( t)满足微分方程的初值问题为

dx
dt = - kx

x(0) = x0
{

解可分离变量方程

dx
dt = - kx

两边积分,得
ln x = - kt + ln C

故通解为

x = Ce - kt

由初始条件 x(0) = x0,得 C = x0 . 于是,驾驶员血液中酒精含量 x( t)随 t 变化的规律为
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x( t) = x0e - kt

则 x0 = x(0)为所求.
又由 x(3) = 56,x(5) = 40,代入 x(0) = x0,可得

x0e - 3k = 56
x0e - 5k = 40

{ ⇒e2k = 5640⇒k = 0. 17

将 k = 0. 17 代入,得
x0e - 3 × 0. 17 = 56⇒x0 = 56·e3 × 0. 17≈93. 25 ＞ 80

故事故发生时,驾驶员血液中酒精含量已超出规定.
*例 4　 设降落伞从跳伞塔下落后,所受空气阻力与速度成正比. 又设降落伞离开跳伞塔

时( t = 0)速度为零,求降落伞下落速度与时间的函数关系.
解　 设降落伞下落速度为 v( t) . 降落伞在空中下落时,同时受到重力 P 与阻力 R 的作用.

重力大小为 mg,方向与 v 一致;阻力大小为 kv(k 为比例系数),方向与 v 相反. 因此,降落伞所
受外力为

F =mg - kv
根据牛顿第二运动定律 F =ma,以及初始条件为 v t = 0 = 0,故函数 v( t)应满足的方程为

m dvdt =mg - kv

v t = 0 = 0
{

方程 m dvdt =mg - kv 是可分离变量. 分离变量后,得

dv
mg - kv =

dt
m

两端积分,并考虑 mg - kv ＞ 0,有

- 1k ln(mg - kv) =
t
m + C1

得方程的通解为

v = mgk + Ce
- k

m t 　 　 C = - e
- kC1

k
将初始条件 v t = 0 = 0代入通解,得

C = - mgk
故所求方程的特解为

v = mgk (1 - e
- k

m t)

由上式可知,随着时间 t 的增大,速度 v 逐渐接近于常数mg
k . 也就是说,跳伞后开始阶段是

加速运动,但以后逐渐接近于等速运动.

5. 2. 2　 齐次微分方程

形如

y′ = f y
x

■

■

■

■
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的微分方程,称为齐次微分方程.

变量替换,设 u = y
x ,则 y = xu,y′ = u + xu′,代入微分方程即可化为可分离变量方程

du
f(u) - u =

1
x dx

求得解后,将 u = y
x 回代,即得齐次微分方程的解.

例 5　 解方程dydx =
xy

x2 - y2
.

解　 原方程可写为

dy
dx =

y
x

1 - y
x

■

■

■

■

2

属于齐次方程.

令 y
x = u,有 f(u) = u

1 - u2
,f(u) - u = u

1 - u2
- u = u3

1 - u2
,代入 du

f(u) - u =
1
x dx,得可分离变

量方程

(1 - u2)du
u3

= 1
u3
- 1u

■

■

■

■
du = 1x dx

两边积分,得

- 1
2u2
- ln u = ln x + ln C

或写为

ux = - Ce -
1
2u2

把 u = y
x 代入上式,得原方程的通解为

y + Ce -
x2

2y2 = 0
*例 6　 求过点 A(0,1)的曲线,使曲线上任意一点 M(x,y)与原点的距离与曲线过点 M

的切线在 y 轴上的截距等长.
解　 设所求曲线的方程为 y = y(x),过其上任意一点 M(x,y)作切线交 y 轴于 N(见图

5. 1) . 由题设可知, ON = OM ,显然

OM = x2 + y2

图 5. 1

过点 M 的切线方程为

Y - y = y′(X - x)
上式令 X = 0,得 Y = ON = y - xy′. 由此得齐次微分方程

x2 + y2 = y - xy′
即

y′ = y
x - 1 + y

x
■

■

■

■

2
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令 u = y
x ,解可分离变量方程

du
1 + u2

= - dxx

积分得

ln(u + 1 + u2 ) = ln C - ln x
由此得通解

y + x2 + y2 = C
即

x2 = C(C - 2y)
这是以 y 轴为对称轴的抛物线簇.
把 A(0,1)代入通解,得 C = 2. 于是,所求曲线是抛物线

x2 = 4(1 - y)
即

y = 1 - x
2

4

5. 2. 3　 一阶线性微分方程

形如

dy
dx + P(x)y = Q(x) (1)

的微分方程,称为一阶线性微分方程.
其中,P(x)和 Q(x)为已知的连续函数,P(x)是函数 y 的系数,Q(x)称为自由项.

一阶线性微分方程的特点是:方程中关于未知函数 y 及未知函数的导数dydx都是一次的.

如果 Q(x)≠0,则称方程(1)为一阶非齐次线性微分方程.
如果 Q(x)≡0,即

dy
dx + P(x)y = 0 (2)

称方程(2)为方程(1)所对应的一阶齐次线性微分方程.
1.一阶齐次线性微分方程的解法

方程(2)属于可分离变量微分方程,整理可得

dy
y = - P(x)dx

两端积分,并把任意常数写成 ln C 的形式,得

ln y = - ∫P(x)dx + ln C

即

y = Ce -∫P(x)dx 　 　 C 为任意常数 (3)
式(3)即方程(2)的通解.
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2.一阶非齐次线性微分方程的解法(常数变易法)
由于方程(1)与方程(2)的差异在于自由项 Q(x)≠0,因此,推测方程(1)的通解应与式

(3)的形式类似,但其中的 C 不可能是常数,而应该是一个关于 x 的函数,记作 u(x) .
不妨设函数

y = u(x)e -∫P(x)dx (4)
是非齐次线性微分方程(1)的解,此时问题转化为确定函数 u(x) .

为此将式(4)两端对 x 求导,得
dy
dx = u′(x)e -∫P(x)dx - u(x)P(x)e -∫P(x)dx

代入方程(1)中,得

u′(x)e -∫P(x)dx - u(x)P(x)e -∫P(x)dx + P(x)u(x)e -∫P(x)dx = Q(x)
化简后,得

u′(x) = Q(x)e∫P(x)dx

将上式积分,得

u(x) = ∫Q(x)e∫P(x)dxdx + C (5)

其中,C 是任意常数.
把式(5)代入式(4)中,即得非齐次线性方程(1)的通解为

y = e -∫P(x)dx[∫Q(x)e∫P(x)dxdx + C]　 　 C 为任意常数 (6)

式(6)为一阶非齐次线性方程的通解公式.
将式(6)改写为两项之和

y = e -∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dxdx + Ce -∫P(x)dx

容易看出上式第一项就是方程(1)的一个特解;第二项是方程(1)所对应的齐次线性方程

的通解. 由此可知,一阶非齐次线性方程的通解是非齐次方程的一个特解与对应的齐次方程的

通解之和.

例 7　 求微分方程dydx + 2xy = 2xe
- x2的通解.

解　 方法 1:直接利用通解公式

将 P(x) = 2x,Q(x) = 2xe - x2,代入式(6),得原方程的通解为

y = e -∫2xdx ∫2xe -x2e∫2xdxdx + C[ ]

= e -x2 ∫2xdx + C[ ]

= e -x2(x2 + C)　 　 C 为任意常数
*方法 2:用常数变易法求解

先求原方程对应齐次微分方程

dy
dx + 2xy = 0
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的通解;再对上式分离变量,得
dy
y = - 2xdx

两端积分,得
ln y = - x2 + ln C

即

y = Ce - x2 　 　 C 为任意常数

是所求对应齐次方程的通解.
令 C = u(x),则 y = u(x)e - x2为原方程的解,则

dy
dx = u′(x)e

- x2 - 2xu(x)e - x2

将 y 及dydx代入原方程,得

u′(x)e - x2 - 2xu(x)e - x2 + 2xu(x)e - x2 = 2xe - x2

化简后,得
u′(x) = 2x

积分得

u(x) = ∫2xdx = x2 + C　 　 C 为任意常数

故得原方程的通解为

y = (x2 + C)e - x2 　 　 C 为任意常数

例 8 (溶液的混合问题)　 一容器内盛有 50 L的盐水溶液,其中含有 10 g的盐. 现将每升

含盐 2 g的溶液以 5 L / min的速度注入容器,并不断进行搅拌,使混合液迅速达到均匀,同时混

合液以 3 L / min的速度流出溶液. 问在任一时刻 t 容器中含盐量是多少?
解　 设 t 时刻容器中含盐量为 x g,则容器中含盐量的变化率为

dx
dt =盐流入容器的速度 -盐流出容器的速度

其中

盐流入容器的速度 = 2 g / L × 5 L / min = 10 g / min

盐流出容器的速度 = x
50 + 2t g / L × 3 L / min =

3x
50 + 2t g / min

于是

dx
dt = 10 -

3x
50 + 2t

即

dx
dt +

3x
50 + 2t = 10

直接利用通解公式,将 P( t) = 3
50 + 2t,Q( t) = 10,代入式(6),得原方程的通解为

x = e -∫ 350+2tdt ∫10e∫ 350+2tdtdt + C[ ]
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= (50 + 2t) - 32 10∫(50 + 2t)
3
2 dt + C[ ]

= C(50 + 2t) - 32 + 2(50 + 2t)

= C(50 + 2t) - 32 + 4t + 100
将初始条件x t = 0 = 10 代入通解,故 C = - 22 500 2 .
因此,在时刻 t 容器中的含盐量(g)为

x = 100 + 4t - 22 500 2 (50 + 2t) -
3
2

注意　 直接使用一阶非齐次线性方程的通解式(6)时,必须先把方程化为形如式(1)的标

准形式,再确定未知函数 y 的系数 P(x)及自由项 Q(x) .

习题 5. 2

1. 求下列各微分方程的通解:
(1)xy′ - y ln y = 0;　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2)yy′ = exsin x;

(3)dydx =
1 + y
1 - x; (4)dydx = -

xy
1 - x2

;

(5)dy = - (1 + 2y)x
1 + x2

dx; (6)dy = xy
2 + x

x2y - y
dx.

2. 求下列齐次微分方程的通解:

(1)y′ = y
y - x ; (2)(x + y)dx + xdy = 0;

(3)xy′ - y - x2 + y2 = 0; (4) xy′ = y(ln y - ln x) .
3. 求下列一阶线性微分方程的通解:
(1)y′ + y = e - x; (2) xy′ = x - y;
(3)y′ + 2xy = 4x; (4)y′ - 2xy = x e - x2 .
4. 求下列微分方程满足所给初始条件的特解:

(1)dxy +
dy
x = 0,y x = 3 = 4;

(2)y′sin x - y cos x = 0,y x = π2
= 1;

(3)(y2 - 3x2)dy - 2xydx = 0,y x = 0 = 1;
(4)xy′ + y = 3,y x = 1 = 0;
(5)xy′ - 2y = x3ex,y x = 1 = 0.
5. 曲线通过原点,且该曲线上任一点 M(x,y)处的切线斜率等于 2x + y,求该曲线的方程.

5. 3　 可降阶的高阶微分方程

上一节讨论了几种一阶微分方程的解法. 对某些二阶或二阶以上的高阶微分方程,一般可
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