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前  言

随着我国高等职业教育改革的推进,对高等职业教育的教材建设也提出了新的要求.高职

工科“高等数学”作为一门多学科共同使用的基础理论和工具课程,对学生后续专业课程的学

习和思维能力的培养起着重要的作用.它的基础性决定了它在我国高等职业教育中的重要

地位.
近几年来,由于我国高等职业教育的迅猛发展,对高职院校学生的基础要求也在不断变

化,教育已经全面进入信息化时代,各高职院校在大力发展专业教育的同时,对基础教育本着

“以应用为目的,以必需、够用为度”的教育原则,数学课的课时不断被压缩.因此在这样一种大

背景下,信息化教学对高职数学教学具有革命性的影响,是信息技术与数学教学过程的全面深

度融合,是教与学的双重变革,树立高等数学课程为专业服务的教育理念,构建满足专业教学

需求的课程内容,建设符合高职学生学习特点与认知水平的教材,成为摆在我们面前的一大课

题.为此,我们编写了本书.
本书是在江西省高校教学研究省级教改课题研究成果的基础上编写完成的,针对高职学

生的学习特点与认知水平,我们对传统的高等数学的内容体系做了一些调整,以一元函数微积

分学为主线,简化多元微积分学,突破课程体系的束缚,突出了高等数学作为一门“工具”课的

特点,体现了其为专业服务的功能.为激发高职学生对高等数学课程的学习兴趣,本次再版我

们增加了信息化教学手段,而且在开篇绪论中,以“闲话微积分”的方式,简介了微积分学的发

展历程,并在每一章的教学内容中配有相应的微课教学视频；同时在学习指导后面添加了人文

数学和数学史话等小栏目供学生自学,突出了数学教学中的信息化技术与人文性.
本书的编写原则是,不追求数学理论的完整性和系统性,只突出重要的结论、典型方法的

应用,尽可能用通俗、直观的语言来描述抽象的数学概念,在传统教材原有的计算公式基础上,
建立各种计算模型,直观给出各种计算方法,以适应高职学生数学基础、计算能力、逻辑思维能

力诸方面不强的状况,提高了课程内容的可读性,强化了计算技能,降低了高职学生学习高等

数学的难度,符合现代高等职业教育的需要.
参加本书编写的有江西工业职业技术学院的部分老师,全书由叶鸣飞统稿主审,上册由谢

素鑫、叶鸣飞、王华担任主编,沈玲玲、李晶、王斯栓、涂旭东等老师担任副主编.由于成书时间

仓促,编者水平有限,书中难免存在不妥之处,恳请有关专家、学者以及使用本书的广大师生批

评指正,衷心欢迎读者将教材使用过程中碰到的问题和改进意见反馈给我们,以供日后修订时

参考.

编 者

2020年6月于南昌
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绪论 闲话微积分

绪论

闲话微积分

微积分是高等数学的重要组成部分,为此,我们先来给大家聊聊微积分的发展历程,以及

发展过程中的一些相关趣闻.
从古至今,整个数学学科的发展过程大体上可以分为五个时期：
(1)数学萌芽时期(公元前600年以前)；
(2)初等数学时期(公元前600年—17世纪中叶)；
(3)变量数学时期(17世纪中叶—19世纪20年代)；
(4)近代数学时期(19世纪20年代—第二次世界大战)；
(5)现代数学时期(20世纪40年代以来).
微积分学创始于变量数学时期,也就是在17世纪中叶,可以说牛顿和莱布尼茨这两位伟

大的科学家是微积分学的奠基人,但并非发明者.在漫长的封建社会里,科学的发展也是缓慢

的,尤其是这门伴随着资本主义先进生产力的发展而发展起来的微积分学,更是发展迟缓.从
阿基米德关于微积分的萌芽,到牛顿、莱布尼茨的最终完成,历时约1900年,可以说,这是一

段到达微积分光辉顶峰的漫长攀登过程.在这一段时间里,人们对阿基米德提供的方法,不断

地应用着,争论着,发展着.
提起阿基米德,大家自然会想到中学物理中液体浮力的阿基米德原理,这位古希腊杰出的

数学家、发明家、工程师及静力学的奠基人被人们誉为微积分的鼻祖,所以,我们聊微积分,应
从他的贡献开始.

人类在早期的生产与生活实践中,急切需要度量线段的长度、平面图形的面积、物体的体

积,现在我们就以度量平面图形的面积为例,看看当时的人们在这个问题上遇到了什么困难.
开始时,人们把边长为一个单位的正方形的面积作为一个面积单位,就如同用尺子去度量

一条线段那样,去度量其他正方形、矩形的面积.例如一个矩形能容纳6个单位正方形,就说此

矩形的面积为6个单位,当然,如果矩形的一边长为a个单位,另一边长为b个单位,那么,此
矩形就能容纳ab个单位的正方形,这个数值就是此矩形的面积.在此基础上,人们又用割补的

方法,将平行四边形换成矩形,得出其面积为底与高之积,三角形的面积为底与高之积的一半,
而对于多边形,则可将其分解为三角形之和,仍可求出其面积.一般来说,只要图形的边是直线

段,总可以用上述方法得出它的面积.
可是,随着生产、科学技术的发展,人们常常需要去度量像圆、椭圆、弓形等图形的面积,由

于这类图形的边(至少一条边)往往是曲线,所以,尽管人们将单位正方形分成若干小方块,并
用这些小方块去度量,但总是不能使直边与曲边重合,因而总是不能准确得出能容纳多少单位

的正方形,也就算不出它的真实面积,这就是人们当时所遇到的困难.然而,阿基米德却在总结

了前人经验的基础上,对这一问题提出了他自己的想法.
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阿基米德把平面图形视为由线段组成,这多少有些使人迷惑不解,在这里,他应用了“不可分

量”的概念.所谓“不可分量”,当时的意思是这样的：一条直线可以分成若干个小线段,小线段又

可以再分,直至成为点,则不可分,故称点为直线的不可分量；平面图形可分割成相互平行的窄条

(面积),窄条又可以再分,直至分成线段,则不可分,故称线段为平面图形的不可分量；同样,平面

是立体图形的不可分量.这种概念来源于原子论,即物质是由不可分的原子(单子)组成的,这个

概念也不是阿基米德发明的,而是古希腊另一位伟大的哲学家德谟克利特(Democritus,公元前

460—前370)创立的.但应用这种概念使之成为一种方法,并推出一系列新的结果,则是阿基米德

的首创.他视平面由线段组成,即用长短不一的线段覆盖平面,克服了矩形不能与曲边图形相吻

合的弱点,然而随之又带来了更多需要澄清的问题,例如就有人提出：需要多少线段组成平面?
显然不是有限条,但在当时,无穷这个概念由于超出了人们的直观感受,尚未被人们所接受.此
外,它们是怎么组成的? 是离散的还是连续的? 等等.这些问题在当时也都无法得到回答,直至

19世纪末,这些问题才得到满意的解释,所以,阿基米德只是把它作为预测新结果的手段,不过,
需要指出的是,阿基米德的许多想法,只有在极限概念引入后才能得到解决.他这种处理问题的

想法,给后人的研究指引了方向,在那个时代不失为一项杰出的创举,因而被历代科学家们采用

着,改进着.事实上,现代积分学就是在此基础上发展起来的.
不过,我们在聊到微积分学的发展时,不能不提到牛顿和莱布尼茨这两位伟大的科学家,

他们被称为微积分学的奠基人.
牛顿(NewtonI,1643—1727)是英国人,他的名字几乎人人皆知,他是历史上最杰出的数

学家、物理学家,尤其是在经典力学与微积分学上,都取得了奠基性的成就,微积分学就是他在

24岁时创立的.
莱布尼茨(LeibnizGW,1646—1716)是德国人.开始他是学法律的,也是个哲学家,曾任

法学教授、外交官,并不研究数学.直到26岁时,他还是基本不研究数学.后来在朋友的建议

下,才对数学发生兴趣,当他认准方向后,就大胆创新,在30岁之前创立了他的微积分学.
牛顿和莱布尼茨所处的时代正是资本主义生产力飞速发展的时代,相应的各门科学也得到

了很大的发展,提出了大量需要解决的数学问题.这时,他们两人各自总结了前人运用无穷小进

行计算的大量成果,没有像前人那样拘泥于具体问题的解决,而是力求总结规律,使方法代数化、
概念化和逻辑合理化.那么,他们是抓住什么问题使之获得成功的呢? 他们两人几乎同时看到,
切线与求积、路程与速度是完全互逆的两类问题,用的也是两种互逆的运算,以及可在计算时反

向应用,抓住了这个核心问题,从而得到简单而又普遍适用的微积分法,建立了他们的微积分学.
不过要说明的是,他们两人是在不同的时间内,在两个不同的国家里,独立完成的,并且研究的手

法也有所不同.牛顿是把两个变量的无穷小增量作为求流数(即导数)的手段,当增量越小的时

候,流数实际上就是两增量比值的极限.而莱布尼茨却直接用了X 和Y 的无穷小增量或微分,求
出它们之间的关系.这个差别反映了牛顿的物理学研究方向和莱布尼茨的哲学研究方向,牛顿完

全是从考虑变化率的角度出发来解决他求变速运动的距离问题,对他来说,微分是基础；而莱布

尼茨首先考虑的是求和,当然,这些和仍然是用反微分计算的.从他们的工作方式来看,牛顿是经

验的、具体的,而莱布尼茨则是富于想象的.从微积分应用的价值来说,牛顿的工作远远超过了莱

布尼茨,刺激并决定了几乎整个18世纪数学分析的发展方向；而莱布尼茨则更关心的是以运算

公式创造出广泛意义下的微积分,并且是微积分学现代通行符号的首创者.正是莱布尼茨记法的

优越性,对于微积分在欧洲大陆的普及做出了很大的贡献,才使得人们看到这个新工具的巨大

威力.
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那么,牛顿与莱布尼茨究竟谁先完成微积分的呢? 这个问题也曾引起英国与欧洲大陆的

隔海论战,那场争论使得英国的数学家与欧洲大陆的数学家们停止了思想交流,几乎在其后的

100年内,英国人继续以几何为主要工具,拒绝使用莱布尼茨的符号,致使英国的数学家远远

落后于欧洲大陆的数学家.其实,在科学史上,两个或几个天才同时各自独立地作出同一个发

现或是发明,屡见不鲜,这是因为科学内部逻辑发展的必然性决定了人们认识上的共同性.例
如,笛卡尔与费尔马就曾为谁先完成解析几何学,引起过很大争论,而且是亲朋门徒一起上阵,
吵得难解难分.下面就将牛顿和莱布尼茨的这场争论简略地给大家介绍一下.

从研究微积分的时间上看,牛顿是在1665—1666年间,而莱布尼茨则是在1673—1676年

间,然而我们从发表的时间上来看,莱布尼茨是在1684—1686年间发表的,而牛顿则是在

1704—1736年间发表的,因而很难说发明权应属于谁,不过双方的门徒是互不相让.莱布尼茨

的拥戴者说,莱布尼茨先发表,理应拥有发明权.可是由于在牛顿研究出他的微积分方法而未

发表的时候,莱布尼茨曾游历过英国,结交过一些牛顿的友人,这其中就有牛顿的老师巴罗,并
得到了巴罗的一本《几何学讲义》,回去后才研究并发表了他的微积分学.这样,牛顿的门徒自

然也不客气,攻击莱布尼茨是科学工作的“间谍”,把莱布尼茨的符号也说成是“牵强附会的符

号”.而这两位大师彼此之间好像也互不相让.1676年,牛顿发现莱布尼茨正在研究微积分,曾
通过他的友人给莱布尼茨写信,信中用谜语的形式谈了他的微积分基本问题———流数.人们猜

测,牛顿的企图是为了说明他是首先发明微积分者,1705年的《教师期刊》上发表了一篇评述

牛顿的《求积术》的文章,其中说到,那本书里只不过是把莱布尼茨的微积分换成了流数,人们

估计这篇文章是出自莱布尼茨的手笔.为此,在英国皇家学会还专门成立了评判牛顿、莱布尼

茨优先发明权的委员会,一时喧嚣不止,这场争论对英国的影响比较深,伤害也比较大.当时的

英国在科学上较为先进,他们对牛顿这位世界著名权威特别崇拜,认为其他人不能与之相比.
这种情绪,阻碍了他们认真学习欧洲大陆的成就,以至慢慢落后下来.到后来,微积分的逻辑基

础的完成果然不是在英国,而是在欧洲大陆由以法国数学家柯西(CauchyAL,1789—1857)
为代表的一大批数学家完成的,其各分支的发展也大部分在欧洲大陆.

然后对发明权的争论有没有结论呢? 多数人的评论是：他们两人是各自独立地建立了自

己的微积分学.除了时间上几乎同时以外,他们的微积分也是各具特点,一个是以流数为基础,
一个是以微分为基础；一个是不定积分,一个是定积分,这两种体系直到现在仍然并存,各有各

的用处,往往互为补充,缺一不可.牛顿在理论上较严格一些,但由于莱布尼茨善于听取别人的

意见,他采用的符号很科学,既表示了概念,又非常便于运用,直到现在仍在使用.
用历史唯物主义的观点去看微积分的出现,它与任何科学成就一样,都是历史发展的必然

产物,并非几个人的功绩.正如牛顿所说,他之所以看得远,是因为他站在了巨人的肩膀上.一
门科学发展到了一定阶段,达到成熟,必然会产生出这个人写不出来、另一个人也会写出来的

情况,这从牛顿、莱布尼茨几乎同时发明微积分这点可以看出.从某种意义上说,一定要分清是

谁先发明的,没有多大价值.不过像牛顿、莱布尼茨这样的科学家,他们不拘泥于前人的成就,
而是总结前人的成果,大胆创新,这种精神是可贵的,也正是我们这个时代大家要学习的.

微积分虽然诞生了,但牛顿和莱布尼茨两个人都说不清它的基本原理,这样就引来了一大批

的批评者,大主教贝克莱攻击牛顿的流数：“既不是有限量,也不是无穷小量,可也不是虚无,难道

可以把它们称为死去的幽灵吗?”(见贝克莱《致分析者》)不过也应当承认,贝克莱的这种批评对

微积分的发展和完善还是起到了一定的作用.为了回答这位神学家的批评,当然更主要的还是由

于生产力的发展、社会的需要,使得18—19世纪进入了一个以微积分为基础的“分析时代”.
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第1章

函数、极限与连续

    
 

    
 
  

  章序
数学是研究现实世界中物质及物质之间的数量关系与空间形式的一门科学,数学

在我们的生活当中可谓是“无处不在,无所不用”.而高等数学则是以变量为主要研

究对象,变量的主要表现形式就是函数.所以,本章将在中学数学已有函数知识的

基础上,进一步介绍函数的概念、极限与连续性,并着重说明极限的计算方法.

1.1 函数及其图形

1.1.1 常量与变量
在许多实际问题中,我们经常会遇到各种各样的量,如长度、温度、重量、体积、时间、路程

及速度等.在事物的某一变化过程中,如果一个量只能取一个固定的数值,这个量就称为常量；
而在事物的某一变化过程中,如果一个量可以取不同的数值,这个量就称为变量.例如,给一块

铁加热,铁块的重量不变,而铁块的温度、体积在变,那么,在这一加热过程中,重量就是常量,
而温度、体积则是变量.

某一个量是常量还是变量,并不是固定的,要根据具体情况作出具体的分析.比如,重力加

速度,在中学物理中我们把整个地球上的重力加速度都看成是常量,其原因就是我们所考虑问

题中的精确度要求不高.如果我们要求的精确度比较高的话,实际上,地球不同地点的重力加

速度是不同的,那么,在整个地球上,重力加速度就应该是变量,但在同一地点的重力加速度通

常还是可以看成是常量.不过,在有些问题中,如果要考虑地球总是在运动的话,那么,即使是

同一地点,不同时间的重力加速度也是在变化的,这样,在同一地点的重力加速度也可能是

变量.
在数学中,由于主要是讨论各种量在数值上的关系,因此常常要把常量和变量抽象为常数

和变数,脱离其实际意义.这样,在某一变化过程中,只能取某一固定数值的数就称为常数,而
可以取不同数值的数就称为变数.

对于常数,我们通常喜欢用字母表中前面几个英文字母a,b,c等来表示,而变数则是习惯

用字母表中最后几个英文字母x,y,z来表示.
本课程所涉及的常数与变数,如无特别说明,均属实数范围.

1.1.2 区间与邻域
区间是数学里用得比较多的一类数集.区间可分为有限区间与无限区间(又称无穷区间)、
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闭区间与开区间、半闭半开区间等.为此,我们还引进了∞(无穷大)这一概念,不过要说明的

是,∞并不是一个数值,而是一个抽象概念,+∞(正无穷大)与-∞(负无穷大)只是代表了数

轴上实数的两个不同的发展方向.在这里要向大家强调的是,有限区间和无限区间不是说区间

里所包含的元素有限或无限,而是指该区间的长度有限或无限.
在高等数学的学习中,常常要用到一种特殊的开区间,这里就需要引入邻域这一概念.所谓

点x0 的δ邻域,就是指以x0 点为中心、以δ(δ＞0)为半径的开区间(x0-δ,x0+δ),如图1-1(a)所
示,并记为U(x0,δ),即

U(x0,δ)={x|x-x0|＜δ}.
显然,对于每一个点x0,可以存在无数个以δ(δ＞0)为半径的邻域.因此,对于数轴上的每一个

点x0 来说,都存在无数个邻域.
在x0 的δ邻域中去掉中心点x0 所得两开区间的并(x0-δ,x0)∪(x0,x0+δ)称为x0 点

的δ去心邻域.如图1-1(b)所示,并记为U˚(x0,δ),即

U˚(x0,δ)={x0＜|x-x0|＜δ}.

图1-1

例如,U(5,0.02)={x|x-5|＜0.02}表示点5的0.02邻域,也可用开区间(4.98,5.02)
来表示.U˚(2,0.15)={x0＜|x-2|＜0.15}则表示点2的0.15去心邻域,它也可以用两个开

区间的并来表示,即(1.85,2)∪(2,2.15).
要注意的是,在去心邻域的集合表达式中,0＜|x-x0|表示x≠x0,即邻域内不含点x0.

1.1.3 函数的概念

 视频1

在同一个自然现象或科学技术过程中,往往同时会有好几个变量发生变

化,并且这些变量并不是孤立地发生变化,而是相互联系并遵循着某一种确定

的规律发生变化.那么,对于单个的变量是没有多少值得研究的,我们主要还是

研究各个变量之间的各种依存关系,这就是函数.下面就两个变量的情形举例

说明.
例1.1 圆的面积A 与半径r的关系可表示为

A=πr2,r∈(0,+∞).

例1.2 物体作自由落体运动时,物体下落的距离s随下落的时间t的变化而变化,且s
与t的关系为

s=12gt
2,t∈[0,T],

其中,g为重力加速度,t为物体着陆的时刻.
以上两例的实际意义和表达方式虽不相同,但在数学上却具有共性,那就是它们均表达了

两个变量在变化过程中协同变化的依赖关系,这种关系式可以充分揭示各因素之间的数量关

系,也是人类揭示事物发展规律,对事物进行分析和研究的重要基础.
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1.函数的定义

在17世纪之前,函数总是与公式紧密关联的,直到1837年,德国数学家狄利克雷(Dirichlet,

1805—1859)才提出了至今仍易被人们接受且较为合理的函数概念.
定义1.1 设有两个变量x和y,而D 是一个给定的数集.如果对于每个数x∈D,变量y

按照一定的法则总有确定的数值与之对应,则称y是x 的函数,并记为

y=f(x),x∈D,
其中变量x称为自变量,变量y称为因变量(y也叫做x 的函数),数集D 则称为函数的定义

域,W={y|y=f(x),x∈D}称为函数的值域.
函数y=f(x)中表示对应关系的记号f也可以改用其他字母来替代.由于变量之间的依

存关系是无限的,而字母却是有限的,所以,有时也会在f的右下角标上自然数来区分不同的

函数关系,例如y=h(x),y=φ(x),y=f1(x),y=f2(x)等.
在实际问题中建立的函数关系,其定义域往往是根据问题的实际意义来确定的,如例1.2

中的D=[0,T].然而在数学中,常常脱离函数的实际意义,只是单纯地讨论用算式表达的函

数,这时可以规定函数的自然定义域.在实数范围内,函数的自然定义域就是使算式有意义的

一切实数组成的数集.例如,s=12gt2 的自然定义域是D=(-∞,+∞),又如,函数y=

1
1-x2

的自然定义域是D=(-1,1).今后凡是没有实际意义的函数所讨论的定义域都是指

自然定义域.
如果自变量在定义域内任取一个数值时,对应的函数值只有唯一的一个,那么称这种函数

为单值函数；如果有多个函数值与之对应,则称为多值函数.需要说明的一点是：本课程所讨论

的函数都是指单值函数.因此,在今后的学习中,凡是没有特别说明的函数,都是指单值函数.

 视频2

例1.3 求下列函数的定义域：

(1)y= 1
4-x2

+ x+2； (2)y=1x+lg
(1-x).

解 根据题意：

(1)由
4-x2≠0,

x+2≥0{ 可得
x≠±2,

x≥-2,{ 所以D=(-2,2)∪(2,+∞).

(2)由
x≠0,

1-x＞0{ 可得
x≠0,

x＜1,{ ,所以D=(-∞,0)∪(0,1).

图1-2

设函数y=f(x)的定义域为D,取定一个x0∈D,则对应一个函数值y0=f(x0),这时(x0,y0)在

xOy平面上就能确定一个点的位置,当x取遍D 上的每个值时,就能得到xOy平面上的一个点

集E：

E={(x,y)|y=f(x),x∈D},

那么,这个点集E就称为函数y=f(x)的图形(也叫图像),且图形E
在x轴上的垂直投影点集就是定义域D,在y轴上的垂直投影点集

就是值域W,如图1-2所示.

6



第1章 函数、极限与连续

图1-3

例1.4 函数y=1x
的定义域D=(-∞,0)∪(0,+∞),值域

W=(-∞,0)∪(0,+∞),其图形又被称为等轴双曲线,如图1-3
所示.

例1.5 函数y=x3 的定义域 D=(-∞,+∞),值域 W=
(-∞,+∞),其图形为立方抛物线,如图1-4所示.

图1-4

当然,并不是所有的函数都能用图形表示出来.例如狄利克雷

函数

y=
1, x为有理数；

0, x为无理数.{
这个函数的定义域D=(-∞,+∞),值域W={0,1},显然,此

函数无法用图形来表示.
通过对函数定义的分析,不难发现,确定一个函数,起决定作用

的两大因素是：
(1)对应法则f(即因变量y对于自变量x 的依赖关系)；
(2)定义域D(即自变量x的取值范围).
如果说两个函数的“对应法则f”和“定义域D”都相同,那么,这两个函数就是相同的,否

则就是不相同的.至于自变量和因变量用什么字母表示,则无关紧要.例如y=2x,s=2t,u=
2v,都表示同一个函数.

例1.6 下列各对函数是否相同,为什么?

(1)f(x)=x,g(x)=x
2

x
；

(2)f(x)=x,g(x)= x2；

(3)f(x)=
3
x4-x3,g(x)=x

3
x-1.

解 根据题意：

  (1)不相同.理由很简单,两个函数的定义域不相同.
  (2)不相同,虽然两个函数的定义域均为(-∞,+∞),但对应法则不同.例如：

f(-1)=-1,g(-1)=1,故不相同.
  (3)相同.定义域均为(-∞,+∞),对应法则也相同,因此,f(x)与g(x)相同.

例1.7 如果f 1
x

■

■
■

■

■
■=2x+ x+1

x
■

■
■

■

■
■

2

(x≠0),求f(x).

解 令1
x=t

,则x=1t
(t≠0),故有

f(t)=2·1t+

1
t+1

1
t

■

■

■
■
■■

■

■

■
■
■■

2

=2t+
(1+t)2,

所以

f(x)=2x+
(1+x)2 (x≠0).
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此例说明函数关系与变量的记号无关.
2.函数的表示法

函数的常用表示方法有三种：解析法、表格法和图形法.这三种表示方法各有其特点和优

缺点,不过,在我们的学习过程中,以使用解析法居多.
(1)解析法.用数学解析表达式表示一个函数的方法称为解析法(也叫公式法).高等数学

中所讨论的函数大多是由解析法给出的,这是因为用解析法表示的函数便于进行各种运算和

研究,缺点就是不够直观.
但是需要指出的是,在用解析法表示函数时,不一定总是用一个式子来表示,也可以同时

用几个式子来表示一个函数,这就是分段函数.
定义1.2 在自变量不同的取值范围内,用不同的数学解析表达式(或数字)来同时表示

一个函数的函数称为分段函数.
例如,前面提到的狄利克雷函数就是分段函数.分段函数的定义域在其表达式中均已给

出,不需要去求解,只需总结一下就能得到.

图1-5

例1.8 绝对值函数

y=|x|=
x,  x≥0,

-x, x＜0{
的定义域D=(-∞,+∞),值域W=[0,+∞),如图1-5所示.

例1.9 函数

图1-6

y=
x2, -1＜x≤0,

1+x, 0＜x≤2{
的定义域D=(-1,2],值域W=[0,1)∪(1,3],如图1-6所示.

例1.8和例1.9都是分段函数,在自变量x不同的取值范围内,对
应法则用不同的解析表达式表示,但表示的都是一个函数,而不是几个

函数.
(2)表格法.在实际应用中,常将一系列自变量值与对应的函数值列成表格,以备查阅.例

如中学常用的平方根表、常用对数表、三角函数表等.用这种形式表示函数的方法就叫做表

格法.
表格法的优点是简单明了,便于应用,可以直接从自变量的值查到相对应的函数值；缺点

是表中所列的数据有限,往往不够完全,所以,表达的函数也不够完整.不过,在工程技术中,为
了便于工程计算,还是常常被采用.

图1-7

(3)图形法.
例1.10 某气象站用自动温度记录仪记下了一夜气温的变化

(图1-7),由图中可以看到一夜内每一时刻t,都有唯一确定的温度T
与之对应,因此,图中的曲线在记录的时间区间内确定了一个函数

关系.
类似于例1.10的这类问题,通常很难找到一个解析式准确地表示两个变量之间的关系,

却可以用某个坐标系中的一条曲线来表示两个变量之间的对应关系,这种表示函数的方法称

为图形法.
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图形法的优点是鲜明直观,缺点是事先难以获取.例如,股市中某一只股票某一天的股价

走势图等.
虽然说有的函数能用解析式表示,但为了便于研究,使函数变量之间的对应关系更加直

观、形象,我们常常会把函数的图形画出来帮助分析.

1.1.4 函数的几种特性
函数有四大特性,它们是有界性、单调性、奇偶性和周期性.有些性质在中学已经学过,而

有些性质则是中学没有学过的.
所谓函数的特性,就是指因变量y的变化情况,即在自变量x的某种变化过程中因变量y

随之发生的一系列变化,这一点是大家在学习前首先必须意识到的,只有这样,才能更好地学

习函数的四大特性.

 视频3

1.函数的有界性

定义1.3 设函数y=f(x)在区间I内有定义(区间I可以是函数的整个

定义域,也可以是其定义域的一部分),如果存在一个正数 M,对于所有的x∈
I,对应的函数值f(x)都满足不等式

|f(x)|≤M,

则称函数y=f(x)在区间I内有界.如果这样的M 不存在,则称函数y=f(x)在I内无界.
通过定义1.3我们可以看到,所谓的函数有界性指的就是在所讨论的区间范围内函数值

y的取值状况是上封顶、下保底.若函数值y的取值只出现上封顶(或下保底)的情况,那么我

们称函数只有上界(或下界),所以,函数有界必须是既有上界,同时还有下界.若函数只有上界

或只有下界,则不能说函数是有界的.
例1.11 函数y=sinx在(-∞,+∞)内有界,因为对于任意的x∈(-∞,+∞),均有

|sinx|≤1,因此y=sinx是在(-∞,+∞)内的有界函数.
例1.12 函数y=x2 在(-∞,+∞)内无界,原因是其只有下界,而无上界,故无界.
在判断函数的有界性时,要注意一个原则,那就是要先明确自变量x的取值范围,然后方

可讨论函数的有界性.例如,函数y=1x
在(0,1)内无界,但y=1x

在(1,+∞)内却有界.由此

 视频4

可见,同一个函数在不同的区间范围内判断的结果往往也不同.
2.函数的单调性

图1-8

定义1.4 设函数y=f(x)的定义域为D,区间I⊆D,如果对于区间I上

任意两点x1、x2,当x1＜x2 时,都有

f(x1)＜f(x2),

则称函数y=f(x)在区间I上是单调增加的

(图1-8(a)),区间I称为单调增加区间；如果

对于区间I上任意两点x1、x2,当x1＜x2 时,
都有

f(x1)＞f(x2),

则称函数y=f(x)在区间I上是单调减少的
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(图1-8(b)),区间I称为单调减少区间.单调增加和单调减少的函数统称为单调函数,单调增

加和单调减少的区间统称为单调区间.
从定义1.4和图1-8中不难看出,单调增加函数的图形是一条上升的曲线,而单调减少函

数的图形则是一条下降的曲线.
在讨论函数的单调性时必须注意到：
(1)分析函数的单调性,总是在x轴上从左向右看函数值的变化.
(2)以上所讨论的单调性指的都是严格单调增加与严格单调减少.
(3)函数可能在其定义域的一部分区间内是单调增加的,而在另一部分区间内是单调减

少的,这样,函数在整个定义域内就不是单调的.例如,y=x2 在(-∞,0)内单调减少,在
(0,+∞)内单调增加,但是y=x2 在定义区间(-∞,+∞)内不是单调的.

 视频5

3.函数的奇偶性

定义1.5 设函数y=f(x)的定义域D 关于原点对称,如果对于任意x∈
D,都有

f(-x)=-f(x)

成立,则称函数y=f(x)为奇函数.如果对于任意x∈D,都有

f(-x)=f(x)

成立,则称函数y=f(x)为偶函数.
对于偶函数来说,由于f(-x)=f(x),如果点A(x,f(x))在图形上,则与它对称于y轴

的点A'(-x,f(x))也在图形上,由此可见偶函数的图形对称于y轴,如图1-9(a)所示.同样,
对于奇函数,由于f(-x)=-f(x),如果点B(x,f(x))在图形上,则与它对称于原点的点

B'(-x,-f(x))也在图形上,可见奇函数的图形对称于坐标原点,如图1-9(b)所示.

图1-9

图1-10

例1.13 讨论函数f(x)=|sinx|的奇偶性.
解 因为

f(-x)=|sin(-x)|=|-sinx|
=|sinx|=f(x),

  所以f(x)=|sinx|为偶函数(图1-10).
例1.14 设f(x)是偶函数,且

φ(x)=f(x) 1
2x+1

-12
■

■
■

■

■
■,

讨论φ(x)的奇偶性.
解 因为
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φ(-x)=f(-x) 1
2-x+1

-12
■

■
■

■

■
■

=f(x) 2x

1+2x-
1
2

■

■
■

■

■
■

=f(x)2
x+1-1
2x+1

-12
■

■
■

■

■
■

=f(x)1- 1
2x+1

-12
■

■
■

■

■
■

=f(x)1
2-

1
2x+1

■

■
■

■

■
■

=-f(x) 1
2x+1

-12
■

■
■

■

■
■

=-φ(x),

  所以φ(x)是奇函数.
例1.15 设f(x)是定义在(-l,l)上的任意函数,试证：
(1)f(x)+f(-x)是偶函数；  (2)f(x)-f(-x)是奇函数.
证 根据题意：

(1)令F(x)=f(x)+f(-x),则F(x)也是定义在(-l,l)上的函数.
因为

F(-x)=f(-x)+f[-(-x)]=f(-x)+f(x)=F(x),
所以F(x)=f(x)+f(-x)是定义在(-l,l)上的偶函数.
(2)令G(x)=f(x)-f(-x),则G(x)也是定义在(-l,l)上的函数.
因为

G(-x)=f(-x)-f[-(-x)]=f(-x)-f(x)

=-[f(x)-f(-x)]=-G(x),
所以G(x)=f(x)-f(-x)是定义在(-l,l)上的奇函数.

请大家注意一点,并非所有的函数都具备奇偶性,应该说,大部分的函数既不是奇函数,也
不是偶函数,这些函数称为非奇非偶函数.通过例1.15又可以看到,在对称区间(-l,l)或

(-∞,+∞)上定义的任意一个函数,一定可以表示为一个偶函数1
2
[f(x)+f(-x)]与一个

奇函数1
2
[f(x)-f(-x)]之和.

 视频6

4.函数的周期性

定义1.6 设函数y=f(x)的定义域为D,如果存在一个常数T≠0,使得

对任意的x∈D 有x±T∈D,且f(x±T)=f(x),则称函数y=f(x)为周期函

数,T 为f(x)的周期.
显然,如果f(x±T)=f(x),则有f(x±2T)=f(x),f(x±3T)=f(x),

…,因此需要指出的是,通常所说的周期函数的周期都是指函数的最小正周期.
例如,在中学我们学过的三角函数y=sinx,y=cosx 都是以2π为周期的周期函数；而
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