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行星际飞行器是指在太阳系内广阔的行星际空间中飞行的人造天体,
是人类进行深空探测活动的重要工具, 如火星探测器、 小行星探测器、 彗

星动能撞击器等。 行星际飞行轨道理论是行星际飞行器设计所涉及的重要

基础理论, 也是从事深空探测技术研究人员应具备的知识。 相比近地航天

器轨道, 行星际飞行轨道有许多独具的特点, 需要一本专门的教材进行系

统的阐述, 这也是本书编写的初衷。
本书共包括 8 章。 第 1 ~ 3 章介绍与行星际飞行轨道相关的基础知识,

包括基本的力学原理、 二体问题和三体问题等; 第 2 ~ 6 章从不同的行星

际飞行方式出发, 分别介绍直接转移轨道、 借力飞行轨道和连续小推力飞

行轨道; 第 7 章介绍几种常用的行星际飞行轨道优化方法, 包括微分修正

方法、 主矢量方法等; 第 8 章中针对几个典型的深空探测任务, 对行星际

飞行轨道进行初步的设计, 并分析了不同飞行方案的特点。
本书是在作者多年来从事行星际飞行轨道教学实践与科学研究基础

上, 并参考国内外学者的一些优秀研究成果编著而成的。 本书写作过程

中, 力求做到叙述清晰准确, 条理分明。 行星际飞行轨道的典型特点是能

量需求大、 飞行时间长和力场环境复杂, 合理地利用自然力、 施加合适的

控制力以提高飞行轨道性能是研究的重点。 为此, 本书在介绍轨道基础理

论与知识的同时, 着重对不同转移方式轨道的特点与设计方法进行讨论。
为了使读者深入理解行星际飞行轨道设计方法, 书中尽可能地对各种方法

进行详尽的推导与讨论, 这也是本书的一个特点。 本书可以作为航空宇航

学科研究生和高年级本科生教材, 也可以为从事深空探测技术研究的人员

提供一定的参考。
全书由尚海滨编著, 北京理工大学宇航学院乔栋教授主审。
感谢崔平远教授和龙腾教授在本书编写过程中给予的鼓励、 指导与帮

助。 感谢研究生韦炳威、 秦啸、 张阔翔、 许铃健和王嘉瑶的辛勤劳动, 他

们完成了部分文字的校对和仿真程序的调试工作。
限于时间和作者水平, 书中不妥之处在所难免, 敬请读者和同行批评

指正。

编著者
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第 1 章

行星际飞行轨道基础知识

1. 1　 太阳系中的天体

太阳系由一个恒星 (称为太阳)、 八大行星、 行星卫星、 至少 5 个矮行星及无数的小行

星和彗星组成。 八大行星按照距太阳的距离, 依次为: 水星、 金星、 地球、 火星、 木星、 土

星、 天王星和海王星。 而原先被视为行星的冥王星于 2006 年由国际天文联合 会

(International Astronomical Union, IAU) 正式定义为矮行星。 许多科学家认为, 太阳系大约

于 46 亿年前由巨大的旋转气体和尘埃 (即星云) 形成。 这些星云因为引力而逐渐聚集, 旋

转越来越快, 整体被压成圆盘状。 大多数的物质被聚集到中心, 形成了太阳, 而其他的一些

物质则组成了行星、 小行星、 彗星及行星的卫星等。
太阳是太阳系里最大的天体, 它占据了太阳系 99. 86%的质量。 木星是八大行星中体积

最大的行星, 其直径约为太阳直径的 1 / 10, 而总质量仅为太阳的 0. 1% 。 由于太阳引力的主

导作用, 八大行星的运动可视为主要受太阳引力的影响。 因此, 它们的运动轨迹大致为以太

阳为焦点的椭圆轨道, 但半长轴、 偏心率和倾角等轨道特征各不相同。 当然, 由于岁差、 其

他行星引力及广义相对论效应的影响, 行星绕太阳的公转轨道也在时刻发生着微小的变化。
太阳系中各大行星绕太阳公转轨道的偏心率都较小, 除水星以外, 其他行星的轨道偏心率均

小于 0. 1, 运行于近圆轨道上。 另外, 除水星外, 各大行星绕太阳公转轨道平面与黄道面的

夹角都小于 4°。
根据天体绕太阳运动轨道的分布, 太阳系可非正式地分为内太阳系和外太阳系。 内太阳

系包括水星、 金星、 地球、 火星和主小行星带; 而主小行星带以外的部分称为外太阳系。 特

别地, 对于外太阳系, 从木星到海王星这 4 颗大型行星称为 “中间带”; 海王星以外还有很

大的区域被小行星和矮行星所占据, 这个区域称为柯伊伯带。
水星是距离太阳最近的行星, 它绕太阳公转轨道的半长轴为 0. 387 AU (1 AU =

1. 495 978 7 × 108 km, 定义为地球到太阳的平均距离, 称为一个天文单位), 偏心率为

0. 206, 轨道倾角为 7° (参考平面为黄道面)。 水星绕太阳公转周期为 87. 97 天, 自转周期为

58. 646 天, 刚好是公转周期的 2 / 3。 水星不存在天然的卫星。 水星的平均半径为 2 439. 7 km,
质量是太阳系行星中最小的, 约为地球质量的 0. 055。 目前已有 “水手 10 号” 和 “信使号”
探测器实现了水星探测, 而 “哥伦布号” 探测器将于 2025 年到达水星开展探测任务。

金星是离地球最近的行星, 它绕太阳公转轨道半长轴约为 0. 723 AU, 偏心率为 0. 007,
轨道倾角为 3. 39°。 金星的公转周期约为 224. 7 天, 自转周期约为 243 天, 其自转方向与地

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



行星际飞行轨道理论与应用

002　　　　

球自转方向是相反的, 所以, 在金星表面上看太阳是从西边升起, 东边落下的。 金星的平均

半径为 6 051. 8 km, 质量约为地球的 0. 815。 金星具有非常稠密的大气层, 大气密度约为地

球大气密度的 93 倍, 地表温度在 400 ℃以上, 这增加了探测器进行金星近距离探测的难度。
与水星一样, 金星没有天然的卫星。 金星是人类探测器到达的第一颗地外行星。

地球是太阳系中唯一拥有生命的行星, 它与太阳的距离为 1 AU, 绕太阳公转轨道的偏

心率为 0. 016 7。 地球的平均半径为 6 371 km, 质量为 5. 972 37 × 1024 kg。 地球的密度在内太

阳系中是最高的, 并且有一颗自然卫星, 即月球。
近地天体, 是指那些绕太阳的公转轨道与地球的公转轨道很接近的小天体。 太阳系中的

小天体, 若其近日点距离小于 1. 3 AU, 则被定义为近地天体。 近地天体的主要组成是小行

星, 也有部分彗星。 截至 2018 年 9 月, 人类已经发现了超过 18 800 颗近地天体。 近地天

体是行星际探测的热点目标。 在这些近地天体中, 若其轨道与地球最近接近距离小于

0. 05 AU, 并且直径大于 140 m, 则被认为是高危小天体, 高危小天体存在撞击地球的可能

性, 对地球及人类的安全构成了威胁。 人类已经成功实施了多次近地天体探测任务, 例如美

国的 NEAR 任务和日本的近地小行星采样返回任务。
火星绕太阳公转轨道半长轴为 1. 524 AU, 偏心率为 0. 093 4, 倾角为 1. 85°。 火星的公

转周期为 779. 96 天, 自转周期为 1. 026 天。 火星具有稀薄的大气, 大气密度不到地球大气

的 1% , 大气成分主要是二氧化碳。 火星的表面温度约为 - 63 ℃, 被视为人类最有可能移居

的星球。 火星的平均半径为 3 389. 5 km, 质量约为地球的 0. 107。 此外, 火星拥有两个天然

的卫星, 分别为火卫一 Phobos 和火卫二 Deimos。 火星一直是人类开展行星际探测任务的热

点目标, 进行火星探测的任务窗口每 26 个月会出现一次。 自 1960 年以来, 人类已经向火星

发射了 46 颗探测器, 开展火星科学探测, 任务成功率约为 45% 。
主小行星带, 在火星和木星之间运行着成千上万的小天体。 特别地, 这些小天体主要集

中于距离太阳 2. 06 ~ 3. 27 AU 核心区域内。 据估计, 主小行星带中天体的数量在 70 万 ~ 170
万颗, 其中最大的天体是谷神星 (被归类为矮行星)。 尽管小行星带分布很广, 但其中所有

天体的总质量仅为地球质量的 0. 1% 。 绝大多数主小行星带中的天体绕太阳公转轨道的偏心

率小于 0. 4, 轨道倾角小于30°。 一般认为, 由于木星引力的影响, 早期太阳系的残余物质

没能够聚合在一起, 最终形成主小行星带。 主小行星带中的天体近年来也逐渐成为行星际探

测的热点目标。
木星是太阳系中最大的行星, 平均半径为 69 911 km, 质量约为地球的 318 倍, 为气态

巨行星。 木星绕太阳公转的轨道半长轴为 5. 2 AU, 偏心率为 0. 048 9, 轨道倾角为 1. 303°。
木星绕太阳的公转周期为 11. 862 年, 自转周期约为 9. 925 小时。 目前已经发现了 79 颗木星

的天然卫星, 其中有 4 颗卫星较大, 并且与类地行星具有相似的特征。 由于木星的质量很

大, 在木星与太阳系统的两个三角平动点 L4 和 L5 附近稳定存在着许多小行星, 这些小行星

构成了特洛伊小行星群。 目前人类已经进行了多次的木星探测任务, 包括著名的 “旅行者

号” 飞越探测和 “伽利略号” 环绕探测任务。
土星也为气态巨行星, 平均半径为 58 232 km, 土星的质量约为地球的 95 倍, 但其密度

是太阳系所有行星中最低的。 土星绕太阳公转轨道的半长轴为 9. 58 AU, 偏心率为 0. 056 5,
轨道倾角为 2. 485°。 木星的公转周期约为 29. 457 1 年, 自转周期约为 10. 55 h。 土星赤道附

近的环状结构十分显著, 主要由冰微粒和岩石尘土组成。 目前在土星附近已发现了 62 颗自
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然卫星, 其中最大的一颗卫星为泰坦, 它的体积比水星的还要大, 并且拥有浓厚的大气。
“卡西尼 -惠更斯号” 探测器于 2004 年成功进入环土星轨道, 开启了人类的首次近距离土

星科学探测。
天王星是太阳系中第三大的行星, 平均半径为 25 362. 7 km, 质量约为地球的 14 倍。 天

王星绕太阳公转轨道半长轴为 19. 218 AU, 偏心率为 0. 046, 轨道倾角为 0. 773°。 天王星的

公转周期约为 84. 02 年, 自转周期约为 17 h 14 min。 天王星自转轴的倾角非常大, 与其绕太

阳公转轨道角动量矢量之间的夹角约为 97. 77°, 因此, 天王星几乎是横躺着绕太阳公转的,
其赤道附近也存在暗淡的行星环, 目前已发现了 27 颗天王星的自然卫星。 由于距离地球遥

远, 探测器飞抵天王星需要很长的时间。 NASA 的 “旅行者 2 号” 是目前唯一成功飞越天王

星的探测器。
海王星是太阳系中距离太阳最远的行星, 其离太阳最近距离为 29. 81 AU, 最远距离为

30. 33 AU。 海王星绕太阳公转轨道的半长轴为 30. 11 AU, 偏心率为 0. 095, 轨道倾角为

1. 768°。 天王星的平均半径为 24 622 km, 质量约为地球的 17 倍。 天王星绕太阳公转周期约

为 164. 8 年, 自转周期约为 15 h 58 min。 目前发现的自然卫星有 14 颗, 其中只有海卫一具

有足够大的质量, 能使其自身呈球体。 截至目前, 只有 “旅行者 2 号” 探测器实现了海王

星的飞越探测。
柯伊伯带位于距离太阳 30 ~ 50 AU 的区域。 与主小行星带类似, 其主要由小天体和

太阳系形成初期的残骸构成。 柯伊伯带可分为传统带和共振带, 共振带是指与海王星运

动具有共振关系的天体群, 其共振比为 2∶ 3 (当海王星绕太阳公转 3 圈时, 小天体完成绕

太阳公转 2 圈), 共振带分布在约 39. 4 AU 处, 包括冥王星和其卫星在内的许多天体都位

于共振带内。
图 1. 1. 1 给出了太阳系主要结构的示意图, 其中略去了一些天体, 如彗星、 谷神

星等。

图 1. 1. 1　 太阳系的结构
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1. 2　 牛顿力学

牛顿于 1687 年发表了 《自然哲学的数学原理》, 在其第一卷中首次表述了物体运动的

三定律, 后来被称为牛顿定律。 这三个定律描述如下:
牛顿第一定律: 任何质点或质点系会继续相对于某一惯性坐标系保持静止或者匀速直线

运动状态, 除非有外力施加在该质点或质点系上, 迫使它改变这种状态。 该定律又称为惯性

定律。
牛顿第二定律: 动量为 p 的质点在外力 F 的作用下, 其动量随时间的变化率同该质点

所受外力成正比, 并且与外力的方向相同, 即 F = dp / dt。
牛顿第三定律: 相互作用的两个质点之间的作用力和反作用力总是大小相等, 方向相

反, 并且作用在同一条直线上。
牛顿在 《自然哲学的数学原理》 中还首次提出了万有引力定律, 从而使得经典力学成

为一个较为完整的体系, 这为后来的力学体系发展奠定了基础。
牛顿力学引入了一些基本概念, 包括力、 质点、 时间、 匀速运动和惯性坐标系。 不可否

认, 这些概念带有些形而上学的色彩, 如质点是一个假象模型, 我们忽略了物体的形状和大

小, 将有限质量集中于一个零维的点, 且其密度还是有限的。 另外, 牛顿的绝对时空观认为

时间和空间是独立的, 两者不会互相影响, 时间是均匀流逝的, 与参照系和物体的运动都无

关, 空间的度量也是处处相等, 且与参照系和物体的运动无关。 因此, 惯性坐标系存在于绝

对时空观中, 不同的惯性系中对物体运动的描述, 如速度、 位移等, 可以通过伽利略变换相

互联系, 或者说一切力学定律在伽利略变换下都是不变的。 1905 年, 爱因斯坦建立了狭义

相对论, 直接否定了绝对时空观, 他认为时间和空间是紧密联系的, 且时间和空间都具有相

对的意义, 绝对的惯性系是不存在的。 1915 年, 爱因斯坦建立了广义相对论, 对引力进行

了重新解释, 他认为引力是时空被弯曲的表现, 从而时空是非均匀且可弯曲的。 从现代的观

点看, 牛顿力学是真实情况的高度近似理论, 在许多工程问题中仍然是适用的。 例如, 对行

星际飞行轨道进行讨论时, 依据的基础力学理论仍然是牛顿三大运动定律及牛顿万有引力定

律。 实际上, 在航天工程领域中, 只有极少数情况下需要考虑相对论效应, 例如 GPS 定位

误差的校正, 需要考虑飞行速度和引力势带来的卫星钟与接收机钟之间的误差。

1. 3　 分析力学

1. 3. 1　 拉格朗日方程

力学系统的运动规律可用最小作用原理进行描述, 根据这一原理, 表征每一个力学系统

都可以用一个确定的函数:
L(q1, q2, …, qs, q·1, q·2, …, q·s , t) (1. 3. 1)

其中, q1, q2, …, qs 表示自由度为 s 的系统的广义坐标, 其对时间的导数 q·1, q·2, …, q·s

称为广义速度。
式 (1. 3. 1) 可以简记为 L(q, q·, t), 力学系统的运动满足以下条件:
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假设在时刻 t = t1 和 t = t2, 运动系统的位置由两组坐标 q(1)和 q(2)确定, 那么系统在这两

个位置之间的运动使得积分

S = ∫t2
t1
L(q, q·, t)dt (1. 3. 2)

取最小值 (一般是极小值)。 函数 L 称为给定系统的拉格朗日函数, 积分 S 称为作用量。 拉

格朗日函数中只包含 q 和 q·, 而不包含更高阶导数 q··, q···, …, 这表明系统的力学状态完

全由坐标和速度确定。
下面将通过求解使积分 S 取最小值的问题来推导运动微分方程。 为了便于表达, 先假设

系统仅有一个自由度, 只需确定一个函数 q( t)。
设 q = q( t) 是使 S 取最小值的函数, 即采用其他任意函数

q( t) + δq( t) (1. 3. 3)
代替 q( t) 时, 都会使 S 增大。 这里函数 δq( t) 称为函数 q( t) 的变分, 其在从 t1 到 t2 的整

个时间间隔内都认为是小量。 由于比较函数 (1. 3. 3) 在时刻 t = t1 和 t = t2 分别取值为 q(1)

和 q(2), 因此有

δq( t1) = δq( t2) = 0 (1. 3. 4)
使用 q( t) + δq( t) 代替 q( t) 时, 使 S 产生的增量为

δS = ∫t2
t1
L(q + δq, q· + δq·, t)dt - ∫t2

t1
L(q, q·, t)dt (1. 3. 5)

S 取最小值的必要条件是一阶变分为零。 于是最小作用量原理可以写成

δS = δ ∫t2
t1
L(q, q·, t)dt = 0 (1. 3. 6)

或者变分后的形式可以表示为

∫t2
t1

􀆟L
􀆟qδq + 􀆟L

􀆟q·δq·( )dt = 0 (1. 3. 7)

注意到 δq· = d(δq) / dt, 则第二项分部积分为

δS = 􀆟L
􀆟q·δq

t2

t1

+ ∫t2
t1

􀆟L
􀆟q - d

dt
􀆟L
􀆟q·( )δqdt = 0 (1. 3. 8)

根据式 (1. 3. 4) 可得式 (1. 3. 8) 中第一项为零, 剩下的积分在 δq 取任意值时都应该

等于零。 这时, 被积函数必须恒等于零, 于是有

d
dt

􀆟L
􀆟q· - 􀆟L

􀆟q = 0 (1. 3. 9)

对于有 s 个自由度的系统, 在最小作用量原理中, 有 s 个不同的函数 qi( t) 应该独立地

变分。 因此, 可以得到 s 个方程

d
dt

􀆟L
􀆟q·i

- 􀆟L
􀆟qi

= 0 ( i = 1, 2, …, s) (1. 3. 10)

利用上式推导的运动微分方程在力学中称为拉格朗日 -欧拉方程。 如果给定力学系统的

拉格朗日函数已知, 则方程 (1. 3. 10) 建立了加速度、 速度和坐标之间的联系, 即给出了

系统的运动方程。
为了讨论拉格朗日函数的一般性结论, 考虑两个拉格朗日函数 L′(q, q·, t) 和 L″(q,

q·, t), 它们相差某个坐标和时间的函数 f(q, t) 对时间的全导数, 表示为
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L″(q, q·, t) = L′(q, q·, t) + d
dt f(q, t) (1. 3. 11)

计算这两个拉格朗日函数对应的积分, 可以得到

　 　 　 　 　 　
S″ = ∫t2

t1
L″(q, q·, t)dt = ∫t2

t1
L′(q, q·, t)dt + ∫t2

t1

d
dt f(q, t)dt

= S′ + f(q(2), t2) - f(q(1), t1)
(1. 3. 12)

上式表明, S″和 S′相差一个附加项, 在变分时附加项消失, 条件 δS″ = 0 和 δS′ = 0 完全

等价, 则运动微分方程也相同。 因此, 可以得到这样的结论: 拉格朗日函数的定义不唯一,
但不同拉格朗日函数之间仅相差某个时间和广义坐标的函数对时间的全导数。

1. 3. 2　 拉格朗日函数

1. 自由质点的拉格朗日函数

研究力学现象必须选择参考系, 一般来说, 运动规律在不同参考系下具有不同的形式。
为了使力学规律在形式上最简单, 选择参考系时, 若空间相对它是均匀的且各向同性的, 时

间相对它是均匀的, 这样的参考系称为惯性参考系。 对于在惯性参考系中自由运动的质点,
其拉格朗日函数形式存在一些结论: 时间和空间的均匀性意味着这个函数不显含质点的矢径

r 和时间 t, 即 L 只能是速度 v 的函数。 又由于空间内各向同性, L 也不依赖于速度矢量 v 的

方向, 只能是速度大小的函数, 也就是说 L = L(v2)。
如果在已有的这个惯性参考系 K 以外, 再引进另一个惯性参考系 K′, 且惯性参考系 K

以无穷小速度 ε相对于另一惯性参考系 K′运动, 则有 v′ = v + ε。 实验表明, 质点相对这两

个参考系的自由运动规律是完全相同的, 并且所有力学关系式相对这两个参考系都是等价

的。 换言之, 存在无穷多个惯性参考系, 它们相互做匀速直线运动, 在这些参考系中, 时间

和空间的性质都是相同的, 力学规律也是相同的, 这个结论称为伽利略相对性原理。 在惯性

参考系 K′中, 拉格朗日函数 L′表示为

L′ = L(v′2) = L(v2 + 2v·ε + ε2) (1. 3. 13)
将上式展开成 ε的幂级数并忽略二阶及以上小量, 可以得到

L(v′2) = L(v2) + 2 􀆟L
􀆟v2

v·ε (1. 3. 14)

根据拉格朗日函数的一般性结论, 在所有惯性参考系中, 运动方程的形式是相同的, 如

果 L′与 L ( v2 ) 存在差异, 只能相差某个关于时间和坐标的函数的全导数。 对于式

(1. 3. 14), 只有在等式右边第二项与速度 v 呈线性关系时, 它才能是时间的全导数。 因此,
􀆟L / 􀆟v2 应与速度无关, 即拉格朗日函数 L 与速度的平方成正比:

L = m
2 v2 (1. 3. 15)

其中, m 为常数, 称为质点的质量。
式 (1. 3. 15) 即为自由运动质点的拉格朗日函数形式。
考虑一个力学系统由 A 和 B 两部分组成, 拉格朗日函数分别为 LA 和 LB。 如果两个部分

都是封闭的, 即不受外部任何物体作用, 则在两个部分相距足够远, 以至于它们的相互作用

可以忽略的极限情况下, 系统的拉格朗日函数趋于极限
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limL = LA + LB (1. 3. 16)
式 (1. 3. 16) 表明拉格朗日函数具有可加性。 因此, 根据式 (1. 3. 15), 对于无相互作

用的质点组成的自由质点系, 可以得到

L = ∑
i

miv2i
2 (1. 3. 17)

需要注意的是, 只有考虑到可加性, 给出的质量定义才有实际的物理意义。
在特定的坐标系中, 速度平方的计算方式为

v2 = dl
dt( )

2

(1. 3. 18)

因此, 确定拉格朗日函数只需求出在特定坐标系中弧长微元 dl 的平方。 例如, 在笛卡

儿坐标系中, 有 dl2 = dx2 + dy2 + dz2, 这时拉格朗日函数可以表示为

L = m
2 ( x·2 + y·2 + z·2) (1. 3. 19)

2. 质点系的拉格朗日函数

存在一种质点系, 其质点之间有相互作用, 但不受外部任何物体作用, 这种质点系称为

封闭质点系。 为了描述质点之间的相互作用, 可以在自由质点系的拉格朗日函数中增加坐标

的某一函数 (根据相互作用的性质确定), 将这一函数记为 - U, 于是封闭质点系拉格朗日

函数的一般形式表示为

L = ∑
i

miv2i
2 - U(r1,r2,…) (1. 3. 20)

其中, ri 是第 i 个质点的矢径; 函数 U 称为质点系的势能。 势能仅依赖于所有质点在同一时

刻的位置, 即其中任何质点位置的改变都会立刻影响到所有其他质点, 证明了相互作用具有

瞬间传递性, 这种性质在经典力学中是必然的。
拉格朗日函数的形式 (1. 3. 20) 也表明, 时间是均匀且各向同性的, 用 - t 代替 t 不会

改变拉格朗日函数, 也不会改变运动方程, 也就是说, 如果在参考系中某种运动是可能的,
则逆运动也是可能的。 回溯到经典力学中可以得出: 遵循经典力学定律的所有运动都是可

逆的。
根据拉格朗日函数建立运动方程

d
dt

􀆟L
􀆟vi

= 􀆟L
􀆟ri

(1. 3. 21)

将式 (1. 3. 20) 代入式 (1. 3. 21) 可得

mi
dvi

dt = - 􀆟U
􀆟ri

(1. 3. 22)

式 (1. 3. 22) 形式的运动方程称为牛顿方程, 是相互作用质点系力学的基础。 上式等

号右端的矢量为

Fi = - 􀆟U
􀆟ri

(1. 3. 23)

Fi 称为作用在第 i 个质点上的力。 F 与 U 都只依赖于所有质点的坐标, 与速度无关。 因

此, 式 (1. 3. 22) 表明, 质点的加速度矢量只是坐标的函数。
采用笛卡儿坐标描述, 根据式 (1. 3. 19), 可以得到拉格朗日函数为
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L = 1
2 ∑i

mi(x·2
i + y·2

i + z·2
i ) - U (1. 3. 24)

如果采用任意的广义坐标 q 描述运动, 而不是用笛卡儿坐标, 则表示新的拉格朗日函数

需要进行相应的变换

xi = fi(q1, q2, …, qs), x·i = ∑
k

􀆟fi
􀆟qk

q·k (1. 3. 25)

将式 (1. 3. 25) 代入式 (1. 3. 24), 可以得到广义坐标下的拉格朗日函数为

L = 1
2 ∑k,l akl(q)q·kq·l - U(q) (1. 3. 26)

其中, akl是广义坐标的函数, 表示为

akl = ∑
i
mi

􀆟fi
􀆟qk

􀆟fi
􀆟ql

(1. 3. 27)

前面的讨论只针对封闭质点系, 下面研究非封闭质点系。 假定某一非封闭质点系 A, 它

与运动完全已知的质点系 B 相互作用, 这种情况称为 A 在由 B 给定的外场中运动。 根据最

小作用量原理推导运动方程时, 需要对每个广义坐标进行独立变分, 假设质点系 A + B 是封

闭质点系, 则有

L = TA(qA, q·A) + TB(qB, q·B) - U(qA, qB) (1. 3. 28)
其中, TA 和 TB 表示为

TA = ∑
i

mA, iv2A, i

2 , TB = ∑
i

mB, iv2B, i

2 (1. 3. 29)

分别称为系统 A 和 B 的动能; U(qA, qB) 是 A + B 的势能。 将广义坐标 qB 用已知的时间函

数代替后, 动能 TB 为只与时间有关的函数, 即是某个时间函数的全导数, 可以从 L 中略去。
因此, 非封闭质点系 A 的拉格朗日函数为

LA = TA(qA, q·A) - U(qA, qB( t)) (1. 3. 30)
上式表明, 在外场中的非封闭质点系的运动可以由一般形式的拉格朗日函数描述, 唯一

的区别是势能函数 U 中可能显含时间 t。

1. 3. 3　 哈密顿方程

使用拉格朗日函数和相应的拉格朗日方程来描述力学规律的前提是利用广义坐标和广义

速度来描述系统的力学状态。 然而, 这种描述不是唯一的, 存在其他的描述方式。 在研究某

些力学普遍问题的时候, 利用广义坐标和广义动量来描述系统状态具有一系列的优点, 这时

需要推导与此相应的运动方程。
在数学上, 利用勒让德变换可以实现从一组独立变量到另一组独立变量的变换, 应用到

广义坐标和广义动量的描述方式的过程如下。
拉格朗日函数作为坐标和速度的函数时, 其全微分可以表示为

dL = ∑
i

􀆟L
􀆟qi

dqi + ∑
i

􀆟L
􀆟q·i

dq·i (1. 3. 31)

定义导数 􀆟L / 􀆟q·i 为广义动量 pi, 根据拉格朗日方程 (1. 3. 10), 可以得到 􀆟L / 􀆟qi = p·i ,
则式 (1. 3. 31) 可以表示为

dL = ∑p·idqi + ∑pidq·i (1. 3. 32)
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