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前  言

高等数学作为一门重要的基础课程，除了具有基础工具的作用之外，还具有对学生进行思

维训练和能力培养等素质教育的功能.随着高职教学改革的深入，课程建设也取得了丰硕的成

果.高等数学课程被评选为学院精品课程和吉林省高等学校优秀课程，教材建设成功立项为学

院“十三五”综合教学改革项目.为教材的编写提供了良好的契机.
为了适应高职教育人才培养目标的要求，满足各专业学生学习的需要，编者进行了多方面

的专业需求调研，结合学院人才培养方案对本课程的要求，本着“实用、必需、够用”的原则，将

多年来从事高职高专数学教学的经验汇集整理，编写了本套教材.
本书在教学内容的选取上，站在企业用人的角度.紧密联系专业知识，强化数学知识的应

用性，旨在培养学生的职业能力和可持续发展能力，提高学生运用数学知识分析和解决实际问

题的能力，突出了基础和专业的深度融合.
本套教材在编写思想、体例设计和内容安排上的特点如下：

(1)站在企业用人的角度，针对高职学生的特点及学生面对的职业岗位群，以日常生活和

生产实践的典型案例为切入点，按照“实践引例—理论教学—应用实践”的思路编写，实现了从

感性认识上升到理性认识、再从理性认识回到实践的飞跃，真正激发学生的学习兴趣.使学生

充分感受到数学的应用价值，为后续的专业学习打下良好的基础.
(2)分模块、分层次编排.可供理工类和经管类专业教师根据学生的实际需要，选取若干模

块组织教学.突出了教材的实用性、科学性、针对性，在保证科学性的基础上注意讲清概念，减

少理论证明.注重学生基本运算能力、分析问题及解决问题能力的培养.
(3)每个模块中都有“应用与实践”一节，将具有明显的应用背景或者较强趣味性、探索性

的数学知识融入其中.在每个模块中，介绍数学软件 MALAB的算法和语句，建立数学模型、

设计解法，使学生真正体会到数学的奥妙和数学的实用性和趣味性，达到培养学生综合素质的

目的.
(4)为使学生能对数学知识进行有序的梳理，每个模块前有学习目标，然后有小结，而且还

配备了相应的习题，旨在使学生先了解知识脉络，然后通过习题检查学习效果，总结方法和

规律.
(5)增加了数学建模的内容，让学生了解数学建模的思想方法，注重培养学生的数学技能

及应用能力.
(6)每个模块后增编了阅读材料.介绍相关的数学知识概况及数学家的故事.把数学文化
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融入教学，促进科学素质和人文素质的有机融合，培养学生的数学素养和思想文化素养.
本套教材由上册(模块一～五)和下册(模块六～十)组成.上册主编徐惠莲、杨海波、张智，

副主编李毳毳、王宝芹、范晓辉；下册主编李毳毳、王宝芹、范晓辉，副主编徐惠莲、杨海波、张

智.各模块编写人员有：徐惠莲(模块一、三、五)；张智(模块二)；杨海波(模块四、六)；王宝芹

(模块六、七)；范晓辉(模块三、八)；李毳毳(模块九、十)；齐艳春、温艳红参加了上册各模块的

习题、复习题答案核实校对及附表部分查找、整理工作：魏星、赵子明参加了下册各模块的习

题、复习题答案的核实校对及附表部分查找整理工作.本套教材由职业基础部梁英武部长主

审、徐惠莲统稿.高等数学教研室全体教师精诚团结、群策群力，高质量地完成了这套教材.
在本书编写中我们借鉴了国内许多专家学者的观点、专著及网站资料，同时得到了长春职

业技术学院教学院长王军、教务处长李明革的精心指导和大力支持，在此一并表示衷心的

感谢!

编者意在奉献给学生一本适用并具有特色的教材，但由于水平有限.难免有错误和不妥之

处，恳请广大同仁及学生给予批评指正.
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模块六 常微分方程

  【学习目标】

☆ 理解微分方程的基本概念.
☆ 掌握可分离变量的微分方程、齐次微分方程、一阶线性微分方程和可降阶的高阶微分方

程的解法.了解二阶线性齐次(非齐次)微分方程的解的结构.
☆ 掌握应用微分方程解决具体问题的步骤，会用 MATLAB解微分方程.

在广泛的科学领域内，人们在探求物质世界运动规律的过程中，经常依据问题提供的条件

寻找出变量间的函数关系，然而在许多实际问题中，往往不能直接找出所研究的函数关系，但
有时却可以列出含有自变量、未知函数及其导数或微分的关系式，这种关系式就是我们所要研

究的微分方程.微分方程有着深刻而生动的实际背景，是现代科学技术中分析问题和解决问题

的一个强有力的工具.
【引例】土地沙化问题

建设绿地、防止沙漠化的环保意识已成为人们的共识.现已查明，有一块土地有一部分正

在沙化.并且沙化的数量正在增加，其增加的速度与剩下的绿地数量成正比.由统计得知，每年沙

化土地的增长率是绿地的1
10.

现有土地10万亩，试确定沙化土地与时间的函数关系.如果x为时

刻t的沙化土地数量，则沙化土地的增长率为dx
dt
，绿地的数量为10-x，由此得到dx

dt=
1
10
(10-x).

这个方程就是微分方程，要得到函数关系就得通过微分方程来求解.本模块主要介绍微分方程

的概念及几种常见类型微分方程的解法和简单应用.

第一节 微分方程的基本概念

一、微分方程实例

我们先通过几个实例来说明微分方程的基本概念.
例1 一条曲线经过点(1，2)，且在该曲线上任意点 M(x，y)处的切线斜率为2x，求该曲

线方程.
解 设所求的曲线方程为y=f(x)，由导数的几何意义，有关系式

F′ x（）=2x，即dydx=2x. (1)

于是得到积分曲线族为

y=∫2xdx=x2+C， (2)

又因为曲线过(1，2)点，所以将(1，2)点代入上式，得
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图6-1

2=12+C.
从而C=1，所以所求曲线方程是

y=x2+1. (3)
当C取任意值时，不难做出(2)式的图形(图6-1).

例2 一物体由静止开始从高处自由下落，已知物体下落时的重力

加速度是g，求物体下落的位置与时间之间的函数关系.
解 由题意，取物体开始下落处为坐标原点，s轴垂直向下(如

图6-2所示)，因为加速度是位置函数s(t)对时间t的二阶导数，根据

题意得到s(t)与时间t之间的关系所满足的方程为

d2s
dt2 =g， (4)

   图6-2       

且s(t)还应满足

s(0)=0，s′(0)=0. (5)
对上式两边积分一次得到

ds
dt=gt+c1， (6)

再积分一次，得到

s= 12gt
2+c1t+c2， (7)

其中c1，c2是任意常数.将条件(5)式代入(6)式和(7)式，得到c1=0，

c2=0，因此自由下落距离s与时间t的关系为

s= 12gt
2.

  上面两个实例，虽然实际意义不相同，但是解决问题的方法都是归结为先建立一个含有未

知数的导数(或微分)的关系式，然后通过此关系式，求出满足所给附加条件的未知函数.(1)式
和(4)式都含有未知函数的导数(或微分)，这种方程就称为微分方程.下面我们给出微分方程

的一些基本概念.

二、微分方程的概念

定义1 含有未知函数的导数或微分的方程叫做微分方程.
未知函数是一元函数的微分方程叫做常微分方程，未知函数是多元函数的微分方程叫做

偏微分方程.如前面实例1中的(1)式和实例中(4)式都是常微分方程.本模块我们只介绍常微

分方程的一些初步知识及简单应用，有时就简称为微分方程(或方程).
在一个微分方程中，未知函数的导数的最高阶数，叫做微分方程的阶.

例如，dy
dx=2x

，y′=2x+1是一阶微分方程，y″+2y′+y=0是二阶微分方程.

二阶或二阶以上的微分方程称为高阶微分方程.
定义2 如果把某个函数代入微分方程中，能使该微分方程成为恒等式，那么称这个函数

为该微分方程的解.求微分方程解的过程叫做解微分方程.

例如，例1中的y=∫2xdx=x2+C和y=x2+1都是微分方程dy
dx=2x的解；例2中
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s= 12gt
2+c1t+c2 和s= 12gt

2 都是d
2s
dt2 =g的解.

从上述例子可以看出，微分方程的解中可以含有任意常数，如果微分方程的解中所含有相

互独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相等，则称这样的解为微分方程的通解.这里所说

的任意常数相互独立是指不能通过合并而减少常数的个数.

例如，例1中的y=∫2xdx=x2+C是dy
dx=2x的通解，例2中的s= 12gt

2+c1t+c2

是d
2s
dt2 =g的通解.

如果给方程通解中的所有任意常数一确定的值就得到微分方程的特解，即不含任意常数

的解叫做微分方程的特解.

例如，例1中的y=x2+1是dy
dx=2x

的一个特解，例2中的s=12gt
2是d

2s
dt2=g

的一个特

解.
用于确定通解中任意常数的条件，称为初始条件.初始条件的个数与微分方程的阶数相

同.
例如，例1中的2=12+C就是初始条件，例2中的s(0)=0，s′(0)=0是初始条件.
求微分方程满足初始条件的解问题称为初值问题.
微分方程解的图形称为此方程的积分曲线.由于通解中含有任意常数，所以微分方程的通

解的图像是具有某种共同性质的一族曲线，称为微分方程的积分曲线族.其特解的图形是根据

初始条件而确定的积分曲线族中的某一条特定的积分曲线.
例3 试写出下列各微分方程的阶.

(1)dydx（ ）
2

-xy=0；(2)(3x-4y)dy+(2x-3y)dy=0；

(3)y″+2y′+y=0；(4)y(4)+y6+x8=0.
解 (1)一阶微分方程；(2)一阶微分方程；
(3)二阶微分方程；(4)四阶微分方程.
例4 验证y=C1cos2x+C2sin2x 是微分方程y″+4y=0的通解，并求满足初始条件

y x=0=1，y′ x=0=-1的特解.
解 因为 y=C1cos2x+C2sin2x，所以

y′=-2C1sin2x+2C2cos2x，

y″=-4C1cos2x-4C2sin2x.
将上面各式代入原方程y″+4y=0的左端，得

-4C1cos2x-4C2sin2x+4C1cos2x+4C2sin2x=0.
  故已给函数满足方程y″+4y=0，是它的解.由于有两个任意常数C1，C2，因此这个解又是

微分方程的通解.
将初始条件代入上面两式中，求得

C1 =1，C2 =-12.

所以y″+4y=0满足初始条件的特解是

y=cos2x-12sin2x.
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习题6-1
1.指出下列各微分方程的阶数.
(1)y″-3y′+2y=x2；         (2)x2dy+y2dx=0；

(3)y‴+2y′+y=0； (4)y3d
2y
dx+y

4=0；

(5)x2y″-xy′+y=0； (6)y″y′+x3y′+y=0；
(7)y(5)+sin(x+y)=y′+3y； (8)(7x-6y)dx+(x+y)dy=0.
2.指出下列各题中的函数是否为所给微分方程的解.
(1)xy′-ylny=0，y=ex；
(2)y″-4y′+4y=0，y=xe2x；
(3)y″=6x+2，y=x3+x2；
(4)y″+y=0，y=2sinx+cosx.
3.指出下列各题中的函数是否为所给方程的解.若是解，指出是通解还是特解.其中C1，

C2，C3为任意的常数.
(1)y″-2y′+y=0，y=x2ex；
(2)(x+y)dx+xdy=0，y=C2-x2；
(3)y″-(λ1+λ2)y′+λ1λ2y=0，y=C1eλ1x+C2eλ2x；

(4)y″+3y′+2y=xe-2x，y=C1e-x+C2e-2x- 1
2x

2+x（ ）e-2x.
4.求微分方程y‴=6x+1的通解.

5.验证y=Cx+1C
是微分方程x dy

dx（ ）
2

-ydydx+1=0
的通解(其中任意常数C≠0)，并求

满足初始条件y x=0=2的特解.

第二节 一阶微分方程

本节我们讨论一阶微分方程的几种类型及其解法.
一阶微分方程的一般形式是

F(x，y，y′)=0，
或解出y′的形式：y′=f(x，y).

一、可分离变量的微分方程与齐次方程

1.可分离变量的微分方程

形如

dy
dx=f(x)g(y)

的一阶微分方程，叫做可分离变量的微分方程.
我们采用积分的方法来求解可分离变量微分方程，求解步骤如下：

(1)分离变量：变方程为 dy
g(y)=f

(x)dx 的形式(g(y)≠0)；
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(2)两端积分：∫dy
g(y)=∫f(x)dx；

(3)求得通解：G(y)=F(x)+c.

其中G(y)和F(x)分别为 1
g(y)

和f(x)的某一个原函数.

例1 求微分方程y′=y的通解.
解 分离变量得

dy
y =dx，

两端积分 ∫dyy =∫dx，
得 ln|y|=x+C1，
所以 y=±ex+C1=±eC1ex.
因为±eC1仍是任意常数，因此设C=±eC1，得方程的通解为

y=Cex.

  例2 求微分方程dy
dx=-

x
y

的通解.

解 分离变量得ydy=-xdx

两端积分 ∫ydy =∫-xdx，

得 y2
2=-

x2
2+C1

，

得方程的通解 x2+y2=C.
例3 求微分方程 xydx-(1+x2)dy=0通解.
解 原方程化为

(1+x2)dy=xydx，
分离变量得

1
y
dy= x

1+x2dx
，

两端积分

∫1ydy=∫ x
1+x2dx

，

得 lny =12ln
(1+x2)+lnC1，

y=±C1 1+x2.
因±C1仍是任意常数，把它记作C，便得方程的通解

y=C 1+x2.

  例4 求微分方程 cosxsinydy=cosysinxdx 满足y x=0=π4
的特解.

解 分离变量得

siny
cosy

dy=sinx
cosxdx

，
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两端积分

∫sinycosydy=∫sinx
cosxdx

，

得 cosy=Ccosx.

将y x=0=π4
代入上式，得C= 22

，于是所求的微分方程的特解为

cosy= 2
2cosx.

2.齐次方程

如果一阶微分方程

dy
dx=f(x，y)

可以化成

dy
dx=φ

y
x（ ）

的形式，则称这个方程为齐次方程.
此类方程的求解分三步进行.

第一步：将原方程化为dy
dx=φ

y
x（ ）的形式；

第二步：作变量替换

u= y
x
，

以u为新的未知函数，就可化为可分离变量的方程.

因为u=y
x
，即y=xu，求导数得

dy
dx=u+xdudx

，

代入方程dy
dx=φ

y
x（ ）中得 xdudx=φ

(u)-u，

分离变量得 du
φ(u)-u

=dxx
，

两端积分得 ∫ du
φ(u)-u =∫dxx .

第三步：回代.求出积分后，将u还原成y
x

就得到所给方程的通解.

例5 求解微分方程 xydydx=x
2+y2.

解 原方程可化为

dy
dx= x

y +y
x
，

因此是齐次方程.令u=y
x
，则

y=xu，dydx=u+xdudx.
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于是原方程化为

xdudx+u= 1u +u，

即 xdudx=
1
u.

分离变量并积分得

u2 =2lnx +2C(C为任意常数)，

再用y
x

代替u，便得原方程的通解为

y2 =2x2lnx +2Cx2(C为任意常数).

二、一阶线性微分方程

形如

dy
dx+P(x)y=Q(x) (1)

的微分方程叫做一阶线性微分方程，其中P(x)，Q(x)都是自变量x的已知函数.所谓“线性”
指的是(1)式中的未知函数y及其导数y′都是一次式.

(1)当Q(x)≡0，(1)式变为

dy
dx+P(x)y=0， (2)

叫做一阶线性齐次微分方程.
方程是可分离变量的微分方程，分离变量得

dy
y =-P(x)dx，

积分得

lny =-∫P(x)dx+C1，

即

y=Ce-∫P(x)dx(C=±eC1). (3)

(3)式为一阶线性齐次微分方程(2)式的通解，其中p(x)的积分∫p(x)dx只取一个原函数.

(2)若Q(x)≠0，方程(1)式叫做一阶线性非齐次微分方程.因为一阶线性齐次方程是一阶

线性非齐次方程的特殊情况，所以可以设想把一阶线性齐次方程的通解中的常数C 换成函数

C(x)，即y=C(x)e-∫p(x)dx 作为一阶线性非齐次方程的通解.

下面就假定y=C(x)e-∫p(x)dx 是一阶线性非齐次方程的通解，C(x)是待定函数.
把假定解代入方程得

（C(x)e-∫P(x)dx）′+P(x)C(x)e-∫P(x)dx =Q(x)，

整理得

C′(x)=Q(x)e∫P(x)dx，
积分得
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C(x)=∫Q(x)e∫P(x)dxdx+C，

把C(x)代入假定解中，即得一阶非齐次线性方程的通解

y=e-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dxdx+C（ ）， (4)

(4)式中p(x)的积分∫p(x)dx只取一个原函数.

该方法称为常数变易法.由于该通解作为公式不易记忆，因此不背公式，根据推理过程，即
利用常数变易法来求解一阶线性非齐次微分方程.

例6 求微分方程y′+y=e-x的通解.
解 方法一 常数变易法

先求齐次方程y′+y=0的通解，分离变量得

dy
y =-dx，

两端积分得

lny=-x+C1，
即 y=e-x+C1=eC1e-x=Ce-x.

再设y=C(x)e-x为原方程的解，代入原方程得

(C(x)e-x)′+C(x)e-x =e-x，

C′(x)e-x -C(x)e-x +C(x)e-x =e-x，
即 C′(x)=1.
积分得

C(x)=x+C，
故所求方程的通解为

y=e-x(x+C).

  方法二 直接利用公式y=e-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dxdx+C（ ）求解 .

因为P(x)=1，Q(x)=e-x，所以通解为

y=e-∫dx∫e-xe∫dxdx+C（ ）
=e-x∫e-xexdx+C（ ）
=e-x(x+C).

  例7 求微分方程dy
dx-ycotx=2xsinx的通解.

解 方法一 常数变易法

先求齐次方程dy
dx-ycotx=0

的通解，分离变量得

dy
y =cotxdx，

两端积分得

∫dyy =∫cotxdx，
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lny=lnsinx+lnC，
即 y=Csinx.

再设y=C(x)sinx为原方程的解，
代入原方程得

C′(x)sinx+C(x)cosx-C(x)cosx=2xsinx，
整理得 C′(x)=2x，即C(x)=x2+C，
故所求方程的通解为

y= (x2+C)sinx.

  方法二 直接利用公式y=e-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dxdx+C（ ）求解.

将已知 p(x)=-cotx，Q(x)=2xsinx，

代入公式得     y=∫2xsinxe-∫cotxdxdx+C（ ）e∫cotxdx
=∫2xsinxe-lnsinxdx+C（ ）elnsinx
=∫2xsinx 1

sinxdx+C（ ）sinx

= (x2+C)sinx.
例8 求一曲线方程，此曲线通过原点，并且它在点(x，y)处的切线斜率等于2x-y.
解 根据导数的几何意义，有

y′=2x-y，且y x=0=0.
此方程为一阶线性非齐次方程，因P(x)=1，Q(x)=2x，所以通解为

y=e-∫dx∫2xe∫dxdx+C（ ）=e-x 2∫xexdx+C（ ）
=e-x 2∫xdex +C（ ）=e-x 2xex -2∫exdx+C（ ）
=e-x 2xex -2ex +C（ ）=2x-2+Ce-x.

将初始条件y x=0=0代入上式，得

C=2.
所以所求曲线方程为

y=2x-2+2e-x.

习题6-2
1.求下列微分方程的通解.

(1)xy′-ylny=0；        (2)1-x2dy+ 1-y2dx=0；

(3)dydx=10
x+y； (4)(x2+y2)dx-xydy=0；

(5)xdydx=yln
y
x
； (6)y′+y=ex；

(7)y′+1xy=x+3
； (8)y′+ytanx=sin2x.
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2.求下列微分方程满足初始条件的特解.
(1)y′sinx-ylny=0，y x=π2=e；
(2)y′=e2x-y，y x=0=0；
(3)y′-ytanx=secx，y x=0=0；

(4)y′- 1
1-x2y=1+x

，y x=0=1.

3.求下列一阶微分方程的通解.

(1)dydx+y=e
-x； (2)xy′+y=x2+3x+2；

(3)y′+ytanx=sin2x； (4)(x2-1)y′+2xy-cosx=0；

(5)ylnydx+(x-lny)dy=0； (6)(y2-6x)dydx+2y=0.

4.一曲线通过点(3，10)，其在任意点处的切线斜率等于该点横坐标的平方，求此曲线方

程.

第三节 高阶微分方程

前一节介绍了求解一阶微分方程的方法，本节将介绍高阶微分方程的类型以及求解高阶

微分方程的方法.

一、可降阶的高阶微分方程

类型：y(n)=f(x)型.
特点：方程右端是仅含x的函数.
求法：将原方程两边n次积分即可求得通解.
例1 求微分方程y″=e2x的通解.
解 对原方程两端积分一次，得

y′=∫e2xdx= 12e
2x +C1.

再积分一次，即可得原微分方程的通解为

y=∫1
2e

2x +C1（ ）dx= 14e
2x +C1x+C2.

  例2 求微分方程y‴=x3+1x3
的通解.

解 对原方程两端积分一次，得

y″=∫x3+1x3（ ）dx=x4
4-x-2

2 +C1，

再积分一次，得

y′=∫x4
4-x2

2+C1（ ）dx =x5
20+x-1

2 +C1x+C2，

再积分一次，即可得原微分方程的通解为

y=∫x5
20+x-1

2 +C1（ ）dx= x6
120+lnx

2 +C1x
2 +C2x+C3.
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