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事的支持与鼓励，在此表示感谢!
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第七章 微 分 方 程

研究事物的运动变化规律，可以通过建立描写运动变化规律的函数关系进行.然而，在

许多实际问题中，与问题有关的变量之间的函数关系往往不能直接建立，只能根据问题的具

体含义和有关知识，得到待求函数及其导数 (或微分)之间的关系式，这样的关系式就是微

分方程.从微分方程中把待求函数解出来，就叫作微分方程的求解.本章先介绍微分方程的

有关概念，然后着重讲解几类微分方程的求解方法，并介绍微分方程的一些简单应用.

第一节 微分方程的基本概念

  【课前导读】

微分方程 (DifferentialEquation，DE)是一种数学方程，用来描述某一类函数与其导数之间

的关系.微分方程的解是一个符合方程的函数.而在初等数学的代数方程里，其解是常数值.
为了说明微分方程的有关概念，我们先看两个简单的例子.
例1 一曲线通过点 (1，2)，且在该曲线上任一点 M(x，y)处的切线的斜率为2x，求

该曲线的方程.
解 设所求曲线的方程为y=f(x).根据导数的几何意义，可知未知函数y=f(x)应

满足关系式 (称为微分方程)

dy
dx

=2x. (7.1.1)

此外，未知函数y=f(x)还应满足下列条件：x=1时，y=2，简记为

yx=1=2. (7.1.2)

把式 (7.1.1)两端积分，得 (称为微分方程的通解)

y=∫2xdx，
即

y=x2+C， (7.1.3)
其中C是任意常数.

把条件 “x=1时，y=2”代入式 (7.1.3)，得

2=12+C，
由此得出C=1.把C=1代入式 (7.1.3)，得所求曲线方程 (称为微分方程满足条件的解)

y=x2+1.
  例2 列车在平直线路上以20m/s(相当于72km/h)的速度行驶，当制动时列车获得加

速度-0.4m/s2.求开始制动后多长时间列车才能停住以及列车在这段时间里行驶了多少路程.
解 设列车在开始制动ts后时行驶了sm.根据题意，反映制动阶段列车运动规律的

函数s=s(t)应满足关系式



d2s
dt2 =-0.4. (7.1.4)

此外，未知函数s=s(t)还应满足下列条件：t=0时，s=0，v=dsdt=20.
简记为

st=0=0，s′t=0=20. (7.1.5)

  把式 (7.1.4)两端积分一次，得

v=dsdt=-0.4t+C1; (7.1.6)

再积分一次，得

s=-0.2t2+C1t+C2， (7.1.7)
这里C1，C2 都是任意常数.

把条件vt=0=20代入式 (7.1.6)，得C1=20;

把条件st=0=0代入式 (7.1.7)，得C2=0.
把C1，C2 的值代入式 (7.1.6)及式 (7.1.7)，得

v=-0.4t+20， (7.1.8)

s=-0.2t2+20t. (7.1.9)

  在式 (7.1.8)中令v=0，得到列车从开始制动到完全停住所需的时间

t= 20
0.4=50(s).

再把t=50代入式 (7.1.9)，得到列车在制动阶段行驶的路程

s=-0.2×502+20×50=500(m).
  综合以上两个例子，我们介绍几个关于微分方程的基本概念.
1.微分方程

定义1 表示未知函数、未知函数的导数 (或微分)与自变量之间的关系的方程叫作微

分方程.例如：例1中的关系式含有未知函数y(x)的一阶导数，例2中的关系式含有未知函

数s(t)的二阶导数，它们都是微分方程.又如：dy
dx
=2xy，ydx+xdy=2，y″+y3=x，

dy
dx
+

ysinx+cosx=0，y″+2x3y′-3y=ex 都是微分方程.这些方程中所有未知函数的自变量都

是一个，换句话说，所讨论的未知函数都是一元函数，这类微分方程称为常微分方程.而未

知函数是多元函数的微分方程称为偏微分方程.本书仅讨论常微分方程，简称为微分方程.
2.微分方程的阶

定义2 微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数，叫作微分方程的阶.
例如微分方程x3y‴+x2y″-4xy′=3x2 为三阶微分方程，y(4)-4y‴+5y=sin2x为四阶

微分方程，y(n)+1=0为n阶微分方程.
n阶微分方程的一般形式为

F(x，y，y′，…，y(n))=0 或  y(n)=f(x，y，y′，…，y(n-1)).

3.微分方程的解

定义3 满足微分方程的函数 (把函数代入微分方程能使该方程成为恒等式)叫作该微

分方程的解.确切地说，设函数y=φ(x)在区间I上有n 阶连续导数，如果在区间I上，

F[x，φ(x)，φ′(x)，…，φ
(n)(x)]≡0，
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那么函数y=φ(x)就叫作微分方程F(x，y，y′，…，y(n))=0在区间I上的解.
(1)通解.
如果微分方程的解中含有任意常数，且任意常数的个数与微分方程的阶数相同，则这样

的解叫作微分方程的通解.
(2)初始条件.
用于确定通解中任意常数的条件，称为初始条件.例如，当x=x0 时，y=y0，y′=y′0.

一般写成yx=x0=y0，y′x=x0=y′0.
(3)特解.
确定了通解中的任意常数以后，就得到微分方程的特解.即不含任意常数的解.
(4)初值问题.
求微分方程满足初始条件的解的问题称为初值问题.
例如，求微分方程y′=f(x，y)满足初始条件yx=x0=y0 的解的问题，记为

y′=f(x，y)，

yx=x0=y0.{
4.积分曲线

微分方程的解的图形是一条曲线，叫作微分方程的积分曲线.

例3 验证：函数x=C1coskt+C2sinkt是微分方程d
2x
dt2+k

2x=0的解.

解 求所给函数的导数：

dx
dt=-kC1sinkt+kC2coskt，

d2x
dt2 =-k2C1coskt-k2C2sinkt=-k2(C1coskt+C2sinkt).

将d
2x
dt2

及x的表达式代入所给方程，得

-k2(C1coskt+C2sinkt)+k2(C1coskt+C2sinkt)≡0.

这表明函数x=C1coskt+C2sinkt满足方程d
2x
dt2+k

2x=0，因此所给函数是所给方程的解.

例4 已知函数x=C1coskt+C2sinkt (k≠0)是微分方程d
2x
dt2+k

2x=0的通解，求满

足初始条件xt=0=A，dxdt t=0
=0的特解.

解 由条件x|t=0=A 及x=C1coskt+C2sinkt，得C1=A，再由条件x′t=0=0，及

x′(t)=-kC1sinkt+kC2coskt，得C2=0.
把C1、C2 的值代入x=C1coskt+C2sinkt中，得

x=Acoskt.

                              
习题7-1

1.指出下列微分方程的阶数：
(1)(y′)2+2yy′=3x; (2)y″+(y′)3=2x-y;

·3·第七章 微 分 方 程



(3)(x2+y2)dx+2xydy=0; (4)y‴+(y′)2=0.
2.下列各题中，所给函数是否对应微分方程的通解，为什么?
(1)y′=2xy，y=ex

2; (2)y′=2xy，y=Cex
2;

(3)y″+y=0，y=Ccosx; (4)y″+y′=1，y=C1+C2e-x+x.
3.在下列各题中，验证所给函数是对应微分方程的特解：

(1)x2y′=y，yx=1=1，y=e1-
1
x; (2)xy′=2y，yx=1=5，y=5x2;

(3)y″-2y′+y=0，yx=0=2，y′x=0=1，y=(2-x)ex.

4.下列函数哪些是微分方程y′=y的通解?
(1)y=ex;(2)y=ex+C;(3)y=Cex;(4)lny=x+C.

第二节 可分离变量的微分方程

  【课前导读】

微分方程的类型是多种多样的，它们的解法也各不相同.从本节开始我们将根据微分方

程的不同类型给出相应的解法.本节我们将介绍可分离变量微分方程以及一些可以化为这类

方程形式的微分方程，如齐次方程等.

一、可分离变量的微分方程

一般地，形如

dy
dx

=f(x)g(y) (7.2.1)

的一阶微分方程称为可分离变量的一阶微分方程.
当g(y)≠0时，方程 (7.2.1)可写为

dy
g(y)

=f(x)dx. (7.2.2)

这样一来，变量y与x 便被分离在等号的两端了.
设f(x)与g(x)都连续，求解方程 (7.2.1)，就是要寻找函数y=y(x)，将它代入方

程 (7.2.1)后，能使此方程成为恒等式.从而，当g(y)≠0时，就有

y′(x)dx
g[y(x)]

≡f(x)dx，

两端对x积分，便得

∫y′(x)dx
g[y(x)]

≡∫f(x)dx+C.

  在解微分方程时，为了突出任意常数C，常把∫f(x)dx中所含的任意常数C 明确写出

来.根据不定积分的第一换元法，得

∫dy
g(y)

=∫f(x)dx+C. (7.2.3)

  由式 (7.2.3)所确定的隐函数y=y(x)就是方程 (7.2.2)的通解.事实上，由以上
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推导可以看出，满足方程 (7.2.2)的解y=y(x)必满足方程 (7.2.3);反之，对式

(7.2.3)两端微分便得式 (7.2.2)，这说明满足式 (7.2.3)的解也必满足式 (7.2.2)，而

且，由式 (7.2.3)所确定的隐函数中又含有一个任意常数，所以是通解.这种通过分离变

量后对两端分别积分来求解微分方程的方法，称为分离变量法.
如果存在常数y0 使g(y0)=0，那么将y=y0 代入方程 (7.2.1)，两端均为零.这说明

y=y0也是方程 (7.2.1)的一个解.在许多情况下，这个解可以包含在前面所得到的通解

中，即y=y0 可由式 (7.2.3)中让C取某特定值得到.
可分离变量的微分方程的解法：
第一步：分离变量，将方程写成g(y)dy=f(x)dx的形式;

第二步：两端积分，∫g(y)dy=∫f(x)dx，设积分后得G(y)=F(x)+C;

第三步：求出由G(y)=F(x)+C所确定的隐函数y=Φ(x)或x=Ψ(y).
G(y)=F(x)+C，y=Φ(x)或x=Ψ(y)都是方程的解，其中G(y)=F(x)+C 称为隐

式 (通)解.

例1 求微分方程
dy
dx
=2xy的通解.

解 此方程为可分离变量方程，分离变量后得

1
y
dy=2xdx，

两端积分得

∫1ydy=∫2xdx，
即 ln|y|=x2+C1，

从而 y=±ex
2+C1 =±eC1ex

2
.

因为±eC1仍是任意常数，把它记作C，便得所给方程的通解为y=Cex
2
.

例2 铀的衰变速度与当时未衰变的铀原子的含量 M 成正比.已知t=0时铀的含量为

M0，求在衰变过程中铀含量M(t)随时间t变化的规律.

解 铀的衰变速度就是M(t)对时间t的导数dM
dt.由于铀的衰变速度与其含量成正比，

故得微分方程

dM
dt =-λM，

其中λ (λ＞0)是常数，λ前的负号表示当t增加时M 单调减少，即dM
dt＜0.

由题意，初始条件为M|t=0=M0.将方程分离变量得

dM
M =-λdt，

两端积分，得

∫dMM =∫(-λ)dt，

即lnM=-λt+lnC，也即M=Ce-λt.由初始条件，得M0=Ce0=C，所以铀含量 M(t)随

时间t变化的规律为
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M =M0e-λt.
  例3 设降落伞从跳伞塔下落后，所受空气阻力与速度成正比，并设降落伞离开跳伞塔

时速度为零.求降落伞下落速度与时间的函数关系.
解 设降落伞下落速度为v(t).降落伞所受外力为F=mg-kv (k为比例系数).根据

牛顿第二运动定律F=ma，得函数v(t)应满足的方程为

mdvdt=mg-kv，

初始条件为vt=0=0.方程分离变量，得 dv
mg-kv=

dt
m
，

两端积分，得

∫ dv
mg-kv =∫dtm，

-1kln
(mg-kv)= t

m +C1，

即

v=
mg
k

+Ce-k
mt C=-e

-kC1

k
■

■
■

■

■
■.

  将初始条件vt=0=0代入通解得C=-
mg
k
，于是，降落伞下落速度与时间的函数关系

为v=
mg
k
(1-e-

k
mt).

二、齐次方程

如果一阶微分方程
dy
dx
=f(x，y)中的函数f(x，y)可写成y

x
的函数，即f(x，y)=

φ
y
x

■

■
■

■

■
■，则称该方程为齐次方程.

齐次方程的解法：

在齐次方程
dy
dx
=φ

y
x

■

■
■

■

■
■中，令u=y

x
，即y=ux，有

u+xdudx=φ(u)，

分离变量，得

du
φ(u)-u=dxx .

两端积分，得

∫ du
φ(u)-u=∫dxx .

求出积分后，再用y
x

代替u，便得所给齐次方程的通解.

例4 解方程y2+x2
dy
dx
=xy

dy
dx

.
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解 原方程可写成

dy
dx

= y2

xy-x2
=

y
x

■

■
■

■

■
■

2

y
x

-1
，

因此原方程是齐次方程.令y
x=u

，则

y=ux， dy
dx

=u+xdudx
，

于是原方程变为

u+xdudx= u2
u-1

，

即 xdudx=
u

u-1
，

分离变量，得 1-1u
■

■
■

■

■
■du=dxx .

两端积分，得u-ln|u|+C=ln|x|，或写成ln|xu|=u+C.

以y
x

代上式中的u，便得所给方程的通解为

ln|y|= y
x

+C.

例5 设河边点O 的正对岸为点A，河宽OA=h，两岸为平行直线，水流速度为a，有

一鸭子从点A 游向点O，设鸭子 (在静水中)的游速为b (b＞a)，且鸭子游动方向始终朝

着点O.求鸭子游过的迹线的方程.

ah

O

y

x

υ

A

b

P

  图7-2-1

解 设 水 流 速 度 为 a (|a|=a)，鸭 子 游 速 为

b (|b|=b)，则鸭子实际运动速度为v=a+b.
取点O 为坐标原点，河岸朝顺水方向为x轴，y轴指

向对岸 (图7-2-1)，设在时刻t鸭子位于点P(x，y)，则

鸭子运动速度v=(vx，vy)=
dx
dt
，dy
dt

■

■
■

■

■
■，故有dx

dy=
vx

vy
.

又由于a=(a，0)，而b=bPO→o.其中PO→o 为与PO→同

方向的单位向量.由PO→=-(x，y)，故PO→o=- 1
x2+y2

(x，y)，于是b=- 1
x2+y2

(x，

y)，从而

v=a+b= a- bx
x2+y2

，-
by

x2+y2
■

■
■

■

■
■.

由此得微分方程

dx
dy=vx

vy
=-

a x2+y2

by
+x

y
，
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即 dx
dy=-a

b
x
y

■

■
■

■

■
■

2

+1+x
y

.

令x
y=u

，则x=yu，dxdy=y
du
dy+u

，代入上面的方程，得

ydudy=-a
b u2+1，

分离变量得

du
u2+1

=-a
by
dy，

积分得

arshu=-a
b
(lny+lnC)，

即u=shln(Cy)-
a
b=12 [(Cy)-

a
b-(Cy)

a
b ]，于是

x= y
2 [(Cy)-

a
b -(Cy)

a
b ] = 1

2C[(Cy)1-
a
b -(Cy)1+

a
b ] .

将y=h时x=0代入上式，得C=1h
，故鸭子游过的迹线方程为

x= h
2

y
h

■

■
■

■

■
■

1-a
b

-
y
h

■

■
■

■

■
■

1+a
b■

■
■■

■

■
■■， 0≤y≤h.

习题7-2

1.讨论：下列方程中哪些是可分离变量的微分方程?
(1)y′=2xy;  (2)3x2+5x-y′=0; (3)(x2+y2)dx-xydy=0;

(4)y′=1+x+y2+xy2; (5)y′=10x+y;  (6)y′=x
y+

y
x

.

2.用分离变量法求下列微分方程的通解：

(1)
dy
dx
=xy2; (2)

dy
dx
=cos2y;

(3)xdy-ydx=0; (4)
dy
dx
=x
y
;

(5)
dy
dx
=2x+y; (6)

dy
dx
=sin3xcosy

;

(7)xdy-ylnydx=0; (8)
dy
dx
=
1-y2

1-x2
.

3.求解下列齐次微分方程的通解：

(1)(2x2-y2)dx+3xydy=0; (2)xy′=yln
y
x
;

(3)(x3+y3)dx-3xy2dy=0; (4)y′=x
y+

y
x
，yx=-1=2.
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第三节 一阶线性微分方程

一、一阶线性微分方程

形如

dy
dx

+P(x)y=Q(x) (7.3.1)

的一阶微分方程称为一阶线性微分方程.
如果Q(x)≡0，则方程称为齐次线性方程，否则方程称为非齐次线性方程.

方程
dy
dx
+P(x)y=0叫作对应于非齐次线性方程

dy
dx
+P(x)y=Q(x)的齐次线性方程.

1.齐次线性方程
dy
dx
+P(x)y=0的解法

齐次线性方程
dy
dx
+P(x)y=0是可分离变量方程.分离变量后得

dy
y

=-P(x)dx，

两端积分，得

ln|y|=-∫P(x)dx+C1，

即 y=Ce-∫P(x)dx (C=±eC1). (7.3.2)
式 (7.3.2)是齐次线性方程的通解 (积分中不再加任意常数).

例1 求方程 (x-2)
dy
dx
=y的通解.

解 这是齐次线性方程，分离变量得

dy
y

= dx
x-2

，

两端积分得

ln|y|=ln|x-2|+lnC，
方程的通解为

y=C(x-2).

2.非齐次线性方程
dy
dx
+P(x)y=Q(x)的解法

用常数变易法将齐次线性方程通解中的常数C换成x 的未知函数u(x)，得

y=u(x)e-∫P(x)dx
.

设想上式为非齐次线性方程的通解，代入非齐次线性方程确定u(x).

u′(x)e-∫P(x)dx
-u(x)e-∫P(x)dxP(x)+P(x)u(x)e-∫P(x)dx

=Q(x).

化简得u′(x)=Q(x)e∫P(x)dx ，即u(x)=∫Q(x)e∫P(x)dx
dx+C，于是非齐次线性方程的通解
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为

y=e
-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dxdx+C[ ]， (7.3.3)

或 y=Ce-∫P(x)dx
+e

-∫P(x)dx∫Q(x)e∫P(x)dx
dx. (7.3.4)

  式 (7.3.4)表明，非齐次线性方程的通解等于对应的齐次线性方程通解与非齐次线性

方程的一个特解之和.
注 式 (7.3.2)和式 (7.3.3)常作为一阶线性齐次和非齐次微分方程的通解公式来记

忆，在解微分方程时可直接使用.

例2 求方程
dy
dx
-
2y

x+1
=(x+1)

5
2的通解.

解 方程中P(x)=- 2
x+1

，Q(x)=(x+1)
5
2，直接利用式 (7.3.3)，则方程的通解为

y=e
-∫ - 2

x+1( ) dx∫(x+1)
5
2e∫ - 2

x+1( ) dxdx+C[ ]

= (x+1)2∫(x+1)
1
2dx+C( )= (x+1)2 23

(x+1)
3
2 +C[ ].

二、伯努利方程

形如

dy
dx

+P(x)y=Q(x)yn(n≠0，1) (7.3.5)

的微分方程称为伯努利方程.这里要求n≠0或n≠1是因为：当n=0时，方程实际上是线

性非齐次方程;当n=1时，方程实际上是线性齐次方程.伯努利方程可以通过变量代换化

成线性方程来求解.
伯努利方程的解法：
以yn 除方程 (7.3.5)的两边，得

y-ndy
dx

+P(x)y1-n =Q(x). (7.3.6)

引入新的未知函数z=y1-n，则

dz
dx= (1-n)y-ndy

dx
.

用 (1-n)乘方程 (7.3.6)的两端，并将上式代入，得线性方程

dz
dx+(1-n)P(x)z= (1-n)Q(x).

  例3 求方程
dy
dx
+y
x
=a(lnx)y2 的通解.

解 以y2 除方程的两端，得

y-2dy
dx

+1xy
-1 =alnx，

上式可改写为
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-
d(y-1)
dx

+1xy
-1 =alnx，

令z=y-1，则上述方程化为

dz
dx-1xz=-alnx，

这是一个线性方程，它的通解为

z=x C-a
2
(lnx)2[ ]，

以y-1代z，得所求方程的通解为

yx C-a
2
(lnx)2[ ]=1.

  利用变量代换，某些方程可以化为可分离变量的方程，或化为已知其求解方法的方程类型.

例4 解方程
dy
dx
= 1
x+y.

解 若把所给方程变形为

dx
dy=x+y，

即为一阶线性方程，则按一阶线性方程的解法可求得通解.但这里用变量代换来解所给

方程.

令x+y=u，则y=u-x，
dy
dx
=dudx-1.

代入原方程，得

du
dx-1= 1u

， dudx=u+1
u
，

分离变量得

u
u+1

du=dx，

两端积分得

u-ln|u+1|=x+C，
以u=x+y代入上式，即得

y-ln|x+y+1|=C 或  x=C1ey -y-1 (C1 =±e-C).

习题7-3

1.求下列线性微分方程的通解：
(1)y′+y=1; (2)y′+3y=5;
(3)y′+2xy=x; (4)y′-2y=x+2;

(5)xy′-3y=x4; (6)xy′-y= x
lnx

;

(7)(1+x2)y′-2xy=(1+x2)2; (8)y′-ytanx=sinx;

(9)
dy
dx
cos2x+y=tanx; (10)y′+ycosx=cosx;

(11)xlnxdy+(y-lnx)dx=0; (12)(1+y)dx+[x-3(1+y)]dy=0.
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