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高等数学是非数学专业开设的一门专业基础必修课。 作为一门基础学科, 高等数学不仅

是学好其他专业课程的前提和保障, 还是很多后续课程的基础和工具, 在许多学科领域里都

有着重要的应用。 本书是同济大学数学系编写的 《高等数学》 (第七版上册) 的配套用书,
是以指导学生理解概念、 掌握基本解题为目的而编写的。

本书内容按照 《高等数学》 (第七版上册) 的章节顺序设计, 包括函数与极限、 导数与

微分、 微分中值定理与导数的应用、 不定积分、 定积分、 定积分的应用和微分方程。 书中内

容由两部分组成。 第一部分是 《高等数学》 (第七版上册) 的习题全解, 每一章由以下四部

分构成。
(1) 主要内容: 对每章涉及的基本概念、 基本定理和基本公式进行系统的梳理。
(2) 习题讲解: 该部分对 《高等数学》 (第七版上册) 中的所有习题给出了详细的解

答, 针对部分习题, 本书还给出了一题多解, 以培养读者的分析能力和发散思维的能力。 其

中, 习题中打星号的章节和题目均以二维码的形式出现。
(3) 提高题目: 编写了一些历年考研和数学竞赛中涉及的具有参考意义的题目, 目的

是给愿意多学一些、 多练一些的学生及准备考研和参加数学竞赛的读者提供一些自学材料,
也为教师在复习、 考试等环节的命题工作提供一些参考资料。

(4) 章自测题: 精选有代表性、 测试价值高的题目, 以此检测、 巩固学生所学知识,
达到提高应试水平的目的。

第二部分是 《高等数学》 试卷选编, 精选了四套试卷, 并提供了试题的参考答案, 以

二维码的形式出现。
本书知识点讲解全面, 题目分析清晰明了, 既对重点及常考知识点进行了归纳, 又对基

本题型的解题思路、 解题方法和答题技巧进行了总结。 同时, 提高题目选取大量考研真题和

数学竞赛真题, 让读者在同步学习中达到考研的备考水平。
本书由陈丽娟主编, 其中第一章由郭英和陈丽娟完成, 第二章由王欣完成, 第三章由王

丽莎完成, 第四章由刘玉香完成, 第五章和第六章由耿雪完成, 第七章由张蕾和陈丽娟完

成; 第二部分试卷选编由陈丽娟完成。 最后全书由陈丽娟统一整理定稿。 在本书编写过程

中, 得到了青岛理工大学教务处、 理学院领导和同事的关心和帮助; 北京理工大学出版社给

予了的大力支持, 在此一并表示衷心的感谢。
由于编者水平有限, 书中难免有不足之处, 敬请读者批评指正。

编　 者
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第一章

函数与极限

一、 主要内容
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二、 习题讲解

习题 1-1　 解答　 映射与函数

1. 求下列函数的自然定义域:

(1) y = 3x + 2 ; (2) y = 1
1 - x2

;

(3) y = 1
x

- 1 - x2 ; (4) y = 1
4 - x2

;

(5) y = sin x ; (6) y = tan(x + 1) ;

(7) y = arcsin(x - 3); (8) y = 3 - x + arctan 1
x
;

(9) y = ln(x + 1) ; (10) y = e
1
x .

解　 (1) 3x + 2 ≥ 0⇒x≥- 2
3
, 定义域为 - 2

3
, + ∞■

■
■■ ) ;

(2) 1 - x2 ≠0⇒x≠ ± 1, 定义域为 - ∞, - 1( ) ∪ - 1, 1( ) ∪ (1, + ∞);
(3) x≠0 且 1 - x2 ≥0⇒x≠0 且 x ≤1, 定义域为 - 1, 0[ ) ∪ 0, 1( ] ;
(4) 4 - x2 ＞ 0⇒ x ＜ 2, 定义域为 - 2, 2( ) ;
(5) x≥0, 定义域为 0, + ∞[ ) ;

(6) x + 1 ≠ kπ + π
2

k∈ Z( ) , 定义域为 x x∈ R 且 x≠ k + 1
2( ) π - 1, k∈ Z{ } ;

(7) x - 3 ≤ 1⇒2 ≤ x≤4, 定义域为 2, 4[ ] ;
(8) 3 - x≥0 且 x≠0, 定义域为 ( - ∞, 0) ∪ 0, 3( ] ;
(9) x + 1 ＞ 0⇒x ＞ - 1, 定义域为 - 1, + ∞( ) ;
(10) x≠0, 定义域为 ( - ∞, 0) ∪ (0, + ∞).
注: 求函数的自然定义域的一般方法是先写出构成所求函数的各个简单函数的定义域,

再求出这些定义域的交集, 则得所求定义域 .
2. 下列各题中, 函数 f(x) 和 g(x) 是否相同? 为什么?

(1) f(x) = lg x2, g(x) = 2lg x ; (2) f(x) = x, g(x) = x2 ;

(3) f(x) =
3
x4 - x3 , g(x) = x 3 x - 1 ; (4) f(x) = 1, g(x) = sec2x - tan2x.

解　 (1) 不同, 由于定义域不同;

(2) 不同, 由于对应法则不同, g(x) = x2 = x, x≥0,
- x, x ＜ 0;{

(3) 相同, 由于定义域、 对应法则都相同;
(4) 不同, 由于定义域不同 .
3. 设

φ(x) =
sin x , x ＜ π

3
,

0, x ≥ π
3
,

■

■

■

■
■

■
■
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第一章　 函数与极限

求 φ π6( ) , φ π4( ) , φ - π
4( ) , φ( - 2), 并作出函数 y = φ(x) 的图形 .

解　 φ π6( ) = sin π
6 = 1

2
, φ π4( ) = sin π

4 = 2
2
, φ - π

4( ) = sin - π
4( ) = 2

2
,

φ( - 2) = 0.
y = φ(x) 的图形如图 1-1 所示 .

图 1-1

4. 试证下列函数在指定区间内的单调性:

(1) y = x
1 - x

( - ∞, 1) ; (2) y = x + ln x(0, + ∞).

证　 (1) y = x
1 - x

= - 1 + 1
1 - x

, x∈ ( - ∞, 1). 设 x1 ＜ x2 ＜ 1. 由于

y(x2) - y(x1) =
1

1 - x2
- 1
1 - x1

= x2 - x1
(1 - x1)(1 - x2)

＞ 0,

从而 y(x2) ＞ y(x1), 即 y 在 ( - ∞, 1) 内单调增加 .
(2) y = x + ln x, x∈ (0, + ∞). 设 0 ＜ x1 ＜ x2. 由于

y(x2) - y(x1) = x2 + ln x2 - x1 - ln x1 = x2 - x1 + ln
x2
x1

＞ 0,

从而 y(x2) ＞ y(x1), 即 y 在 (0, + ∞) 内单调增加 .
5. 设 f(x) 为定义在 ( - l, l) 内的奇函数, 若 f(x) 在 (0, l) 内单调增加, 证明 f(x) 在

( - l, 0) 内也单调增加 .
证　 设 - l ＜ x1 ＜ x2 ＜ 0, 故 0 ＜ - x2 ＜ - x1 ＜ l. 因为 f(x) 是奇函数, 所以

f(x2) - f(x1) = - f( - x2) + f( - x1).
由于 f(x) 在 (0, l) 内单调增加, 从而 f( - x1) - f( - x2) ＞ 0. 因此 f(x2) ＞ f(x1), 即

f(x) 在 ( - l, 0) 内也单调增加 .
6. 设下面所考虑的函数都是定义在区间 ( - l, l) 上的 . 证明:
(1) 两个偶函数的和是偶函数, 两个奇函数的和是奇函数;
(2) 两个偶函数的乘积是偶函数, 两个奇函数的乘积是偶函数, 偶函数与奇函数的乘

积是奇函数 .
证　 (1) 设 f1(x), f2(x) 均是偶函数, 则有 f1( - x) = f1(x), f2( - x) = f2(x).
设 F(x) = f1(x) + f2(x), 于是 F( - x) = f1( - x) + f2( - x) = f1(x) + f2(x) = F(x),

所以 F(x) 为偶函数 .
设 g1(x), g2(x) 是奇函数, 则有 g1( - x) = - g1(x), g2( - x) = - g2(x).
设 G(x) = g1(x) + g2(x), 于是 G( - x) = g1( - x) + g2( - x) = - g1(x) - g2(x) = - G(x),

所以 G(x) 为奇函数 .
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(2) 设 f1(x), f2(x) 均为偶函数, 则有 f1( - x) = f1(x), f2( - x) = f2(x).
设 F(x) = f1(x)·f2(x), 于是 F( - x) = f1( - x) f2( - x) = f1(x) f2(x) = F(x),

因此 F(x) 为偶函数 .
设 g1(x), g2(x) 均为奇函数, 则 g1( - x) = - g1(x), g2( - x) = - g2(x).
设 G(x) = g1(x)·g2(x). 于是

G( - x) = g1( - x)g2( - x) = - g1(x)[ ] - g2(x)[ ] = g1(x)g2(x) = G(x),
因此 G(x) 为偶函数 .

设 f(x) 为偶函数, g(x) 为奇函数, 则 f( - x) = f(x), g( - x) = - g(x).
设 H(x) = f(x)·g(x), 于是

H( - x) = f( - x)g( - x) = f(x) - g(x)[ ] = - f(x)g(x) = - H(x),
因此 H(x) 为奇函数 .
7. 下列函数中哪些是偶函数, 哪些是奇函数, 哪些既非偶函数又非奇函数?
(1) y = x2(1 - x2) ; (2) y = 3x2 - x3;

(3) y = 1 - x2

1 + x2
; (4) y = x(x - 1)(x + 1);

(5) y = sin x - cos x + 1; (6) y = ax + a -x

2
.

解　 (1) 由于 f( - x) = ( - x) 2[1 - ( - x) 2] = x2(1 - x2) = f(x), 故 f(x) 为偶函数;
(2) 由于 f( - x)= 3( - x)2 - ( - x)3 = 3x2 + x3, f( - x)≠ f(x), 且 f( - x)≠- f(x), 故

f(x) 既非偶函数又非奇函数;

(3) 由于 f( - x) = 1 - ( - x) 2

1 + ( - x) 2
= 1 - x2

1 + x2
= f(x), 故 f(x) 为偶函数;

(4) y = f(x) = x(x - 1)(x + 1), 由于

f( - x) = ( - x) ( - x) - 1[ ] ( - x) + 1[ ] = - x(x + 1)(x - 1) = - f(x),
故 f(x) 为奇函数;

(5) 由于 f(-x)= sin(-x) -cos(-x) +1= -sin x -cos x +1, f(-x)≠f(x)且 f(-x)≠-f(x),
故 f(x) 既非偶函数又非奇函数;

(6) 由于 f( - x) = a -x + ax

2
= f(x), 故 f(x) 为偶函数 .

8. 下列各函数中哪些是周期函数? 对于周期函数, 指出其周期.
(1) y = cos(x - 2) ; (2) y = cos 4x ;
(3) y = 1 + sin πx ; (4) y = xcos x;
(5) y = sin2x.
解　 (1) 周期函数, 周期 l = 2π ;

(2) 周期函数, 周期 l = π
2
;

(3) 周期函数, 周期 l = 2;
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(4) 不是周期函数;
(5) 周期函数, 周期 l = π.
9. 求下列函数的反函数:

(1) y = 3 x + 1 ; (2) y = 1 - x
1 + x

;

(3) y = ax + b
cx + d

ad - bc≠0( ) ; (4) y = 2sin 3x - π
6
≤ x≤ π

6( ) ;

(5) y = 1 + ln (x + 2) ; (6) y = 2x

2x + 1
.

解　 (1) 根据 y = 3 x + 1 , 解得 x = y3 - 1, 反函数为 y = x3 - 1;

(2) 根据 y = 1 - x
1 + x

, 解得 x = 1 - y
1 + y

, 反函数为 y = 1 - x
1 + x

;

(3) 根据 y = ax + b
cx + d

, 解得 x = - dy + b
cy - a

, 反函数为 y = - dx + b
cx - a

;

(4) 根据 y = 2sin 3x - π
6
≤ x≤ π

6( ) , 解得 x = 1
3
arcsin y

2
, 反函数为 y = 1

3
arcsin x

2
;

(5) 根据 y = 1 + ln(x + 2), 解得 x = ey-1 - 2, 反函数为 y = ex-1 - 2;

(6) 根据 y = 2x

2x + 1
, 解得 x = log2

y
1 - y

, 反函数为 y = log2
x
1 - x

.

10. 设函数 f(x) 在数集 Χ 上有定义, 试证: 函数 f(x) 在 Χ 上有界的充分必要条件是它

在 Χ 上既有上界又有下界 .
证　 设 f(x) 在 Χ 上有界, 则存在 M ＞ 0, 使得 f(x) ≤ M, x ∈ Χ, 从而 - M ≤

f(x) ≤M, x∈ Χ, 说明 f(x) 在 Χ 上有上界 M, 下界 - M.
反之, 设 f(x) 在 Χ 上有上界 K1, 下界 K2, 则 K2 ≤ f(x) ≤ K1, x ∈ Χ. 取 M =

max K1 , K2{ } , 则 f(x) ≤M, x∈ Χ, 说明 f(x) 在 Χ 上有界 .
11. 在下列各题中, 求由所给函数构成的复合函数, 并求这函数分别对应于给定自变量

值 x1 和 x2 的函数值:

(1) y = u2, u = sin x, x1 =
π
6
, x2 =

π
3
; (2) y = sin u, u = 2x, x1 =

π
8
, x2 =

π
4
;

(3) y = u , u = 1 + x2, x1 = 1, x2 = 2; (4) y = eu, u = x2, x1 = 0, x2 = 1;
(5) y = u2, u = ex, x1 = 1, x2 = - 1.

解　 (1) y = sin2x, y1 =
1
4
, y2 =

3
4
; (2) y = sin 2x, y1 =

2
2
, y2 = 1;

(3) y = 1 + x2 , y1 = 2 , y2 = 5 ; (4) y = ex2, y1 = 1, y2 = e;
(5) y = e2x, y1 = e2, y2 = e

-2.
12. 设 f(x) 的定义域 D = 0, 1[ ] , 求下列各函数的定义域:
(1) f(x2) ; (2) f(sin x) ;
(3) f(x + a)(a ＞ 0) ; (4) f(x + a) + f(x - a)(a ＞ 0).
解　 (1) 0 ≤ x2 ≤1⇒x∈ - 1, 1[ ] ;

·7·
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(2) 0 ≤ sin x≤1⇒x∈ 2nπ, 2n + 1( ) π[ ] , n∈ Z;
(3) 0 ≤ x + a≤1⇒x∈ - a, 1 - a[ ] ;

(4)
0 ≤ x + a≤1,
0 ≤ x - a≤1{ ⇒当 0 ＜ a≤ 1

2
时, x∈ a, 1 - a[ ] ; 当 a ＞ 1

2
时, 定义域为∅.

13. 设 f(x) =
1, x ＜ 1,
0, x = 1, g(x) = ex,
- 1, x ＞ 1,

■

■

■

■■

■■

求 f g(x)[ ] 和 g f(x)[ ] , 并作出这两个函数

的图形 .

解　 f g(x)[ ] = f ex( ) =
1, x ＜ 0,
0, x = 0,
- 1, x ＞ 0.

■

■

■

■■

■■

g f(x)[ ] = ef(x) =
e, x ＜ 1,
1, x = 1,
e -1, x ＞ 1.

■

■

■

■■

■■

f g(x)[ ] 与 g f(x)[ ] 的图形分别如图 1-2 和图 1-3 所示 .

图 1-2

　 　 　 　 　 　

图 1-3

14. 已知水渠的横断面为等腰梯形, 斜角 φ = 40° (见图 1-4) . 当过水断面 ABCD 的面

积为定值 S0 时, 求湿周 L L = AB + BC + CD( ) 与水深 h 之间的函数关系式, 并指明其定义

域 .

图 1-4

解　 AB = CD = h
sin 40°

, 由于 S0 = 1
2
h BC + BC + 2cot 40°·h( )[ ] , 计算得 BC =

S0
h

- cot 40°·h, 所以 L = S0
h

+ 2 - cos 40°
sin 40°

h, 又 h ＞ 0且
S0
h

- cot 40°·h ＞ 0, 则湿周函数

的定义域为 0, S0 tan 40°( ) .
15. 设 xOy 平面上有正方形 D = {(x, y) 0 ≤ x≤1, 0≤ y≤1} 及直线 l: x + y = t( t≥

0). 若 S( t) 表示正方形 D 位于直线 l 左下方部分的面积, 试求 S( t) 与 t 之间的函数关系 .

解　 当 0 ≤ t≤1时, S(t) = 1
2
t2; 当1 ＜ t≤2时, S(t) = 1 - 1

2
(2 - t)2 = - 1

2
t2 + 2t - 1;

当 t ＞ 2 时, S( t) = 1, 即

·8·
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S( t) =

1
2
t2, 0 ≤ t≤1,

- 1
2
t2 + 2t - 1, 1 ＜ t≤2,

1, t ＞ 2.

■

■

■

■
■
■

■
■■

16. 求联系华氏温度 (用 F 表示) 和摄氏温度 (用 C 表示) 的转换公式, 并求

(1) 90 ℉的等价摄氏温度和-5 ℃的等价华氏温度;
(2) 是否存在一个温度值, 使华氏温度计和摄氏温度计的读数是一样的? 如果存在,

那么该温度值是多少?
解　 令 F = mC + b, 其中 m、 b 均为常数 . 由于 F = 32 相当于 C = 0, F = 212 相当于

C = 100, 从而 b = 32, m = 212 - 32
100

= 1. 8. 因此 F = 1. 8C + 32 或 C = 5
9

F - 32( ) .

(1) 当 F = 90时, C = 5
9
90 - 32( ) ≈32. 2; 当 C =- 5时, F = 1. 8 × - 5( ) + 32 = 23.

(2) 设温度值 t 符合题意, 则 t = 1. 8t + 32, t = - 40, 说明 - 40℉ 恰好也是 - 40 ℃.
17. 已知 Rt△ABC 中, 直角边 AC、 BC 的长度分别为 20、 15, 动点 P 从 C 出发, 沿三

角形边界按 C→ B→ A 方向移动; 动点 Q 从 C 出发, 沿三角形边界按 C→ A→ B 方向移动,
移动到两动点相遇时为止, 且点 Q移动的速度是点 P 移动的速度的 2倍 . 设动点 P 移动的距

离为 x, △CPQ 的面积为 y, 试求 y 与 x 之间的函数关系 .

解　 由于 AC = 20, BC = 15, 从而 AB = 202 + 152 = 25. 根据 20 ＜ 2 × 15 ＜
20 + 25, 可知, P和 Q在斜边 AB上相遇 . 令 x + 2x = 15 + 20 + 25, 得 x = 20. 即当 x = 20时,
点 P 和 Q 相遇 . 故所求函数的定义域为 (0, 20).

当0 ＜ x ＜ 10时, 点 P 在 CB 上, 点 Q在 CA上 (见图 1-5) . 由 CP = x, CQ = 2x,
得 y = x2.

当 10 ≤ x≤15 时, 点 P 在 CB 上, 点 Q 在 AB 上 (见图 1-6) . 则 CP = x, AQ =
2x - 20.

设点 Q 到 BC 的距离为 h, 则 h
20

= BQ
25

= 45 - 2x
25

, 得 h = 4
5
(45 - 2x), 因此

y = 1
2
xh = 2

5
x(45 - 2x) = - 4

5
x2 + 18x.

当 15 ＜ x ＜ 20 时, P 和 Q 都在斜边 AB 上 (见图 1-7) . 则 BP = x - 15, AQ =

2x - 20, PQ = 60 - 3x. 设点 C 到 AB 的距离为 t, 则 t = 15 × 20
25

= 12, 得

y = 1
2

PQ·t = - 18x + 360.

故

y =

x2, 0 ＜ x ＜ 10,

- 4
5
x2 + 18x, 10 ≤ x≤15,

- 18x + 360, 15 ＜ x ＜ 20.

■

■

■

■
■■

■
■

·9·
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图 1-5

　 　 　 　 　

图 1-6

　 　 　 　 　

图 1-7

18. 利用以下美国人口普查局提供的世界人口数据以及指数模型来推测 2020 年的世界

人口 .

年份 人口数 /百万 年增长率 / %

2008 6 708. 2 1. 016 6

2009 6 786. 4 1. 014 0

2010 6 863. 8 1. 012 1

2011 6 940. 7 1. 010 7

2012 7 017. 5 1. 010 7

2013 7 095. 2

解　 根据表中第 3 列数据, 猜想 2008 年后任一年的世界人口是前一年人口的 1. 011 倍 .
则在 2008 年后的第 t 年, 世界人口数将为 P( t) = 6 708. 2· 1. 011( ) t (百万人) .
2020 年对应 t = 12, 则 P 12( ) = 6 708. 2· 1. 011( ) 12 ≈7 649. 3 (百万人) ≈ 76 (亿

人), 故推测 2020 年的世界人口约为 76 亿人 .

习题 1-2　 解答　 数列的极限

1. 下列各题中, 哪些数列收敛, 哪些数列发散? 对收敛数列, 通过观察数列 xn{ } 的变

化趋势, 写出它们的极限:

(1) 12n{ } ; (2) ( - 1) n 1
n{ } ;

(3) 2 + 1
n2{ } ; (4) n - 1

n + 1{ } ;

(5) n( - 1) n{ } ; (6) 2
n - 1
3n{ } ;

(7) n - 1
n{ } ; (8) ( - 1) n + 1[ ]

n + 1
n{ } .

解　 (1) 收敛, lim
n→∞

1
2n

= 0;

(2) 收敛, lim
n→∞
( - 1) n 1

n
= 0;

(3) 收敛, lim
n→∞
2 + 1

n2( ) = 2;

(4) 收敛, lim
n→∞

n - 1
n + 1

= 1;

·01·
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(5) 发散;

(6) 收敛, lim
n→∞

2n - 1
3n

= 0;

(7) 发散;
(8) 发散 .
2. (1) 数列的有界性是数列收敛的什么条件?
(2) 无界数列是否一定发散?
(3) 有界数列是否一定收敛?
解　 (1) 必要条件; (2) 一定发散;
(3) 未必一定收敛, 例如, 数列 ( - 1) n{ } 有界, 但它是发散的 .
3. 下列关于数列 xn{ } 的极限是 a 的定义, 哪些是对的, 哪些是错的? 如果是对的, 试

说明理由; 如果是错的, 试给出一个反例 .
(1) 对于任意给定的 ε ＞ 0, 存在 N∈ N +, 当 n ＞ N 时, 不等式 xn - a ＜ ε 成立;
(2) 对于任意给定的 ε ＞ 0, 存在 N∈ N +, 当 n ＞ N 时, 有无穷多项 xn, 使不等式

xn - a ＜ ε 成立;
(3) 对于任意给定的 ε ＞ 0, 存在 N∈N +, 当 n ＞ N 时, 不等式 xn - a ＜ cε 成立,

其中 c 为某个正常数;

(4) 对于任意给定的 m ∈ N +, 存在 N ∈ N +, 当 n ＞ N 时, 不等式 xn - a ＜ 1
m

成立.

解　 (1) 错误 . 例如数列 ( - 1) n + 1
n{ } , a = 1. 对任给的 ε ＞ 0 (设 ε ＜ 1) , 存在

N = 1
ε

■

■
■■

■

■
■■ , 当 n ＞ N 时, ( - 1) n + 1

n
- 1 ≤ 1

n
＜ ε, 但是 ( - 1) n + 1

n{ } 的极限不存在 .

(2) 错误 . 例如数列 xn =
n, 　 　 n = 2k - 1,

1 - 1
n
, n = 2k,{ k ∈ N +, a = 1. 对任给的 ε ＞ 0 (设

ε ＜ 1) , 存在 N = 1
ε

■

■
■■

■

■
■■ , 当 n ＞ N 且 n 为偶数时, xn - a = 1

n
＜ ε 成立, 但是 xn{ } 的极

限不存在 .

(3) 正确 . 对任给的 ε ＞ 0, 取 1
c
ε ＞ 0, 则按假设存在 N∈N +, 当 n ＞ N 时, 不等

式 xn - a ＜ c·1
c
ε ＜ ε 成立 .

4—8二维码

(4) 正确 . 对任给的 ε ＞ 0, 取 m∈ N +, 使得 1
m

＜ ε. 则按假设存在

N∈ N +, 当 n ＞ N 时, 不等式 xn - a ＜ 1
m

＜ ε 成立 .

4—8. 此处解析请扫二维码查看 .
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