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前　 言

曲线梁因其流线造型以及良好的受力特性， 在航空、 机械、 建筑领域

等都得到了广泛的应用。 通过对曲线梁研究现状的分析， 总结有关研究成

果， 可以看出， 由于问题的复杂性， 现有的曲线梁理论研究还存在局限

性： 在结构静力分析中， 大部分研究成果未计入翘曲或横向剪切变形的影

响， 而考虑两种影响的又未提出显式表达； 对于曲线梁动力学研究， 则缺

少一般空间曲线梁的动力学控制方程以及求解方法。 本书即是针对上述两

方面问题分别进行了研究。

本书在十年前就已经初建架构， 这十年来在研究中不断丰富其内容，

希望能将成熟的理论成果例如空间曲线梁在复杂荷载作用下的力学行为、

平面曲线梁面外精确解、 超静定平面曲线梁面内位移的精确解以及变曲率

变挠率空间曲线梁和变曲率变挠率变截面空间曲线梁自由振动理论都著于

书中， 可以帮助读者更好地利用这些科研成果， 使之转化为生产力， 或者

启迪自己的思维， 在生产、 教学和科研工作中得到进一步的发展和创新。

本书旨在为从事结构工程力学理论设计和研究人员提供进一步学习曲

线梁和进行专题研究时的理论基础， 亦可作为力学等相关专业的研究生

教材。



在本书的编写过程中， 赵颖华教授提供了大量研究成果， 王广欣副教

授在本书内容、 体系、 方法等许多方面都做了大量工作， 一些研究生也在

公式推导与录入方面做了很多有意义的贡献， 在这里向他们表示感谢。 在

本书的出版过程中， 编辑也给予了作者大力支持和帮助， 作者深表感谢。

限于作者的水平和时间限制， 本书必然存在不少的缺点和错误， 恳请

读者和各方面专家批评指正。

作　 者
２０１９ 年 １２ 月
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第1章



曲线梁作为一种重要的结构形式被广泛应用于航天、 机械、 土木工程

中。 在现代结构工程中， 除了建筑中常见的圆形阳台、 剧院楼厅、 悬楼、

凸窗以及其他圆形建筑物上所用的曲线梁以外， 随着国家经济持续快速地

发展， 交通运输和城市基础设施建设日益受到重视， 公路、 铁路、 城市道

路和立交枢纽等各种工程建设蓬勃发展， 曲线桥梁的应用也越来越广泛。

在城市交通和高等级公路的设计中往往要求桥梁的平面布置服从于公路线

型的需要， 曲线型桥梁不仅有线路平顺、 走行性好、 美观及容易布置等优

点， 更是一种能满足特殊要求的重要桥型 （如图 １． １、 图 １． ２ 所示）。 在

铁路交通中， 由于我国地域辽阔、 江河纵横、 海岸线漫长， 研究和发展铁

路大跨度桥梁已经势在必行， 而空间曲线桥梁不仅结构优雅美观， 更可以

服从路线的布局和提高枢纽的使用性能， 可以成为我国铁路大跨度桥梁结

构的重要选择。 近年来， 空间曲线梁在石油钻井工程中也得到了应用。 由

于三维曲井的井眼轴线是一条复杂的任意曲率和挠率的三维空间曲线， 三

维曲井内的钻柱可看成是具有任意曲率和挠率的空间曲线梁。 在其他工业

设施中， 如某些有工艺要求的厂房的圆弧吊车梁、 高炉环形出铁场等也会

大量用到曲线梁。 另外， 在壳体结构的简化中， 曲线梁结构的应用也相当

重要。

曲线梁由于曲率的影响， 导致梁内弯矩和扭矩的耦合即弯扭耦合作

用， 使得对曲线梁的研究相对直线梁要复杂得多。 曲线梁不同于直梁， 它

是弯扭构件， 其弯曲、 扭转、 翘曲的几何方程相互耦合。 特别是薄壁曲线

梁， 除纯扭转外， 还相应伴随翘曲以及畸变影响， 有时还存在 “弯、 剪、

扭耦合” 效应。 曲线梁的变形多为弯扭组合变形， 纯弯或纯扭的变形很

·２· 空间曲线梁的力学分析与研究
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少。 在受不同荷载作用下， 根据不同的边界支承条件， 用不同的研究方法

对曲线梁的静力和动力进行分析就变得相当复杂。

图 １． １　 深圳市黄木岗立交桥

图 １． ２　 汕头市海湾大桥

过去数十年中， 国内外的许多专家学者对曲线梁的研究作了大量工

作， 最少出现了 ５ 篇曲线梁研究方面综述性的文章， 有 Ｍａｒｋｕｓ 和 Ｎａｓａｓｉ

的 《曲线梁的振动》 ［１］、 Ｌａｕｒａ 和 Ｍａｕｒｉｚｉ 的 《拱形结构研究进展》 ［２］、

Ｃｈｉｌｄａｍｐａｒａｍ 和 Ｌｅｉｓｓａ 的 《平面曲线梁 （环形结构与拱结构） 的振

动》 ［３］、 Ａｕｃｉｅｌｌｏ 和 Ｄｅ Ｒｏｓａ 的 《圆弧拱的自由振动》 ［４］， 以及赵跃宇等的
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《曲线梁研究进展》 ［５］等。 而在土木工程领域有关曲线梁的专著有： 日本

高岛春生在 １９７９ 年出版的 《曲线梁桥》 ［６］、 日本岛田静雄与仑西茂在

１９８１ 年出版的专著 《曲线梁的计算公式》 ［７］、 美国马里兰大学 Ｈｅｉｎｓ Ｃ． Ｐ．

教授在 １９８１ 年出版的 《结构杆件的弯曲与扭转》 ［８］、 我国学者姚玲森在

１９８９ 年出版的比较全面讲述曲线梁的专著 《曲线梁》 ［９］、 李惠生和张罗溪

在 １９９２ 年合著的 《曲线梁桥结构分析》 ［１０］、 邵容光和夏淦在 １９９４ 年合著

的 《混凝土弯梁桥》 ［１１］、 孙广华在 １９９５ 年所著的 《曲线梁桥计算》 ［１２］，

以及 ２００４ 年童根树和许强合著的 《薄壁曲梁线性和非线性分析理

论》 ［１３］等。

·４· 空间曲线梁的力学分析与研究



１． １　 曲线梁静力学研究历史和现状

1. 1. 1　 理论研究

关于曲线梁最早的研究可以追溯到 １９ 世纪［１４ － １６］， Ｖｌａｓｏｖ 对圆形截面

弯曲杆件的扭转问题进行了研究［１７］。 比较深入的曲线梁理论研究始于 ２０

世纪五六十年代。 由于曲梁的复杂性， 对曲线梁静力学的理论研究始于平

衡方程的建立。 按平衡方程方法， Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 和 Ｇｅｒｅ［１８］ 采用类似于直梁

的方法， 建立了适用于弯曲构件的内力 －曲率的关系， 导出了不考虑翘曲

影响的空间曲线梁的平衡微分方程， 可以用于狭长矩形截面 （翘曲刚度

为零） 的曲梁研究， 该方法也成为曲杆有限元的理论依据。 Ｖｌａｓｏｖ［１７］ 通

过考虑曲率影响对直梁的内力表达式进行了修正， 将曲线梁问题的研究拓

展到任意截面形式， 并考虑了翘曲的影响， 得到了曲线梁的平衡方程即

Ｖｌａｓｏｖ 微分方程。 Ｙａｎｇ 和 Ｋｕｏ［１９］ 从虚功原理出发， 推导出了空间曲线梁

的平衡微分方程。

Ｖｌａｓｏｖ 是第一个比较系统地研究薄壁构件问题的学者。 他对于翘曲变

形的研究奠定了薄壁构件分析的理论基础。 其后的许多曲梁方面的研究，

都建立于 Ｖｌａｓｏｖ 理论基础之上。 随后 Ｄａｂｒｏｗｓｋｉ［２０］ 进一步研究了不对称截

面薄壁曲梁的弯扭问题， 补充了 Ｖｌａｓｏｖ 在推导过程中遗漏的项次。

Ｙｏｏ［２１，２２］将直梁的内力 － 位移关系， 考虑曲率影响修正后代入总势能方
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程， 其就曲梁问题的线性理论也与 Ｖｌａｓｏｖ 完全相同。 要解决曲梁问题，

首先就要找到曲梁的翘曲位移， Ｕｓａｍｉ 和 Ｋｏｈ［２３］按照这一思路， 通过假定

中面非线性剪应变为零， 得到了曲梁的翘曲位移表达式， 并应用于拱问题

的理论研究。 Ｒａｊａｓｅｋａｒａｎ 和 Ｐａｄｍａｎａｂｈａｎ［２４］、 Ｋａｎｇ 和 Ｙｏｏ［２５］ 的曲梁理论

均采用了 Ｕｓａｍｉ 的翘曲位移表达式。 Ｐａｐａｎｇｅｌｉｓ 和 Ｔｒａｈａｉｒ［２６，２７］、 Ｐｉ 和 Ｔｒａ-

ｈａｉｒ［２８］则绕过了翘曲位移， 直接通过对纵向微元的变形分析， 得到轴向应

变表达式。

经典曲线梁的结构理论是以平面曲线梁为研究对象， 考虑荷载的主要

来源是平面曲线梁的自重、 车辆荷载等竖向荷载， 所以对曲线梁的受力计

算主要是集中力、 均布荷载等对平面曲线梁的面外作用， 研究其弯扭耦合

问题， 给出变形和内力的解析表达式， 以此为基础进行曲线桥梁的结构设

计。 高岛春生［６］提出通过求解节点处的超静定内力， 然后求解各梁的内

力与位移的结构力学方法求解曲线梁。 Ｈｅｉｎｓ 等［８，２９ － ３４］ 学者一直致力于寻

求平面曲线梁在复杂面外荷载作用下的闭合解及各种近似解， 也积累了许

多有用的图表和公式。 其主要方法是联立曲线梁的 Ｖｌａｓｏｖ 微分方程、 几

何方程和物理方程， 考虑翘曲的影响， 可以得到平面曲线梁位移法形式的

控制微分方程， 继而给出面外荷载作用下变形的解析表达式。 姚玲森［９］

在本书参考文献 ［８］ 的基础上， 研究了常曲率平面曲线梁在面外荷载作

用下的力学响应， 按傅里叶级数求解了曲线梁的内力， 并通过较详细的分

析和推演， 应用结构力学的方法较系统地给出了不同体系曲线梁在各种典

型荷载作用下的内力和变形的计算公式， 得到了大量研究成果。 Ｔｕｆｅｋｃｉ

和 Ｄｏｇｒｕｅｒ［３５］计入横向剪切的影响， 给出了变曲率变截面平面拱的面外变
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形精确解。 随着研究的深入， 经典曲线梁的结构理论已经成为曲线桥梁的

设计计算依据［６，１１ － １２］。

然而， 经典曲线梁的计算理论中很少涉及平面曲线梁在受到面内荷载

作用时所产生的内力和变形， 尤其是在受到变温作用下曲线梁的横向内力

和位移计算。 但据有关部门的数据统计， 曲线梁桥横向位移过大导致跨段

断裂破坏的事故发生也不在少数［３６］， 所以针对近年来曲线桥梁面内变形

引起破坏的现象， 赵颖华和李晓飞等［３６，３７］ 应用结构力学方法， 计算了曲

线梁在受到横向荷载作用时所产生的内力和变形， 尤其是在受到变温作用

下曲线梁的横向内力和位移计算上取得了成果。

可以看到， 在曲线梁的解析方法中， 结构力学方法是在工程中应用最

广泛的方法之一。 它是一种基于单纯扭转理论的方法， 单纯扭转理论是把

曲线梁当作集中在梁轴中心线处的弹性杆件处理， 并认为受到荷载后梁横

截面仍然保持平面 （即不发生翘曲）， 且横截面形状保持不变 （即不发生

畸变）。 这种方法的特点是能够利用公式直接计算曲线梁桥的内力与变

形， 不但简单明了， 而且能够得到满足使用要求的唯一精确解， 为广大工

程技术设计所接受。 这种方法一般能应用于跨长大于横截面尺寸四倍以上

的所有实体截面及箱形截面的混凝土曲线梁， 此时所引起的误差一般在工

程设计容许范围内。 但结构力学方法不能完整地考虑曲线梁的横向剪切变

形、 翘曲扭转和畸变等效应， 对于某些截面形状， 当翘曲扭转在总扭转中

占有相当大的比例时， 采用纯扭转理论就不能够得到准确的结果， 特别是

对于壁厚很薄的预应力混凝土曲线箱梁桥或钢曲线梁桥， 其误差在实用中

不能忽略， 所以必须考虑翘曲扭转的影响。 另外， 曲杆结构力学将梁的扭
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转中心 （扭心或剪心） 和形心合二为一， 不能反映曲线梁桥扭转中心与

形心的分离影响。

近年来曲线梁静力学的解析分析工作向空间曲线梁拓展， 熊汉伟和张

培源［３８］建立了自然坐标下空间曲杆的控制方程， 并求出了其静定问题的

通解； 朱渝春等［３９］给出了各向异性材料薄壁截面空间曲杆双力矩的一般

解法； 虞爱民和易名［４０］考虑与扭转有关的翘曲和横向剪切对截面变形的

影响， 通过求解广义翘曲坐标提出了自然弯扭梁受复杂载荷作用时静力分

析的方法； 郑安节等［４１］在本书参考文献 ［３８］ 的理论框架基础上提出了

空间曲杆小变形问题自然标架的矩阵分析解答。

总的来说， 我国学者对曲线梁静力学的理论研究主要集中在以下三

方面：

①基于单纯扭转理论 （不考虑翘曲） 的圆弧曲杆， 其解析法主要有

两种， 一种是基于曲杆的微分方程［３８，４１］， 另一种是结构力学的力法［９］，

可以得到不同边界条件和荷载形式下曲杆力学效应 （弯矩、 扭矩、 剪力

和挠度、 扭转角） 的计算公式， 供设计者参考使用。 这方面的研究由于

未考虑作为薄壁杆件的翘曲扭转和畸变等力学特性， 计算结果存在一定的

误差， 适用于曲线板桥或由翘曲刚度较小的 Ｔ 梁或工字梁组成的小跨径

大曲率曲线梁桥。

②基于开口薄壁杆件翘曲扭转理论的曲线梁理论。 开口薄壁曲线梁不

仅广泛应用于桥梁工程中， 同时也大量应用于其他工业设施、 民用建筑

中， 这些场合经常使用 Π 形、 工字形、 槽钢、 Ｈ 形的开口薄壁曲梁， 当

然也有箱形梁。 我国学者对开口薄壁曲梁的研究较多， 周文伟等［４２］ 导出
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了空间曲梁单元在三维空间变形中的应变 －位移关系， 但未考虑截面翘曲

的影响。 童树根［４３］根据薄壁构件的两个基本假定导出单轴对称工字形圆

弧曲梁两种不同放置条件下翘曲位移、 正应力、 剪应力以及各自合力的表

达式。 许钧陶和童树根［４４］研究了任意开口截面圆弧曲梁弯扭效应的精确

分析方法。 另外， 针对公路桥梁中常出现的变曲率的情况， 夏淦［４５］ 提出

了分析变曲率曲梁的理论， 该理论主要以 Ｖｌａｓｏｖ 微分方程为基础， 但该

文未考虑曲梁的扭心和形心分离。

③闭口薄壁曲线箱梁的研究。 李国豪院士［４６，４７］ 从箱梁内任一点的位

移表达式出发， 近似取曲率沿梁宽变化为线性函数， 推导了考虑初曲率影

响、 截面翘曲和畸变影响的大曲率箱梁挠曲扭转理论———法向应力分析和

平衡微分方程。 钱寅泉、 倪元增［４８，４９］ 忽略了约束扭转、 畸变以及剪力滞

效应间的耦联应变能， 只计及弯曲与剪力滞效应以及弯曲与扭转因初曲率

引起的耦联， 建立了考虑初曲率影响及剪力滞效应影响的弯扭耦联方程和

畸变方程。

另外， 曲线梁的基本理论也从其他方面得到了发展。 Ｋａｐａｎｉａ 和 Ｌｉ［５０］

基于刚截面假设从几何学的角度得到了更精确的曲线梁理论。 Ｊｉａｎｇ 等［５１］

建立了水平曲线梁的空间位移模型。 Ｈｏｄｇｅｓ［５２］ 给出了有初始弯曲和扭转

各向异性梁的内禀理论。 Ｐｉｏｖａｎ 和 Ｃｏｒｔｉｎｅｚ［５３］建立了考虑剪切影响的各向

异性薄壁曲线梁的理论模型。 虞爱民等［５４，５５］ 分别导出了一般曲线梁剪应

力和径向应力的计算公式并给出了剪应力及径向应力的显式解。 Ｌｉ 等［５６］

研究了薄壁结构中减体重与应力分布之间的关系， 得出了薄壁曲线梁应力

会因为厚度而重分布的结论。 Ｃｈｉａｎｇ［５７］ 分析了泊松比在曲线梁分析中的
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