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前　 　 言

许多自然现象的规律可由偏微分方程(组)来表达， 如运动规律、 生物种群繁衍等，
而这些现象的一些深层次性质也可通过数学推理从偏微分方程(组)中导出. 相比于文字表

达， 偏微分方程(组)的表达方式具有更强的优越性， 更能揭示自然现象的本质. 例如，
Ｍａｘｗｅｌｌ 方程揭示了电磁相互作用的统一性， Ｗｅｉｎｂｅｒｇ-Ｓａｌａｍ 方程刻画了弱电相互作用统

一理论. 简单地说， 偏微分方程(组)就是包含未知函数偏导数的一个(组)关系式.
扩散方程， 作为偏微分方程的典型代表， 常用来描述扩散、 传导或渗透等物理现象、

反映物质随时间变化的物理过程， 如热能的扩散、 流体中污染物的扩散、 核素迁移、 生物

种群繁衍与迁移、 金融产品的期权定价等模型问题. 扩散方程在环境科学、 能源开发、 流

体力学和电子科学等众多领域都有广泛应用， 对其的研究在理论和生产实际方面都有着非

常重要的意义.
本书围绕实际应用所涉及的扩散方程模型、 在放射性资源采集与迁移建模参数识别反问题

以及自由边界问题展开讨论， 主要内容为以下三个方面: 针对铀矿微生物堆浸背景， 讨论了铀

矿堆浸扩散模型以及参数反演问题； 针对孔隙与单裂隙双重介质中核素迁移背景， 讨论了双重

介质中核素迁移扩散模型及反问题； 针对“薄”预混火焰燃烧和相位分离背景， 分别讨论了热-
扩散燃烧模型和高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程等自由边界问题， 并进行了数值模拟.

本书是作者部分研究工作的总结， 其中王泽文参与了关于参数反演问题的研究工作.
本书可作为相关专业高年级本科生、 研究生和研究人员的参考书.
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第 １ 章　 绪　 　 论

扩散方程是描述扩散现象中物质密度变化的一类偏微分方程. 该物质密度变化量一般

受时间和空间位置影响， 故可将它表述为空间位置(ｘ， ｙ， ｚ)和时间 ｔ 函数. 例如， 设空

间中某区域的温度分布为 ｕ ＝ ｕ( ｔ， ｘ， ｙ， ｚ)， 在物体内部不具有热源的情况下， 其温度

分布 ｕ( ｔ， ｘ， ｙ， ｚ) 满足:
∂ｕ
∂ｔ

＝ ａ２ ∂２ｕ
∂ｘ２

+ ∂２ｕ
∂ｙ２

+ ∂２ｕ
∂ｚ２

■

■
■

■

■
■ ， ａ ＞ ０， (１. １)

式中， ａ２ ＝ ｋ / Ｑ， ｋ 为传热系数， Ｑ 为热容量. 由于该方程来自传热现象， 故也称方程
(１. １)为热传导方程.

当 ｕ ＝ ｕ( ｔ， ｘ， ｙ， ｚ) 表示溶解物在溶液中的密度时， 密度分布同样满足方程(１. １)，
所以方程(１. １)又称为扩散方程. 从概念上来说， 扩散方程所指一般比热传导方程所指更

广. 接下来， 我们从几个具体现象简单了解一下扩散方程.

１. １　 扩散现象及模型

１. １. １　 半导体内的杂质迁移

热扩散是微观粒子极为普遍的现象， 是微观粒子做无规则热运动的统计结果， 宏观上
表现为粒子由浓度较高的区域向浓度较低的区域运动. 半导体晶片掺杂正是利用热扩散原

理， 将所需要的杂质加入半导体晶片内， 使其在晶片中的数量和分布符合预定的要求.
以一维为例. 设 Ｊ 为杂质粒子流密度， 它定义为单位面积、 单位时间内通过的粒子个

数； Ｄ 为扩散系数. 则粒子流密度与粒子浓度 Ｎ 的梯度成正比， 即满足 Ｆｉｃｋ 第一定律:

Ｊ ＝ - Ｄ ∂Ｎ( ｔ， ｘ)
∂ｘ

. (１. ２)

又由于粒子扩散时满足质量守恒， 即
∂Ｎ( ｔ， ｘ)

∂ｔ
＝ - ∂Ｊ

∂ｘ
. (１. ３)

于是， 得出半导体晶片掺杂的扩散方程为

∂Ｎ( ｔ， ｘ)
∂ｔ

＝ Ｄ ∂２Ｎ( ｔ， ｘ)
∂ｘ２ . (１. ４)

１. １. ２　 流体中污染物的扩散

流体中污染物的扩散表现为流体中污染物在流体内从某处转移至另一处的过程. 通
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常， 扩散过程一般具有两种基本方式: 分子扩散与对流扩散. 在静止的流体或垂直于浓度

梯度方向做层流运动的流体扩散， 本质上由微观分子的不规则运动引起， 称为分子扩散，
满足方程(１. １). 对于一维情形， 即满足

∂ｕ( ｔ， ｘ)
∂ｔ

＝ ａ２ ∂２ｕ( ｔ， ｘ)
∂ｘ２ ， ａ ＞ ０. (１. ５)

流体做宏观对流运动时由于存在浓度差引起的质量传递称为对流扩散， 满足对流扩散

方程

∂ｕ( ｔ， ｘ)
∂ｔ

＝ - ａ ∂ｕ( ｔ， ｘ)
∂ｘ

， ａ ＞ ０. (１. ６)

１. １. ３　 燃烧过程中的组分扩散

燃烧， 作为热物理四大过程(流动、 传热、 传质、 燃烧)之一， 体现了能量与物质的

传递过程. 燃烧的热量传递方式为热传导、 热对流、 热辐射等.
根据燃料和氧化剂的混合模式， 燃烧通常分为预混燃烧和扩散燃烧两大类. 预混燃烧

是指燃料和氧化剂充分混合后发生的燃烧现象， 二者由未燃区同向扩散至反应区， 具有火

焰传播的特征； 扩散燃烧则是指燃料和氧化剂未充分混合， 通过相向的扩散在火焰中发生

反应的现象， 其反应率取决于燃料和氧化剂的混合速率.
燃烧涉及多组分气体流动、 传热传质以及化学反应等一系列过程， 而化学反应动力学

中大量不同速率的基元反应导致多维、 瞬变流场的强烈非线性将使得燃烧问题十分复杂.
化学反应的时间尺度远小于流动和组分扩散的时间尺度， 并且化学反应速率对温度极

为敏感， 因此化学反应往往受限于狭窄区域内， 反应区只占据预混火焰中很小的部分， 更

大的范围则是反应物扩散及预热区， 并且伴随了黏性耗散作用.
一般而言， 化学反应气体的运动常用可压缩辐射反应气体的多维燃烧模型来描述， 该

模型由 Ｎａｖｉｅｒ-Ｓｔｏｋｅｓ 方程组(质量、 动量、 能量守恒关系式)和化学组分控制方程耦合而

成[１-２]， 即
∂ρ
∂ｔ

+ ｄｉｖ(ρＵ) ＝ ０，

∂ρＵ
∂ｔ

+ ｄｉｖ(ρＵ ⊗ Ｕ) + ∇Ｐ ＝ ｄｉｖ(Ｓ)，

∂ρｅ
∂ｔ

+ ｄｉｖ(ρｅＵ) + ｄｉｖ(Ｑ) ＝ Ｓ: ∇Ｕ - Ｐｄｉｖ(Ｕ) + ｋλφρＺ，

∂ρＺ
∂ｔ

+ ｄｉｖ(ρＵＺ) - ｄｉｖ(Ｆ) ＝ - ｋφρＺ.

■

■

■

■
■
■
■
■

■
■
■
■
■

(１. ７)

式中， ρ， Ｕ， Ｚ， Ｐ， ｅ 分别表示流体的密度、 速度、 反应质量百分浓度、 压力、 内能； Ｓ
表示流体阻力的黏性拉力张量； Ｓ: ∇Ｕ 表示机械能到热能的耗散. 热流辐射 Ｑ 满足 Ｆｏｕｒｉｅｒ
定律， 反映函数 φ 遵循一阶 Ａｒｒｈｅｎｉｕｓ 定律.

１. １. ４　 金融产品的期权定价

期权定价理论、 投资组合理论、 资本资产定价理论、 市场有效性理论及代理问题， 构

２
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成了现代金融学的五大理论模块[３] .
２０ 世纪 ７０ 年代初， 哈佛商学院教授 Ｒｏｂｅｒｔ Ｍｅｒｔｏｎ、 斯坦福大学教授 Ｍｙｒｏｎ Ｓｃｈｏｌｅｓ、

麻省理工学院教授 Ｆｉｓｃｈｅｒ Ｂｌａｃｋ 提出了 Ｂｌａｃｋ-Ｓｃｈｏｌｅｓ-Ｍｅｒｔｏｎ 期权定价模型， 是现代金融产

品定价的核心， 为包括股票、 债券、 货币、 商品在内的新兴衍生金融市场中各种以市场价

格变动定价的衍生金融工具的合理定价奠定了基础， 并因此获得第 ２９ 届诺贝尔经济学奖，
瑞典皇家科学协会赞誉他们在期权定价方面的研究成果将是今后 ２５ 年经济科学中的最杰

出贡献.
Ｂｌａｃｋ-Ｓｃｈｏｌｅｓ-Ｍｅｒｔｏｎ 期权定价模型是现代金融的基础， 本质上是一个二阶线性抛物型

方程

∂ｆ
∂ｔ

+ ｒＳ ∂ｆ
∂Ｓ

+ １
２
σ ２Ｓ２ ∂２ ｆ

∂Ｓ２
＝ ｒｆ， (１. ８)

为期权定价提供了创新的思路以及独特的定价结果.
通常， 由给定的方程、 定解区域以及相应的初边值条件来确定方程的解， 称为偏微分

方程(正问题)定解问题的求解过程. 然而， 除了某些特殊情况之外， 满足定解问题简洁实

用的公式解往往难以得到， 因此， 构造所谓的近似解(或称数值解)， 则成为理所当然的

选择之一. 随着电子计算机的诞生以及各种科学理论、 工程技术的快速发展， 偏微分方程

数值解法的研究已经取得了非常丰富的研究成果， 发展出了很多数值方法， 例如: 有限差

分方法、 有限体积方法、 有限元方法、 配置方法、 谱方法等.

１. ２　 参数识别反问题

自 ２０ 世纪 ６０ 年代以来， 在地球物理、 生命科学、 材料科学、 遥感技术、 模式识别、
信号(图像)处理、 工业控制乃至经济决策、 流体力学等众多的科学技术领域中， 都提出

了“由效果、 表现、 输出反求原因、 原象、 输入”等问题， 统称为“数学反问题”. 由于此

类问题有着广泛而重要的应用背景， 很大程度上受众多学科与工程技术领域应用产生的迫

切需求所驱动， 其理论又具有鲜明的新颖性与挑战性， 因而吸引了国内外许多学者从事该

项科学研究. 数学物理反问题已发展成为具有交叉科学的计算数学、 应用数学和系统科学

中的一个热门学科方向[４] .
近年来， 随着现代科学技术的不断发展， 在数值天气预报[５]、 材料无损检测[６]、 波

场逆散射[７，８]、 图像处理[９，１０]和生物医学成像[１１]等领域出现了大量由偏微分方程模型描述

的参数识别问题， 它们一般属于偏微分方程反问题研究范畴， 具有反问题研究典型的不适

定性， 故也称参数识别反问题. 关于数学物理问题的适定性， １９２３ 年法国数学家

Ｈａｄａｍａｒｄ[１２]提出: 一个数学物理问题若存在唯一的解， 且连续依赖于输入数据， 那么就

称该问题是适定的， 否则称该问题为不适定的. 显然， 问题解的存在性和唯一性都与解的

定义(解空间的大小)有关系， 而解对输入数据的连续依赖性还取决于解和输入数据的度

量方式， 即问题的拓扑度量[１３] .
反问题是相对于正问题而言的， 根据斯坦福大学数学家 Ｊ. Ｂ. Ｋｅｌｌｅｒ[１４]的提法: 一对问

题是互逆的， 如果一个问题的构成(已知数据)需要另一个问题解的(部分)信息， 则称其
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中一个问题为正问题， 另一个则为反问题. 例如， 各类积分变换及其反演互为反问题. 若

用系统论的语言加以简单阐述， 则正问题对应于根据输入数据和模型来确定输出结果， 而

反问题是由部分的输出结果来重构系统中的某些参数或结构特征. 反问题的提出常常来源

于自然科学与工程技术各领域中的实际需求. 例如， 对于一个给定的二次多项式

ｑ２(ｘ) ＝ ａ０ + ａ１ｘ + ａ２ｘ２， (１. ９)
当已知系数 ａ０， ａ１， ａ２ 时， 求解 ｑ２(ｘｉ)， ∀ｘｉ ∈ ℝ 的过程往往看成正问题； 反问题就是

Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值问题， 即对于给定的 ３ 对测量数据 (ｘｉ， ｙｉ)， ｉ ＝ １， ２， ３， 求解该二次多项

式 ｑ２(ｘ) 的系数 ａ０， ａ１， ａ２， 使其满足插值条件 ｑ２(ｘｉ) ＝ ｙｉ .
偏微分方程反问题主要考虑: 由解的部分已知信息来求定解问题中的某些未知量， 如

方程中的系数、 定解问题的区域或者某些定解条件. 与正问题相比， 反问题大多具有不适

定的特点， 即问题的解没有存在唯一性， 或不连续依赖于定解数据， 不适定性是反问题最

主要的特征， 也是主要难点. 这种不适定性主要表现在以下两方面: 一方面， 受实际条件

的制约， 反问题的输入数据经常是欠定或超定的， 这就导致其解可能不存在， 即使存在也

不唯一； 另一方面， 反问题的解往往不连续依赖于输入数据， 而在实际问题中输入数据又

不可避免地带有测量误差， 这就导致用传统的数值方法求出的解不一定能反映问题的真实

信息.
根据不同的反演对象[１５-２３]， 抛物型偏微分方程反问题大致可分为以下三类: 初值反

演问题、 边界条件反演问题、 参数识别反演问题.
由于表征数学模型的物理参数可以直接定义物理实体(如密度、 电压、 地震速度等)，

而观测数据可能与时间或空间有关， 或者仅仅是一个离散观测数据的集合， 工程师们希望

将参数与一组观测数据联系起来， 通常称根据观测数据来求解模型参数的问题为参数识别

问题， 这是一类典型的不适定问题.
如何解决实际生产生活中遇到的不适定问题， 并得到一个稳定的反演方法， 成为反问

题研究中的关键问题. 近年来， 数学物理反问题已经发展了很多求解方法， 如脉冲谱方

法、 最佳摄动量法、 蒙特卡罗法以及多种正则化方法等， 反问题研究已成为科学与工程界

非常活跃的研究方向.

１. ３　 自由边界问题简介

非线性反应扩散方程主要描述流体在多孔介质中的运动规律， 在生物科学以及燃烧理

论中都有所应用. 早在 １９９８ 年， 法国科学院院士 Ｒｏｇｅｒ Ｔｅｍａｍ[２４] 就已经讨论了反应扩散

方程的渐进性行为， 无论所研究的方程是否线性， 自由边界问题都属于非线性问题. 更为

重要的是: 自由边界本身就是需要和定解问题的解一并确定的未知量. 这类问题与实际应

用联系紧密， 对科学研究和生产实践有着重大意义.
针对一个偏微分方程(组)的定解问题， 通常需要限制在某个特定区域上求解. 如果

(部分)区域随着时间和空间不断变化， 且区域的边界是待定的， 需要和定解问题的解一

并确定， 则称该问题为自由边界问题(Ｆｒｅｅ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｐｒｏｂｌｅｍ). 通常， 自由边界问题的求

解需要两个条件: 一个用来确定自由边界， 另一个则用来满足偏微分方程[２５-２７]， 该条件
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往往是超定的[２８] .
斯蒂芬(Ｓｔｅｆａｎ)问题， 作为自由边界问题的其中一类， 源于 １９ 世纪末奥地利物理学

家 Ｊｏｚｅｆ Ｓｔｅｆａｎ[２９-３０]在研究极地海洋冰的融化问题时建立的固体-液体两相相变过程抛物型

方程数学模型.
随着自由边界问题广泛应用于各个领域， 传统斯蒂芬问题所研究的固态-液态两相及

抛物型数学模型也得到了大大推广. 例如， 物理中等离子物理、 渗流力学、 塑性力学、 射

流等方面都提出了各种不同形式的定常和不定常自由边界问题[３１-３３]， 化学中热裂解碳的

蒸气渗透问题[３４]； 美国期权定价问题[３５-３７]， 针对扩散模型的美式期权计算最佳实施边界；
生物种群的扩张传播问题(或捕食问题) [３８-４２](自由界面代表新物种入侵的扩散边界)， 得

出新物种入侵种群后继续蔓延或者灭绝的判断条件； 医学中肿瘤的生长问题[４３-４４]， 研究

肿瘤内营养物、 抑制物的反应扩散过程和由此导致的细胞坏死分解行为； 肌肉中含氧

量[４５-４９]、 伤口愈合问题[５０-５１]， 针对表皮细胞密度和化学物质浓度形成的伤口移动边界，
研究“生物化学”调控过程等.

１. ４　 研 究 内 容

本书将讨论与扩散相关的偏微分方程模型及参数决定反问题， 包括铀矿微生物堆浸背

景下扩散模型及参数反演问题、 双重介质中核素迁移的扩散模型及反问题、 含有两个自由

边界燃烧背景中的扩散模型以及高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程的稳定性分析和数值模拟等.
具体研究内容如下。

第 １ 章为绪论部分， 主要介绍了偏微分方程、 扩散现象及模型、 反问题、 自由边界问

题的概念与研究背景等， 并介绍本书的主要结构.
第 ２ 章， 研究了铀矿微生物堆浸工程中的扩散模型与参数识别反演实际应用问题. 针

对铀矿生物堆浸背景， 结合催化剂条件下的化学反应， 推导了铀矿堆浸扩散模型， 采用最

佳摄动量和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法对铀矿堆浸扩散模型参数识别反问题进行了求解， 并给

出了铀矿堆浸模型的正、 反问题求解的数值模拟.
第 ３ 章， 研究了孔隙与单裂隙双重介质中的一类核素迁移扩散模型反演问题. 针对孔

隙与单裂隙双重介质中核素扩散模型， 采用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法计算出核素迁移耦合模型的

解析解， 然后将反演问题转化为一个泛函极小化问题， 进而利用拟解方法和偏微分方程的

叠加原理得出泛函极小化问题的数值算法， 最后给出了核素迁移耦合模型正、 反问题的数

值模拟. 结果表明: 正问题的解析解能够刻画核素的迁移规律， 也显示本书所提的反问题

方法能有效地反演核素污染源.
第 ４ 章， 针对文献[５２]中“算子形式”的燃烧模型， 我们得出包含两个自由界面的燃

烧问题， 该问题具有两个自由边界: 着火边界和跟踪边界. 针对自由界面的胞状不稳定情

况[即 ０ ＜ Ｌｅ(Ｌｅｗｉｓ数) ＜ １]展开研究， 在带宽为 l 的带型区域ℝ ×(-l / ２， l / ２)下， 将自

由边界问题转换为平面行波火焰的完全非线性抛物型方程组边值问题， 便于后续的火焰锋

线性稳定性分析和数值模拟.
第 ５ 章， 针对第 ４ 章中所得出的火焰锋完全非线性抛物型方程组边值问题， 进行了线
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性稳定性分析， 证明了决定行波解稳定性 Ｌｅｗｉｓ 阈值的存在性， 即: 大于该 Ｌｅｗｉｓ 阈值时

行波解稳定， 小于 Ｌｅｗｉｓ 阈值时行波解不稳定， 并且进一步得出了确定 Ｌｅｗｉｓ 阈值 Ｌｅ*ｃ 的

解析表达式； 针对完全非线性系统进行了数值模拟， 该完全非线性系统描述了平面波的扰

动现象， 数值结果显现了非常有趣的、 由燃烧界面和跟踪界面形成的燃烧火焰锋稳定的

“双峰”形式.
值得一提的是， 我们得出 Ｌｅｗｉｓ 阈值 Ｌｅ*ｃ 的显式表达式是一个与带宽 l 有关的函数，

与 l→∞的渐进行为作比较时， 带型区域下的 Ｌｅｗｉｓ 阈值比整个二维空间下的阈值小， 并

且当带宽 l 增加时， Ｌｅｗｉｓ 阈值能逐渐接近， 因此可以作为文献[５２]的推广形式.
第 ６ 章， 针对扩散问题的高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 模型:

∂ｕ
∂ｔ

- Δ∑
ｋ

ｉ ＝ １
( - １) ｉ ∑

α ＝ ｉ
ａαＤ

２αｕ - Δｆ(ｕ) + ｇ(ｘ， ｕ) ＝ ０， (１. １０)

探讨了整体解长时间的渐进性态， 即探讨整体解在时间趋于无穷大时是否趋于某个平衡

态、 对应的无限维动力系统是否存在整体吸引子， 讨论了高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 模型在

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下的理论结果， 得到解的适定性和正则性， 证明了解算子的耗散性以及

整体吸引子的存在性.
第 ７ 章， 主要是第 ６ 章的数值模拟部分， 并且从中发现了控制各向异性的方法. 针对

两类高阶 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程: 高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 模型和高阶广义 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程的

双曲松弛形式模型进行数值模拟， 数值结果充分体现出 Ｃａｈｎ-Ｈｉｌｌｉａｒｄ 方程中高阶项在控制

各向异性特征时是非常有效的.
第 ８ 章为总结， 描述了后续可能研究的内容， 以供有兴趣进一步研究的同行们参考.
附录部分为本书中使用到的理论、 结论和算法等相关知识， 供读者查阅、 参考.
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第 ２ 章　 铀矿堆浸中的扩散模型与参数反演

本章研究铀矿堆浸工程中的扩散模型以及参数识别反演问题. 首先， 通过将溶质运移

方程与微生物化学反应相结合， 推导出铀矿堆浸的数学模型； 然后， 针对所提数学模型的

参数识别反问题， 利用最佳摄动量和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法求解； 最后， 给出铀矿堆浸模

型的正、 反问题求解的数值模拟， 数值结果显示该参数识别反问题是有效的.

２. １　 微生物铀矿堆浸简介

由于铀矿资源的稀缺性及非常突出的战略重要性， 铀矿资源受到世界各国的严密保

护. 随着高品位的铀矿资源在世界范围内已消耗殆尽， 学者们对低品位和复杂的铀矿石的

关注度便越来越高. 低品位和复杂的铀矿难以采用传统方法处理， 存在众多缺点， 如: 回

收率差、 工艺和能源成本高、 水资源污染负荷增加等[５３-５４] . 因此， 降低能源成本的铀提取

技术正变得越来越具有吸引力， 其中就有堆浸技术. 在 ２０ 世纪 ７０ 年代早期， 人们首先利

用这种方法通过氰化作用从低品位矿石中回收黄金， 如今已经发展成为一种重要的湿法冶

金技术， 用于回收重要金属[５５] .
铀还可以通过加入微生物催化剂从铀矿中氧化还原出来. 目前， 微生物堆浸技术对于

从各种硫化物矿物或低品位矿石中回收有价值的金属起着非常重要的作用， 已经成为低品

位铀矿石的主要提取技术[５６] . 微生物浸矿技术主要取决于细菌催化过程， 该细菌过程也

是硫化矿物自然风化的根本原因， 但讨论铀矿石堆浸数学模型的学者较少[５７-５８] . 部分学者

在移动和固定区域内建立了溶质运移模型， 然而， 化学反应参数(如堆浸过程的分解系

数)往往需要预先给定. 在本章中， 我们将溶质运移模型与微生物化学反应相结合， 通过

最佳摄动量算法和 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ 正则化方法对模型的化学反应参数进行识别.

２. ２　 正问题及其数值算法

２. ２. １　 数学模型

微生物辅助堆浸技术是一种从矿石中提取低品位重金属的工业采矿工艺. 通常该过程

可描述为将含有微生物细菌的溶液喷洒于矿石堆中， 将目标金属物质溶解到溶解液， 并排

入矿堆底部的储存池中.
由于堆浸过程中所发生的化学反应错综复杂， 有关微生物浸出过程是直接反应、 间接

反应， 还是两者都有的反应机制， 科学家们一直没有得出结论.
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众所周知， 铀元素常见于四价氧化态(如 ＵＯ２)， 而六价铀变为四价铀需要氧化剂，
通常用附属黄铁矿中释放或额外添加的三价铁离子(Ｆｅ３+)充当氧化剂， 六价铀氧化为四价

铀形成铀酰阳离子溶解在酸性溶液中. 黄铁矿(ＦｅＳ２)是地壳中最丰富的硫化矿物， 暴露于

氧气和水中的黄铁矿表面将形成硫酸[５９]， 三价铁离子在许多酸性溶液中都是丰富的电子

受体， 它能有效地与表面硫物质相互作用并促进黄铁矿的溶解.
微生物催化反应在硫化矿物堆浸过程主要涉及两种化学反应机制[６０]: 一种是描述微

生物与不溶性硫化物的物理接触的直接反应机制， 表现为微生物氧化金属硫化物， 直接从

还原的矿物质中获得电子； 另一种为间接反应机制， 涉及亚铁离子和三价铁离子的循环过

程， 表现为亚铁离子(Ｆｅ２+)被微生物氧化为三价铁离子(Ｆｅ３+)， 三价铁离子充当氧化剂氧

化金属硫化物并被还原成亚铁离子， 而亚铁离子转而又被微生物氧化为三价铁离子， 如此

反复下去.
实际上， 直接反应和间接反应的浸出模型仍在讨论中， 在许多情况下， 直接机制被认

为起主导作用， 主要是因为直接机制是通过细菌与矿物表面的直接接触来实现的. 然而，
有一个明显的事实是， 微生物加速了溶液中亚铁离子的再氧化而产生三价铁， 用以氧化矿

石中存在的硫， 这种微生物参与的氧化反应比纯化学氧化反应快约 １０ 万倍[６１] .
图 ２. １ 将帮助我们更清晰地了解直接和间接机制之间的区别与联系: (ａ)间接机制，

细菌将溶液中大量的亚铁离子氧化成三价铁离子， 三价铁离子再浸出矿物质到溶液中；
(ｂ)间接接触机制， 附着的细菌将亚铁离子氧化成细菌层和外聚合物材料层内的三价铁离

子， 该层内的三价铁离子浸出矿物质到溶液中； (ｃ)直接接触机制， 细菌通过直接氧化矿

物质到溶液中， 不需要任何铁离子.
考虑到微生物浸铀的复杂性， 我们仅列出如下典型的化学反应:

４ＦｅＳ２ + １４Ｏ２ + ４Ｈ２Ｏ
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ４ＦｅＳＯ４ + ４Ｈ２ＳＯ４，

４ＦｅＳＯ４ + Ｏ２ + ２Ｈ２ＳＯ４
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ２Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３ + ２Ｈ２Ｏ.

■

■

■
■■

■■
(２. １)

反应方程组(２. １)描述了由微生物直接参与氧化的反应过程. 然而， 作为氧化剂， 三

价铁离子( Ｆｅ３+ )是由方程组(２. １)的第二个反应方程式经过细菌催化产生的， 它可以归

类为间接氧化过程. 因此， 方程组(２. １)的第二个反应方程式可以归类为直接机制， 由反

应方程组(２. ５)的最后一个反应方程也可以将其归类为间接机制.
反应方程式小结如下:

４ＦｅＳ２ + １５Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ２Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３ + ２Ｈ２ＳＯ４， (２. ２)
于是， 直接反应过程描述为

４ＦｅＳ２ + １５Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ２Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３ + ２Ｈ２ ＳＯ４，

２ＵＯ２ + Ｏ２ + ２Ｈ２ＳＯ４
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ２ＵＯ２ＳＯ４ + ２Ｈ２Ｏ，

■

■

■
■■

■■
(２. ３)

即

４ＦｅＳ２ + １５Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ４Ｆｅ３+ + ８ＳＯ２-
４ + ４Ｈ +，

２ＵＯ２ + Ｏ２ + ４Ｈ + Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ
→ ２ＵＯ２+

２ + ２Ｈ２Ｏ.

■

■

■
■■

■■
(２. ４)

８
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图 ２. １　 嗜酸氧化亚铁硫杆菌(Ａ. ｆｅｒｒｏｏｘｉｄａｎｓ)对硫化矿物作用的三种机制[６２]

间接反应过程则描述为

ＦｅＳ２ + ８Ｈ２Ｏ + ７Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３ → ８Ｈ２ ＳＯ４ + １５ＦｅＳＯ４，

４ＦｅＳＯ４ + ２Ｈ２ＳＯ４ + Ｏ２
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ２Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３ + ２Ｈ２Ｏ，
２Ｓ + ３Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ → ２Ｈ２ＳＯ４，

ＵＯ２ + Ｆｅ２ (ＳＯ４) ３
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ＵＯ２ＳＯ４ + ２ＦｅＳＯ４，

■

■

■

■
■
■

■
■
■

(２. ５)

即

ＦｅＳ２ + ８Ｈ２Ｏ + １４Ｆｅ３+ → １５Ｆｅ２+ + ２ＳＯ２-
４ + １６Ｈ +，

４Ｆｅ２+ + ４Ｈ + + Ｏ２
Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ

→ ４Ｆｅ３+ + ２Ｈ２Ｏ，

２Ｓ + ３Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ → ４Ｈ + + ２ＳＯ２-
４ ，

ＵＯ２ + ２Ｆｅ３+ Ｍｉｃｒｏｂｉａｌ
→ ＵＯ２+

２ + ２Ｆｅ２+ .

■

■

■

■
■
■■

■
■
■

(２. ６)

考虑铀矿堆浸实验室中的管状实验， 由于处于强酸环境， 可以忽略反应方程组(２. ６)
中的第三个反应方程. 结合直接和间接反应过程， 我们得出如下微生物化学反应方程组:

４ＦｅＳ２ + １５Ｏ２ + ２Ｈ２Ｏ
ｋ１→ ４Ｆｅ３+ + ８ＳＯ２-

４ + ４Ｈ +， (２. ７ａ)

２ＵＯ２ + Ｏ２ + ４Ｈ + ｋ２→ ２ＵＯ２+
２ + ２Ｈ２Ｏ， 　 (２. ７ｂ)

ＦｅＳ２ + ８Ｈ２Ｏ + １４Ｆｅ３+
ｋ３→ １５Ｆｅ２+ + ２ＳＯ２-

４ + １６Ｈ +， (２. ７ｃ)

４Ｆｅ２+ + ４Ｈ + + Ｏ２

ｋ４→ ４Ｆｅ３+ + ２Ｈ２Ｏ， 　 (２. ７ｄ)

９
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ＵＯ２ + ２Ｆｅ３+
ｋ５→ ＵＯ２+

２ + ２Ｆｅ２+ . (２. ７ｅ)
式中， ｋ１， ｋ３分别表示矿石中 ＦｅＳ２ 转化为 Ｆｅ３+和 Ｆｅ２+的分解系数； ｋ４为溶液中 Ｆｅ２+转化为

Ｆｅ３+的反应系数； ｋ２ 和 ｋ５则分别表示两个反应方程中矿石中 ＵＯ２ 转化为 Ｕ６+的分解系数.
已知一维溶质运移过程可以表示为水力学对流-扩散方程(详见文献[６３-６４])

∂ｃ(ｘ， ｔ)
∂ｔ

＝ Ｄ ∂２ｃ(ｘ， ｔ)
∂ｘ２

- ｖ ∂ｃ(ｘ， ｔ)
∂ｘ

. (２. ８)

式中， ｘ ∈ (０， Ｌ)， ｔ ∈ (０， Ｔｔｏｌ)， ｃ(ｘ， ｔ)， Ｄ 和 ｖ 分别代表位移、 时间、 溶质浓度、 扩

散系数和对流速率.
由于微生物化学反应方程可以看作对流-扩散方程(２. ８)的源项， 结合化学反应方程

(２. ７ａ) ~ (２. ７ｅ) 和对流-扩散方程 (２. ８)， 根据 Ｓｃｈｌｏｇｔ 分子化学动力机制 (详见文献

[６５])， 我们得出以下方程组:
∂ｃ１
∂ｔ

＝ Ｄ
∂２ｃ１
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ１
∂ｘ

+ ｋ２ｓ２２ + ｋ５ｓ２ｃ２３，

∂ｃ２
∂ｔ

＝ Ｄ
∂２ｃ２
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ２
∂ｘ

+ ｋ３ｓ１ｃ１４３ + ｋ５ｓ２ｃ２３ - ｋ４ｃ４２，

∂ｃ３
∂ｔ

＝ Ｄ
∂２ｃ３
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ３
∂ｘ

+ ｋ１ｓ４１ - ｋ３ｓ１ｃ１４３ + ｋ４ｃ４２ - ｋ５ｓ２ｃ２３ .

■

■

■

■
■
■
■

■
■
■
■

(２. ９)

式中， ｃ１， ｃ２， ｃ３分别表示六价铀离子(Ｕ６+)、 亚铁离子(Ｆｅ２+)、 三价铁离子(Ｆｅ３+)在溶液

中的浓度； ｓ１， ｓ２ 则分别表示矿石中 ＦｅＳ２ 和 ＵＯ２ 的含量.

注 ２. １　 关于微生物化学反应方程组(２. ７ａ) ~ (２. ７ｅ)与方程(２. ８)相结合的过程， 我

们以(２. ９)的第二个方程为例详细说明如下:
由于浓度 ｃ２ 涉及的反应方程有(２. ７ｃ)， (２. ７ｄ)和(２. ７ｅ)， 作为方程(２. ８)的源项，

由三个部分构成: ｋ３ｓ１ｃ１４３ ， ｋ５ｓ２ｃ２３ 和 - ｋ４ｃ４２ . 第一部分来自(２. ７ｃ)， 由于反应式(２. ７ｅ)产生

了 Ｆｅ２+， 故符号为正， 其余部分根据相同思路便容易得出.

因此， 我们得到一个包含强非线性源项的对流-扩散方程组. 由此推断， 关于 ＦｅＳ２ 和

ＵＯ２ 的反应速率在微生物堆浸反应刚开始时非常快， 随着溶液与矿石的接触面积越来越

小， 反应速率将越来越慢， 并最终达到一个平衡状态. 为了模拟该反应过程， 我们假设

ＦｅＳ２ 和 ＵＯ２ 在反应式(２. ７ａ) ~ (２. ７ｅ)中满足指数衰减条件.
令

ｓ１ ＝ ｓ１(０)·ｅ -(ｋ１+ｋ３)·ｔ， 　 ｓ２ ＝ ｓ２(０)·ｅ -(ｋ２+ｋ５)·ｔ， 　 ｒ１ ＝ ｋ２，

ｒ２ ＝ ｋ２·ｓ２２(０)， 　 ｒ３ ＝ ｋ５， 　 ｒ４ ＝ ｋ５·ｓ２(０)， 　 ｒ５ ＝ ｋ３，

ｒ６ ＝ ｋ３·ｓ１(０)， 　 ｒ７ ＝ ｋ４， 　 ｒ８ ＝ ｋ１， 　 ｒ９ ＝ ｋ１·ｓ４１(０) .

(２. １０)

则方程(２. ９)可改写为

０１
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∂ｃ１
∂ｔ

＝Ｄ
∂２ｃ１
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ１
∂ｘ

+ ｒ２·ｅ -２( ｒ１+ｒ３)·ｔ + ｒ４·ｅ -( ｒ１+ｒ３)·ｔ·ｃ２３，

∂ｃ２
∂ｔ

＝Ｄ
∂２ｃ２
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ２
∂ｘ

+ ｒ６·ｅ -( ｒ５+ｒ８)·ｔ·ｃ１４３ + ｒ４·ｅ -( ｒ１+ｒ３)·ｔ·ｃ２３ - ｒ７·ｃ４２，

∂ｃ３
∂ｔ

＝Ｄ
∂２ｃ３
∂ｘ２

- ｖ
∂ｃ３
∂ｘ

+ ｒ９·ｅ -４( ｒ５+ｒ８)·ｔ - ｒ４·ｅ -( ｒ１+ｒ３)·ｔ·ｃ２３ + ｒ７·ｃ４２

- ｒ６·ｅ -( ｒ５+ｒ８)·ｔ·ｃ１４３ .

■

■

■

■
■
■
■
■

■
■
■
■
■

(２. １１)

初边值条件则为

ｃｉ(ｘ， ０) ＝ ０，
ｃｉ(０， ｔ) ＝ ｃｉ０，
ｃｉ(Ｌ， ｔ) ＝ φｉ( ｔ) .

■

■

■

■
■

■■

(２. １２)

于是， 我们得出了一维微生物化学反应铀矿堆浸数学模型的偏微分方程组初边值问题

(２. １１)和(２. １２).

２. ２. ２　 求解正问题的数值方法

铀矿堆浸正问题描述为: 在给定参数和边界条件的情况下， 求解浓度 ｃ１( ｘ， ｔ)，
ｃ２(ｘ， ｔ)，ｃ３(ｘ， ｔ)以满足耦合偏微分方程组(２. １１)和(２. １２).

这个小节将采用有限差分法求解正问题. 为了计算方便， 我们首先对方程组进行无量

纲化处理.
令

Ｃ ｉ ＝
ｃｉ
ｃｉ０

， Ｚ ＝ ｘ
Ｌ
， Ｔ ＝ ｖ·ｔ

Ｌ
， Ｐ ＝ ｖ·Ｌ

Ｄ
， Ｒ ｊ ＝

ｒ ｊ·Ｌ
ｖ

， (２. １３)

即

ｃｉ ＝ ｃｉ０·Ｃ ｉ， ｘ ＝ Ｌ·Ｚ， ｔ ＝ Ｔ·Ｌ
ｖ

， ｒ ｊ ＝
Ｒ ｊ·ｖ
Ｌ

， (２. １４)

其中， ｉ ＝ １， ２， ３； ｊ ＝ １， ２， …， ９.
将式(２. １４)代入方程组(２. １１)和(２. １２)得

∂Ｃ１

∂Ｔ
＝ １

Ｐ
·

∂２Ｃ１

∂Ｚ２
-

∂Ｃ１

∂Ｚ
+
Ｒ２

ｃ１０
·ｅ -２(Ｒ１+Ｒ３)·Ｔ +

Ｒ４·ｃ２３０
ｃ１０

·ｅ -(Ｒ１+Ｒ３)·Ｔ·Ｃ２
３，

∂Ｃ２

∂Ｔ
＝ １

Ｐ
·

∂２Ｃ２

∂Ｚ２
-

∂Ｃ２

∂Ｚ
+
Ｒ６·ｃ１４３０

ｃ２０
·ｅ -(Ｒ５+Ｒ８)·Ｔ·Ｃ１４

３ +
Ｒ４·ｃ２３０

ｃ２０
·ｅ -(Ｒ１+Ｒ３)·Ｔ·Ｃ２

３ - Ｒ７·ｃ３２０·Ｃ４
２，

∂Ｃ３

∂Ｔ
＝ １

Ｐ
·

∂２Ｃ３

∂Ｚ２
-

∂Ｃ３

∂Ｚ
-
Ｒ９

ｃ３０
·ｅ -４(Ｒ５+Ｒ８)·Ｔ - Ｒ４·ｃ３０·ｅ -(Ｒ１+Ｒ３)·Ｔ·Ｃ２

３ +
Ｒ７·ｃ４２０

ｃ３０
·Ｃ４

２

　 　 　 - Ｒ６·ｃ１３３０·ｅ -(Ｒ５+Ｒ８)·Ｔ·Ｃ１４
３

■

■

■

■
■
■
■
■

■
■
■
■
■

(２. １５)
和
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