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１　　　　

考研数学在研究生初试选拔中有着举足轻重的地位，它分值高（１５０分）、难度大、极具

区分度，要想攻下这门学科，获取高分，我们究竟需要怎么做？或者说我们究竟需要借助

什么“工具”以及又该如何使用好这个“工具”呢？这就是我想对大家谈的几点。

一、考研数学有基础题，且每年的基础题在整张试卷中都会占相当一部分的比例。对

于这部分试题，同学们只要在全年复习中借助一个好的“工具”踏踏实实修内功、打基础并

严格落实到计算，那么在考场上拿到这部分分数来达到“保底”并不困难。

《剑指１５０：考研数学零基础串讲》就是大家在第一轮复习中必备的一个“工具”！本书

主要有以下几大特色：一是本书配备全程课程讲解；二是本书全面总结了考研数学的所有

考点，将定理、公式、法则和性质放在具体的、优秀的经典题目中，以举例学考点的方式指

导同学们完成复习；三是部分题目一题多解，同学们可选择适合自己的解题方法；四是应

试性强，考什么就学什么，本书对固定类型总结了固定解题方法，同学们只需“模仿”本书

总结的方法即可顺利解决很多题目。

二、考研数学有难题，但真正的“压轴题”一般就１～２个。很大一部分考题与其说是

难题，倒不如说是综合题。这种题基本上都是将跨章节的多个知识点综合在一起。对于

这种综合题没有一蹴而就的法宝，同学们首先必须对每个考点的内容及解题的方法非常

熟悉，然后对其进行高强度训练，才能攻下这类题，从而为考试获得高分增添砝码。

综上，就是要求同学们把本书多看多做，只有这样，才能真正理解每个考点的内涵，打

开分析问题及处理问题的思路。本书在适当的位置（如“考点３８　定积分与极限的综合

题”等）上安排了一些相应的综合题，请同学们认真演算这些题，反复揣摩，以期掌握其中

的要领。值得一提的是，本书中介绍的某些考点是我反复研究历年真题后从中提炼而成

的（如“考点６７　已知方程的解反求方程及进一步研究方程的解”“考点６８　通过变形改造

建立微分方程并求解”等）。这些考点在一般教材上没有给出系统总结，往往是同学们在



２　　　　

复习过程中的“空白”，本书对此做了大量总结与示范，这对同学们的复习无疑是锦上添

花。

本书以考点为脉络来组织内容，这既适合同学们在第一轮复习中打基础、修内功，又

可在同学们后期做题过程中当作“词典”使用，也适合同学们在考前当作“读物”来查缺补

漏。总之，它是你的好友，更是你的伴读！

最后，感谢北京理工大学出版社的编辑们，正是在他们的帮助下，本书才能顺利地出

版并与同学们见面。

高昆轮
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第一章 函数、极限、连续

函数的概念及表示法 　 函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性 　 复合函数、反函

数、分段函数和隐函数　基本初等函数的性质及其图形　初等函数　函数关系的建立　

数列极限与函数极限的定义及其性质　函数的左极限和右极限　无穷小量和无穷大量

的概念及其关系　无穷小量的性质及无穷小量的比较　极限的四则运算　极限存在的

两个准则：单调有界准则和夹通准则　两个重要极限：

ｌｉｍ
x→０

ｓｉｎx
x

=１，ｌｉｍ
x→∞

１+
１（ ）x

x

=ｅ

函数连续的概念　函数间断点的类型　初等函数的连续性　闭区间上连续函数的

性质

　　１.理解函数的概念，掌握函数的表示法，会建立应用问题的函数关系.

２.了解函数的有界性、单调性、周期性和奇偶性.

３.理解复合函数及分段函数的概念，了解反函数及隐函数的概念.

４.掌握基本初等函数的性质及其图形，了解初等函数的概念.

５.理解极限的概念，理解函数左极限与右极限的概念以及函数极限存在与左极限、右

极限之间的关系.

６.了解极限的性质与极限存在的两个准则，掌握极限的四则运算法则，掌握利用两个

重要极限求极限的方法.

７.理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的比较方法，会用等价无穷小量求

极限.

８.理解函数连续性的概念（含左连续与右连续），会判别函数间断点的类型.

９.了解连续函数的性质和初等函数的连续性，理解闭区间上连续函数的性质（有界

性、最大值和最小值定理、介值定理），并会应用这些性质.

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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1.函数（考点1、2）

这部分重点是函数表达式的求解及函数各种性质的判定.

2.极限（考点3-12）

这部分内容丰富，首先是对极限定义的理解、对极限性质的使用、对无穷小理论及阶

数的建立；其次就是求极限的各种方法与技巧，这是本章的重点也是难点（尤其是求数列

的极限）；最后就是极限的反问题（已知极限值，反求其中的未知参数）.

3.连续（考点13、14）

这部分实际上属于极限的应用（当然，极限的应用远不止连续，如后续的渐近线、导

数、积分、级数等都属于极限的应用），这部分重点是会找函数的间断点并能指明类型；闭

区间上连续函数的各种性质，尤其是零点定理是我们研究方程根的有力工具.

考点1　常用函数及常用曲线

1．函数的概念及一些常用函数

设x和y是两个变量，D是一个给定的数集，如果对于每个数x∈D，变量y按

照一定的对应法则f在R上总有唯一一个确定的数值和它对应，则称y是x的函数，记为

y=f（x），常称x为自变量，y为因变量，D为函数的定义域，因变量y的变化范围为函数的

值域.

构成函数的基本要素是定义域和对应法则，只有两个函数的定义域和对应法则

完全相同时，它们才是同一个函数，这也说明函数与用什么字母表示是无关的，以后在求

解函数表达式时，经常用到这种与字母无关的特性.

下面我们来介绍一些常用的函数，特别要注意它们所具有的“规律”.

例1 （分段函数）y=
f（x），x≤x０，

g（x），x＞x
■
■

■ ０

或y=
f（x），x≠x０，

a， x=x
■
■

■ ０

或

y=

f（x），x＜x０，

a， x=x０，

g（x），x＞x０

■

■

■ .

分段函数重点研究分段点处的极限、连续性及导数.

例2 （绝对值函数）y=|x|=
-x，x＜０，

x， x≥
｛ ０

=

-x，x＜０，

０， x=０，

x， x＞０

■

■

■ .

①y=|x|在x=０处是连续的，但它在x=０处是不可导的（即y′（０）不存在）；
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②|a１±a２±…±an|≤|a１|+|a２|+…+|an|.

例3 （最值函数）U=ｍａｘ｛f（x），g（x）｝，V=ｍｉｎ｛f（x），g（x）｝.

U=ｍａｘ｛f（x），g（x）｝=
f（x）+g（x）+|f（x）-g（x）|

２
，

V=ｍｉｎf（x），g（x｛ ｝）=f
（x）+g（x）- f（x）-g（x）

２
，

且U+V=f（x）+g（x），U-V= f（x）-g（x），U·V=f（x）g（x）.

例4 （符号函数）y=ｓｇｎx=

-１，x＜０，

０， x=０，

１， x＞０

■

■

■ .

对任何x，都有 x■ ２
=|x|=xｓｇｎx.

例5 （取整函数）y=［x］表示不超过x的最大整数，如图１-１-１所示.

图1-1-1

如 ５［ ］７ =０，■［ ］２ =１，-［ ］１ =-１，-３.［ ］５ =-４.

［x+n］=［x］+n，其中n是整数，x-１＜［x］≤x.

例6 （狄利克雷函数）D（x）=
１，x∈Q，

０，x∈Q
C

■
■

■ .

①狄利克雷函数没有图形（没有任何曲线段）.

②狄利克雷函数是以任何正有理数为周期的周期函数，因此它没有最小的正周期.

③狄利克雷函数处处无极限、处处不连续、处处不可导.

狄利克雷函数常用来举反例和构造具有某种特殊性质的函数.例如，函数y=xD（x）

仅在原点连续，在其他点处间断；函数y=x２D（x）仅在原点可导，在其他点处间断（从而

不可导）.

例7 （幂指函数）y=u（x）v
（x），u（x）＞０，且u（x）≠１.

u（x）v
（x）
=ｅ

v（x）ｌｎu（x）这一恒等变形是重要的解题技巧.

2．反函数、复合函数及初等函数

（１）反函数．

设y=f（x）的定义域为D，值域为Rf，如果对于任一y∈Rf，有唯一确定的
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x∈D，使得y=f（x），则称x=f
-１（y）为y=f（x）的反函数，有时也将y=f（x）的反

函数写成y=f-
１（x）.

①单调函数必有反函数，且有相同的单调性.

②在同一坐标系中，y=f（x）和y=f-１（x）的图形关于直线y=x对称，而y=f（x）

和x=f-
１（y）的图形是重合的.后续我们将会看到是x=f-１（y）才有所谓的求导公式

f
-１（）［ ］y ′=

１
f′（x）

，而反函数y=f-１（x）求导是没有具体公式的.

③f［f-１（x）］=x，f-１［f（x）］=x（这两个小结论在考试中多次被用到）.

例8 设y=ｓｉｎx，０≤x≤２π，求其反函数.

分析 对y=ｓｉｎx，只有当x落在 -
π
２
，π［ ］２ 上时，才直接有反函数x=ａｒｃｓｉｎy，y∈

［-１，１］.

解 如图１-１-２所示，①当０≤x≤
π
２
时，对y=ｓｉｎx直接有x=ａｒｃｓｉｎy，y∈［０，１］.

② 当
π
２
＜x≤

３π
２
时，有-

π
２
＜x-π≤

π
２
，此时ｓｉｎx-（ ）π =-ｓｉｎπ-（ ）x =-ｓｉｎx=

-y，于是有x-π=-ａｒｃｓｉｎy，故x=π-ａｒｃｓｉｎy，y∈［-１，１）.

③当
３π
２
＜x≤２π时，有-

π
２
＜x-２π≤０，此时ｓｉｎx-２（ ）π =ｓｉｎx=y，于是有x

-２π=ａｒｃｓｉｎy，故x=２π+ａｒｃｓｉｎy，y∈（-１，０］.

图1-1-2

例9 设函数y=f（x）=

１-２x
２，　x＜-１，

x３， -１≤x≤２，

１２x-１６，x＞２

■

■

■ ，

写出f（x）的反函数g（x）的表达式.

解 当x＜-１时，由y=１-２x
２，得x=-

１-y
■２

（y＜-１）；

当-１≤x≤２时，由y=x
３，得x=

３

■y（-１≤y≤８）；

当x＞２时，由y=１２x-１６，得x=
y+１６
１２

（y＞８）.

综上，有 x=

-
１-y
■２

，　y＜-１，

３

■y， -１≤y≤８，

y+１６
１２

， y＞８

■

■

■
，
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所以f（x）的反函数为

g（x）=

-
１-x
■２

，　x＜-１，

３

■x， -１≤x≤８，

x+１６
１２

， x＞８

■

■

■
.

（２）复合函数．

设函数y=f（u）的定义域为Df，函数u=g（x）的定义域为Dg，且其值域

Rg⊂Df，则称y=f［g（x）］为函数y=f（u）和u=g（x）的复合函数.

函数u=g（x）的值域Rg必须包含于函数y=f（）u 的定义域Df内，二者才可复

合得到y=fg（x［ ］），比如y=f（）u =■u与u=g（x）=ｔａｎx就无法复合，因为g（x）

=ｔａｎx 的值域Rg = -∞，+∞（ ），显然不包含于f（）u = ■u 的定义域Df =

０，+∞［ ）内.

例10 设

f（x）=
-x

２，x≥０，

-ｅ
x， x＜０

■
■

■ ，φ
（x）=ｌｎx.

（１）求f［φ（x）］及其定义域；

（２）讨论是否可复合成形如φ［f（x）］的函数.

解 （１）因为φ（x）的定义域是（０，+∞），值域是（-∞，+∞），而f（x）的定义域是

（-∞，+∞）.所以φ（x）的值域在f（x）的定义域内，故f［φ（x）］有意义，因而

f［φ（x）］=
-φ

２（x），φ（x）≥０，

-ｅφ
（x）， φ（x）＜０

■
■

■ ，

即 f［φ（x）］=
-ｌｎ

２x，　x≥１，

-x， ０＜x＜１
｛ .

从上式可以看出，f［φ（x）］的定义域是（０，+∞）.

（２）由于f（x）的值域是（-∞，０］，φ（x）的定义域是（０，+∞），它们无公共的部分，所

以不能复合成形如φ［f（x）］的函数.

（３）初等函数.

幂函数、指数函数、对数函数、三角函数及反三角函数称为基本初等函数，它们的基本

性质如表１-１-１所示.由常数和基本初等函数经有限次四则运算（加减乘除）及有限次复合

运算得到的且能用一个式子表示的函数称为初等函数.

①分段函数一般不是初等函数，但有些分段函数是初等函数的情况，如|x|=

x■ ２ 就是初等函数.

②由于幂指函数u（x）v
（x）
=ｅ

v（x）ｌｎu（x），u（x）＞０，且u（x）≠１，故幂指函数u（x）
v（x）是

初等函数.
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表1-1-1

函数名称 定义域 值域 图像 基本关系式

幂函数

y=xμ

随μ的

不同而不同

随μ的

不同而不同

指数函数

y=a
x

（a＞０，a≠１）

（-∞，+∞） （０，+∞）

对数函数

y=ｌｏｇax

（a＞０，a≠１）

（０，+∞） （-∞，+∞）

三角函数

y=ｓｉｎx

y=ｃｏｓx

y=ｔａｎx

y=ｃｏｔx

（-∞，+∞）

（-∞，+∞）

x≠nπ+
π
２

（n∈Z）

x≠nπ

（n∈Z）

［-１，１］

［-１，１］

（-∞，+∞）

（-∞，+∞）

ｓｉｎ（ａｒｃｓｉｎx）=x

（|x|≤１）；

ｃｏｓ（ａｒｃｃｏｓx）=x

（|x|≤１）；

ｔａｎ（ａｒｃｔａｎx）=x

x∈R；

ｃｏｔ（ａｒｃｃｏｔx）=x

x∈R

反三角函数

y=ａｒｃｓｉｎx

y=ａｒｃｃｏｓx

y=ａｒｃｔａｎx

y=ａｒｃｃｏｔx

［-１，１］

［-１，１］

（-∞，+∞）

（-∞，+∞）

-
π
２
，π［ ］
２

［０，π］

-
π
２
，π（ ）
２

（０，π）

ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎx）=x

x∈ -
π
２
，π［ ］
２
；

ａｒｃｃｏｓ（ｃｏｓx）=x

x∈［０，π］；

ａｒｃｔａｎ（ｔａｎx）=x

x∈ -
π
２
，π（ ）
２
；

ａｒｃｃｏｔ（ｃｏｔx）=x

x∈（０，π）

三个恒等式：aｌｏｇax ≡x，ａｒｃｓｉｎx+ａｒｃｃｏｓx≡
π
２
，ａｒｃｔａｎx+ａｒｃｃｏｔx≡

π
２
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3．函数表达式的求解

函数表达式的求解一般是借助解“微分方程”而得到，这里举几个不涉及微分方程而

只涉及函数初等运算的例子.

例11 设f（x）=
１，|x|≤１，

０，|x|＞１，
g（x｛ ）=

２-x
２，|x|≤２，

２， |x|＞２
■
■

■ ，
求fg（x［ ］），gf（x［ ］）.

解 （１） f［g（x）］=
１，|g（x）|≤１，

０，|g（x）|＞１
｛ ，

而 g（x）=
２-x

２，|x|≤２，

２， |x|＞２
■
■

■ ，
则
|g（x）|≤１，得|２-x

２
|≤１，即１≤|x|≤■３，

|g（x）|＞１，得|x|＜１或|x|＞■３
■
■

■ ，

故 f［g（x）］=
１，１≤|x|≤■３，

０，|x|＜１或|x|＞■３
■
■

■ .

（２）g［f（x）］=
２-f

２（x），|f（x）|≤２，

２， |f（x）|＞２
■
■

■ ，
而|f（x）|≤２恒成立，故

g［f（x）］=２-f２（x）=
１，|x|≤１，

２，|x|＞１
｛ .

例12 设f（x）+２f
１（ ）x =１-x，且x≠０，则f（x）=　　　　.

答案 １
３
-
２
３x
+
x
３

解析 令１
x
=t，则f

１（ ）t +２f（）t =１-
１
t
，联立原等式，有

f（x）+２f
１（ ）x =１-x，

f
１（ ）x +２f（x）=１-

１
x

■

■

■
，

得f（x）=
１
３
-
２
３x
+
x
３
.

例13 设fx+
１（ ）x =

x+x
３

１+x
４
，且x≠０，则f（x）=　　　　.

答案 x
x２-２

解析 fx+
１（ ）x =

x+x
３

１+x
４ =

１
x
+x

１
x２
+x

２
=

１
x
+x

１
x
+（ ）x

２

-２

，令x+
１
x
=t，则f（）t =

t
t２-２

，从而有f（x）=
x

x２-２
.

求出f（x）=
x

x２-２
后，可计算∫

２■２

２
f（x）ｄx =

１
２（ ）ｌｎ３ ，这便是２００８年的填空题.

例14 设f（x）=２+４ｃｏｓxｌｉｍ
x→０
f（x），则f（x）=　　　　.
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答案 ２-
８
３
ｃｏｓx

解析 ｌｉｍ
x→０
f（x）是一个数，记ｌｉｍ

x→０
f（x）=A，则f（x）=２+４Aｃｏｓx，两端再同时取极限

x→０，有ｌｉｍ
x→０
f（x）=ｌｉｍ

x→０
２+４Aｃｏｓ（ ）x ，即A=２+４A，故A=-

２
３
，于是f（x）=２-

８
３
ｃｏｓx.

　　 极限ｌｉｍ
x→x０
f（x）、导数f′x（ ）０ 、积分∫

b

a
f（x）ｄx等都是一个数，类似的有很多.

例15 求f（x）=ｌｉｍ
n→∞

n

１+x
n
+
x２（ ）２■

n

（x＞０）的表达式.

解 利用重要结论ｌｉｍ
n→∞

n
an１+a

n
２+…+an■ m =ｍａｘa１，a２，…，a｛ ｝m ，其中ai≥０（i=１，

２，…，m），于是f（x）=ｌｉｍ
n→∞

n

１n+x
n
+
x２（ ）２■

n

=ｍａｘ１，x，
x２｛ ｝２ =

１，　０＜x≤１，

x， １＜x≤２，

x２

２
，x＞２

■

■

■
.

①ｌｉｍ
n→∞

n
an１+a

n
２+…+an■ m =ｍａｘa１，a２，…，a｛ ｝m ，其中ai≥０（i=１，２，…，m）的

证明见考点１２中的例６.

②本题是利用极限ｌｉｍ
n→∞
gn，（ ）x 来构造函数f（x），这样的f（x）往往是分段函数.

4．常用曲线（这些曲线在以后会经常碰到）

（１）笛卡尔心形线.

x２+y
２
=a x２+y■ ２

-（ ）x 或r=a１-ｃｏｓ（ ）θ （见图１-１-３（ａ））；

x２+y
２
=a x２+y■ ２

+（ ）x 或r=a１+ｃｏｓ（ ）θ （见图１-１-３（ｂ））.

（ａ）

　　　

（ｂ）

图1-1-3

（２）伯努利双纽线.

x２+y（ ）２ ２
=a

２ x２-y（ ）２ 或r２=a２ｃｏｓ２θ（见图１-１-４（ａ））；

x２+y（ ）２ ２
=２a

２xy或r
２
=a

２ｓｉｎ２θ（见图１-１-４（ｂ））.

（ａ）

　　　

（ｂ）

图1-1-4
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