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前  言

机构学是一门十分古老的科学,机器人学的兴起给传统机构学带来了新的活力,机器人

机构学已逐渐演变成为机构学领域的一个重要分支。20世纪中叶以来,由于计算机技术和

计算数学的发展,美国著名机构学者弗洛丹斯坦教授提出了基于计算机的计算运动学理论

与方法,开创了现代计算运动学。现代计算运动学主要包括机器人机构运动学的建模和求

解两方面的研究内容。
根据“中国制造2025”行动纲领,机器人领域将作为大力推动的重点领域之一。目前我

国在机器人机构学方向已经出版了很多优秀专著或教材,涵盖了关于机器人机构的运动学

分析、型综合分析、动力学分析和控制技术等多个方面,但是关于运动学分析方面的书籍通

常只针对常用串联工业操作手,对于并联工业操作手,这方面的专著和教材还较少见。
一方面,现有专著或教材中介绍的机器人机构运动学的几何建模方法较单一,通常只介

绍常用的D-H建模方法以及POE(指数积)方法,不利于将现代数学方法引入机器人机构

学中。目前,已有部分专著或教材中引入了旋量理论和李群李代数等现代数学工具,但是对

于几何代数(Clifford代数)这一新兴数学工具还未引入。本书将对偶矩阵法、对偶四元数

法、倍四元数法和共形几何代数法(CGA)等现代数学工具(这些方法都属于几何代数)引入

机器人机构运动学的几何建模中,这些现代数学工具已被本书作者及其课题组证明其实用

性和有效性,如基于倍四元数法解决了可重构模块化机器人位置统一逆解建模及通用算法

研究,以及首次基于CGA对一类并联机构的正运动学问题提出了一种脱离坐标系的几何

建模和免消元计算方法。
另一方面,现有专著或教材关于机器人机构运动学的求解方法也没有系统介绍,尤其是

代数求解法。我们知道,机器人机构运动学的问题通常最终转化为对一组非线性多项式方

程组的求解。非线性方程组的求解方法主要包括数值解法和代数解法(封闭解法)。常用的

数值解法主要有数值迭代法和同伦连续法。数值迭代法需要选择合适的初值,且往往只能

得到一组解;同伦连续法在求解方程组时不需要预先给出合适的初值就能使方程组在大范

围内收敛,并且能可靠地求出多项式方程组的全部解,其难点在于对构造初始方程组的要求

比较高,按照一般方法构造初始方程组可能引起同伦方程组发散解过多,使计算效率显著降

低。非线性方程组的代数解法是使用各种消元方法通过符号运算的方式将非线性方程组中

的所有中间变量消去,推导出一个只含有输入量(已知量)和输出变量的一元高次方程。求

解该方程得到变量的全部根,然后对应此变量求出一系列的中间变量(被消去的变量)。在

该过程中,只要保证各个步骤都是同解变换,就能够保证得出全部的解,而且不产生增根。
代数求解法虽然过程较为复杂,有一定的难度,但是可以解出全部解,而且不需要初始值。
另外,代数解法不仅可以提供机构的几何特征和运动特性,并且单变量的一元高次方程对于
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运动学的其他方面如工作空间分析、奇异位置分析等都有很大的理论价值。因此,机器人机

构运动学的代数求解法在机器人机构运动学方向仍然是重要的。
本书将重点介绍机器人机构运动学常用的几何建模和代数解法,以期能够填补机器人

机构运动学这方面的空白。本书围绕机器人机构的运动学几何建模和代数求解问题,分为

3部分。第1部分是关于非线性多项式方程组的代数解法,包括第1～4章,分别介绍了结

式消元法、吴消元法、Gröbner基消元法以及其他代数消元法;第2部分是关于机器人机构

运动学的几何建模,包括第5～9章,分别介绍了刚体的位姿描述和齐次变换、四元数、对偶

代数、倍四元数和几何代数;第3部分是基于上述几何建模和代数求解方法解决典型机器人

机构(串联机械手和Stewart并联机构等)的正逆运动学问题,包括第10～12章。
本书是在北京邮电大学机械工程专业研究生专业必修课(数学机械化)授课讲义和作者

及其课题组多年来的研究成果基础上编写而成的。书中部分内容于2000—2019年已先后

在课堂上讲授过近20次,分别由本书作者及其博士生导师廖启征教授讲授。本书的部分研

究成果来源于国家自然基金的资助和支持。
由于作者水平有限,书中难免有不足之处,恳请广大读者和专家批评指正。

张 英
于北京邮电大学
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第1章 结式消元法

结式概念是20世纪初由Burside和Panton首先提出的,源于对多项式消元方法的研

究。基于结式的消去理论是构造性代数中经典消去理论之一,并在现代计算机代数与几何

中有广泛应用。其思想及其发展归功于诸多代数学家,包括贝佐(Bézout)、凯莱(Cayley)、
西尔维斯特(Sylvester)和狄克逊(Dixon)等。

结式消元法的原理是:从给定的方程组构造出一具有足够多个方程的导出方程组,然后

把这个导出方程组看作诸个未知元各不同幂积的线性方程组,从而利用已得到充分发展的、
丰富的“线性方法”来研究原来的非线性方程组。所谓的结式,就是一个多项式,由原多项式

系统的系数所构成,它等于零的必要条件是原多项式系统存在公共零点。正因为如此,结式

方法的优异,除了它的快速消元能力之外,还在于它能判定一个多项式系统是否有解。有了

这个工具,我们就可以在求解之前先判定这个多项式系统是否有解,而不会碰到经过数天的

计算之后,结果无解的情况出现。正因为它有着如此好的性质,我们就需要知道如何求得

结式。
本章主要介绍Sylvester结式、Bézout-Cayley结式和Dixon结式的构造方法,并介绍用

矩阵广义特征值方法展开结式并求解。最简单的结式是线性代数中的行列式,通过系数矩

阵的行列式可以判别一个线性方程组是否有解。

1.1 Sylvester结式

经典的Sylvester结式方法是对单变元的两个多项式的系统进行消元。它的构造方法

如下。
给定任一数域KK,对于KK[x]中次数分别为m 和n(m≥n＞0)的两个多项式:

f(x)=amxm+am-1xm-1+…+a0

g(x)=bnxn+bn-1xn-1+…+b0

■

■
■

■■
■■ (1.1)

分别将f(x)和g(x)乘以单项式(xn-1,…,x,1)和(xm-1,…,x,1),可以得到一个多项式

系统:
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xn-1f(x)=amxm+n-1+am-1xm+n-2+…+a0xn-1

 ︙

xf(x)=amxm+1+am-1xm+…+a0x
f(x)=amxm+am-1xm-1+…+a0
xm-1g(x)=bnxm+n-1+bn-1xm+n-2+…+b0xm-1

 ︙

xg(x)=bnxn+1+bn-1xn+…+b0x
g(x)=bnxn+bn-1xn-1+…+b0

这个系统写成矩阵形式为

xn-1f(x)
︙

xf(x)

f(x)

xm-1g(x)
︙

xg(x)

g(x)

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

=

am am-1 … a1 a0
⋱ ⋱ ⋱ ⋱

am am-1 … a1 a0
am am-1 … a1 a0

bn bn-1 … b1 b0
⋱ ⋱ ⋱ ⋱

bn bn-1 … b1 b0
bn bn-1 … b1 b0

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

xm+n-1

xm+n-2

xm+n-3

︙

x3

x2

x
1

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

=

0
0
0
0
︙

0
0
0

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

(1.2)

其m+n阶的系数方阵表示如下:

Syl(f,g,x)=

am am-1 … a0
am am-1 … a0

⋱ ⋱ ⋱
am am-1 … a0

bn bn-1 … b0
bn bn-1 … b0

⋱ ⋱ ⋱
bn bn-1 … b0

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■

■
■
■■ n行

■

■

■

■
■
■■ m 行

(1.3)

其中,空白处的元素都为0(对后面遇到的类似情形,不再特别加以说明)。
定义1.1.1 称该方阵Syl(f,g,x)①为f(x)和g(x)关于x的Sylvester结式矩阵。称

Sylvester矩阵Syl(f,g,x)的行列式为f(x)和g(x)关于x 的Sylvester结式,记作

Syl(f,g,x)或res(f,g,x)。
关于f(x)和g(x)的Sylvester结式 Syl(f,g,x)有一个著名的定理。
定理1.1.1 存在两个次数分别满足deg(p(x),x)＜n,deg(q(x),x)＜m 的多项式

p(x),q(x)∈KK[x],使得
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① 有的文献记Syl(f,g,x)的转置矩阵Syl(f,g,x)T 为其Sylvester矩阵。



p(x)f(x)+q(x)g(x)= Syl(f,g,x)

证明:不妨假设 Syl(f,g,x)≠0,否则结论显然。记f(x)和g(x)的Sylvester矩阵为

S,则根据式(1.2)有

S

xm+n-1

xm+n-2

xm+n-3

︙

x3

x2

x
1

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

=

xn-1f(x)
︙

xf(x)

f(x)

xm-1g(x)
︙

xg(x)

g(x)

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

将上式看作以xm+n-1,xm+n-2,…,x,1为变元的线性方程组,并用Cramer法则对最后一个

变元x0=1求解得

det(S)=det

am am-1 … a1 a0
am am-1 … a1 a0

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
am am-1 … a1

bn bn-1 … b1 b0
bn bn-1 … b1 b0

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
bn bn-1 … b1

xn-1f(x)

xn-2f(x)
︙

f(x)

xm-1g(x)

xm-2g(x)
︙

g(x)

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■

(1.4)

将右端的行列式按最后一列展开,再把含有f(x)和g(x)的项合并,并注意其中x的次

数即可。

定理1.1.2 设f(x)和g(x)如式(1.1)所示,则 Syl(f,g,x)=0当且仅当f(x)和

g(x)关 于 x 有 公 共 零 点,或 者 am =bn =0。即 只 要 am 或bn 中 有 一 个 不 为 0,

Syl(f,g,x)=0就是f(x)和g(x)关于x有公共零点的充要条件。

通常可利用Sylvester结式来讨论两个多项式的公共零点,以便最终将其归结为一元高

次多项式方程的求根问题。

1.2 Bézout-Cayley结式

我们在上一节中介绍了一元Sylvester结式。这里将一元结式的另一构造描述如下。

该构造由É.Bézout和A.Cayley首先给出,后来Dixon将A.Cayley的构造方法推广到二

元情形。
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1.2.1 Bézout-Cayley结式的Bézout构造法

首先给出Bézout-Cayley结式的É.Bézout构造方法。首先在m=n的情况下讨论,将

f(x)和g(x)重写为

f(x)=fi1(x)xi+fi2(x)

g(x)=gi1(x)xi+gi2(x) (1.5)
其中,

fi1(x)=anxn-i+an-1xn-1-i+…+ai, fi2(x)=ai-1xi-1+ai-2xi-2+…+a0

gi1(x)=bnxn-i+bn-1xn-1-i+…+bi, gi2(x)=bi-1xi-1+bi-2xi-2+…+b0

易见,f(x)和g(x)的公共零点肯定是多项式

pi(x)=
fi1(x) fi2(x)

gi1(x) gi2(x)
=∑

n

j=1
dijxn-j (1.6)

的根,因为

fi1(x) fi2(x)

gi1(x) gi2(x)
=

fi1(x) fi1(x)xi+fi2(x)

gi1(x) gi1(x)xi+gi2(x)
=

fi1(x) f(x)

gi1(x) g(x)
因此,n个多项式

pn-i+1(x)=∑
n

j=1
dijxn-j, i=1,2,…,n (1.7)

的系数矩阵为

Bez(f,g)=

d11 d12 … d1n
d21 d22 … d2n
︙ ︙ ︙

dn1 dn2 … dnn

■

■

■
■
■
■
■■

■

■

■
■
■
■
■■

(1.8)

而Bez(f,g)的行列式就是我们所求的Bézout-Cayley结式。
当m＞n时,我们只需要考虑多项式f(x)和xm-ng(x)。这两个多项式的次数相等。用

上述方法可以构造出n个多项式:

pi(x)=∑
m

j=1
dijxm-j, i=m-n,…,m (1.9)

并且不用另外的m-n个多项式:

pk(x)=fk2(x)g(x), k=1,…,m-n
而用如下m-n个多项式:

qk(x)=xkg(x), k=0,1,…,m-n-1
代替它和式(1.9)中的多项式一起组成m 个多项式,这m 个多项式的系数矩阵称为f(x)和

g(x)的Bézout矩阵,记作Bez(f,g)。其行列式就是f(x)和g(x)的结式。

1.2.2 Bézout-Cayley结式的Cayley构造法

接下来给出A.Cayley构造Bézout-Cayley结式的方法。
·4·
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考虑两个一元多项式f(x),g(x)∈KK[x],其关于x 的次数分别为m 和n,这里假定

m≥n＞0。设α是一个新变元,则行列式

Δ(x,α)=
f(x) g(x)

f(α) g(α)
=∑

m

i=0

(f(x)bi-g(x)ai)αi

是关于变元x和α的多项式,并且当x=α时Δ(x,α)=0,这意味着x-α是Δ(x,α)的因子。
这样,多项式

δ(x,α)=Δ
(x,α)
x-α =∑

m-1

u=0
∑
m-1

v=0
Bu,vxuαv (1.10)

就是一个关于变元α的m-1次多项式,并且关于x和α是对称的。可以把多项式δ(x,α)写为

δ(x,α)=B0(x)+B1(x)α+…+Bm-1(x)αm-1

其中,Bi(x)是关于变元x的多项式且次数小于或等于m-1。
上述多项式可表示成如下的矩阵形式:

δ(x,α)=(1…xm-1)Bez(f,g)
1
︙

αm-1（ ） (1.11)

由于对f(x)和g(x)的任意公共零点x0,无论α取值如何,δ(x0,α)=0都成立,所以在

x=x0 处,多项式δ(x,α)关于变元α的各阶幂积的系数都等于0,即
{B0(x0)=0,…,Bm-1(x0)=0}

一般的,多项式的任一公共零点必然是多项式方程组

{B0(x)=0,…,Bm-1(x)=0} (1.12)

的解。我们把这个方程组看作是x的各不同幂积xm-1,xm-2,…,x,x0=1的齐次线性方程

组(m 个方程m 个变元)。如有解则必然是非零解(因x0=1)。故其系数矩阵Bez(f,g)的
行列式为0时,式中的方程有公共解。系数矩阵Bez(f,g)是一个m 阶方阵,称为Bézout矩

阵。该m 阶方阵的行列式为f(x)和g(x)关于x的Bézout-Cayley结式,记作 Bez(f,g)。
它与前节中定义的Sylvester结式在m=n时恒相同,而在m＞n时相差一个多余因子(am)m-n。

从上 面 的 讨 论 可 知,f(x)和 g(x)的 每 个 公 共 零 点 都 是 方 程 组 的 解。因 此,

Bez(f,g)=0是f(x)和g(x)有公共零点的一个必要条件。
注意:Sylvester结式矩阵的非零元素仅仅是两个多项式方程组的系数,而Bézout-Cay-

ley结式矩阵的元素则要复杂得多,它们是由这些系数构成的表达式。于是,如何快速构造

Bézout-Cayley结式矩阵就是一个需要研究的问题。

1.3 Dixon结式

1.3.1 Dixon结式的构造

1908年,Dixon将Cayley构造Bézout-Cayley结式的方法推广到三个二元多项式的情
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形。三个多项式是关于变元x和y 的双次数为(m,n)的多项式,f(x,y)=∑
m

i=0
∑
n

j=0
ai,jxiyj,

g(x,y)=∑
m

i=0
∑
n

j=0
bi,jxiyj 和h(x,y)=∑

m

i=0
∑
n

j=0
ci,jxiyj。这里,双次数是指多项式f(x,y),

g(x,y),h(x,y)∈KK[x]关于x和y 的全次数为m+n,但关于x的次数仅为m,关于y的

次数仅为n。让我们来考虑这一情形。显而易见,行列式

Δ(x,y,α,β)=
f(x,y) g(x,y) h(x,y)

f(α,y) g(α,y) h(α,y)

f(α,β) g(α,β) h(α,β)
在用x替换α或用y 替换β之后为零。因此,(x-α)(y-β)|Δ。所以有多项式

δ(x,y,α,β)=
Δ(x,y,α,β)
(x-α)(y-β)

(1.13)

设

f(x,y)=am(y)xm+…+a1(y)x+a0(y)

=an(x)yn+…+a1(x)y+a0(x)
(1.14)

则

f(x,y)-f(α,y)= (x-α)∑
1≤i≤m

ai(y)σi-1(x,α) (1.15)

f(α,y)-f(α,β)= (y-β)∑
1≤j≤n

aj(α)σj-1(y,β) (1.16)

其中,σk(x,α)是关于x,α的初等k次齐式。
由此得,

 δ(x,y,α,β)=

∑
1≤i≤m

ai(y)σi-1(x,α) ∑
1≤i≤m

bi(y)σi-1(x,α) ∑
1≤i≤m

ci(y)σi-1(x,α)

∑
1≤j≤n

aj(α)σj-1(y,β) ∑
1≤j≤n

bj(α)σj-1(y,β) ∑
1≤j≤n

cj(α)σj-1(y,β)

f(α,β) g(α,β) h(α,β)

=

f(x,y) g(x,y) h(x,y)

∑
1≤i≤m

ai(y)σi-1(x,α) ∑
1≤i≤m

bi(y)σi-1(x,α) ∑
1≤i≤m

ci(y)σi-1(x,α)

∑
1≤j≤n

aj(α)σj-1(y,β) ∑
1≤j≤n

bj(α)σj-1(y,β) ∑
1≤j≤n

cj(α)σj-1(y,β)

(1.17)

从上面的行列式可以看出,deg(δ,x)≤m-1,deg(δ,y)≤2n-1;从下面的行列式可以看出

deg(δ,α)≤2m-1,deg(δ,β)≤n-1。
因此,多项式δ(x,y,α,β)可写为

δ(x,y,α,β)=
Δ(x,y,α,β)
(x-α)(y-β)

=∑
2m-1

u=0
∑
n-1

v=0
∑
m-1

i=0
∑
2n-1

j=0
di,j,u,vxiyjαuβv

由于对任意(x,y)∈Zero({f,g,h}),无论α和β取值如何,δ(x,y,α,β)=0都成立,因
而系数Dij=coef(δ,αiβj)(0≤i≤2m-1,0≤j≤n-1)关于x和y 的公共零点构成的集合包

含原多项式组的零点集Zero({f,g,h})。
定义1.3.1 每个多项式Dij称为{f,g,h}关于{x,y}对应于{i,j}的Dixon导出多项
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