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特殊要求。为了满足设备工作需要，塔式结构一般较高，如何提高其基频成为设计

者十分困惑的问题。本书主要探讨了通过合理改变结构参数，快速提高结构的基本

频率的设计方法。
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　 前言

为了避免设备与结构发生共振，通常对上置特殊设备的塔式结构的基本

频率有特殊要求。为了满足设备工作需要，塔式结构一般较高，如何提高其

基频成为设计者十分困惑的问题。本书主要探讨了通过合理改变结构参数，
快速提高结构的基本频率的方法。

Matlab有限元程序编写简单，可读性与可扩展性强且计算功能强大。作

为高效计算机语言的 Matlab程序，对数据的处理都基于矩阵理论，因此特别

适合求解矩阵方程。将有限元法和 Matlab程序相结合，先后求解了平面问题

应力分析、动力特征值计算和动力响应等问题。
本书首先介绍了结构动力学知识、有限元离散方法和动力响应计算方法，

在此基础上，分别给出了例题和 Matlab程序；通过简单例题利用有限元方法

给出了快速提高结构频率的基本手段；利用这些提高基频设计方法，先后设

计并验证了商丘、郑州和驻马店3座气象雷达塔的频率调整，使其满足雷达工

作需要；最后通过现场测试验证了有限元法的可靠性和有效性。
本书出 版 得 到 国 家 自 然 科 学 基 金 （50978232）、河 南 省 教 育 厅 项 目

（14B560029）和华北水利水电大学高层次人才启动基金 （201246）资助，特

此致谢！
由于作者水平有限，书中不足之处在所难免，恳请读者批评指正。

吴泽玉

2017年5月于华北水利水电大学龙子湖校区
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第1章

结构动力学基础知识

1.1　结构动力学概述

结构动力学是研究结构在动力环境作用下发生反应的一门学科。一切物体都具有质

量、阻尼和弹性等三大动力特性，在动力环境中均将产生不同程度的动力反应；振动是物

体动力反应的主要形式之一。在动力环境的作用下，使得建筑结构的振动成为一种不可忽

略的反应时，该结构便必须作为动力学的研究对象，进行相应的分析或设计。
结构的振动可分为线性振动和非线性振动。对于正常使用的建筑结构，一般均应当将

其控制在线性振动的范围以内。
频率、振型等动力参数的计算以及基于动力参数的模态分析是结构线性振动理论的主

要研究内容。结构在各种激励条件下的运动状态与激励条件之间的关系均可以通过相应的

模态分析模型加以计算。

1.1.1　单自由度体系

对于单自由度体系，有阻尼条件下的结构动力方程为

mx··+cx·+kx=F（t） （1.1）

式中　m，k，c———结构质量、刚度和阻尼；

F（t）———外加荷载。
或

x··+2ξωx·+ω2x=1
mF（t） （1.2）

其中

ω2=k
m

（1.3）

ξ= c
2ωm

（1.4）

进一步，有

f=ω
2π=1

2π
k
m

（1.5）
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式中　ω———结构的圆频率或角频率，表示2π单位时间内结构的振动次数；

f———结构的自振频率，表示每秒单位内结构的振动次数；

ξ———结构的阻尼比。
对于振动圆频率为■的简谐激励荷载F（t）=F0sin（■t），结构的位移稳态振动解为

x（t）=Xmsin（■t+Φ） （1.6）

其中

Xm=F0

m
1

（ω2-■2）2+（2ξω■）2
（1.7）

称为振动的幅值。

Φ=-arctan 2ξω■
ω2-■2 （1.8）

称为相位角。
已知位移响应的表达式后，可进一步得到结构的速度和加速度表达式，即

x·（t）=■Xmcos（■t+Φ）=■Xmsin■t+Φ+π
2（ ） （1.9）

x··（t）=-■2Xmsin（■t+Φ）=■2Xmsin（■t+Φ+π） （1.10）

由式 （1.7）可知，即使简谐激励荷载的幅值F0 不变，仅圆频率■ 发生变化，结构

的振动幅值Xm 也会发生变化。
现在研究位移、速度和加速度等3种响应的幅值分别在何种条件下可达到各自的最

大值。

1. 位移幅值的极值条件

已知

Xm=F0

m
1

（ω2-■2）2+（2ξω■）2
（1.11）

为求Xm 的极值，可对 1
Xm

求导数，即

d
d■

［（ω2-■2）2+（2ξω■）2］=0 （1.12）

可得当

■=ω 1-2ξ2 （1.13）

时，位移幅值Xm 达到最大值。

2. 速度幅值的极值条件

同理，由
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■Xm=F0

m
1

1
■

（ω2-■2）2+（2ξω■）2
（1.14）

可得当

■=ω （1.15）

时，速度幅值■Xm 达到最大值。

3. 加速度幅值的极值条件

由

■2Xm=F0

m
1

1
■2 （ω2-■2）2+（2ξω■）2

（1.16）

可得当

■= ω
1-2ξ2

（1.17）

时，加速度幅值■2Xm 达到最大值。
上述3种条件下的幅值极值所对应的荷载频率发生时，称为共振；对应的频率称为共

振频率。表1.1列出了单自由度系统的各种特殊频率。表1.2列出了3种响应的幅频特性

曲线上的几个特殊频率处的幅值。

表1.1 各 种 特 殊 频 率

各种情况 无阻尼 有阻尼

自由振动频率 ω= k
m ω 1-ξ2

位移共振频率 ω ω 1-2ξ2

速度共振频率 ω ω

加速度共振频率 ω
ω

1-2ξ2

　　表1.2 特殊频率处的幅值

幅值 ω　～=0 ω　～=ω 共振时 ω　～=∞

Xm X0=F0

k
X0

2ξ
X0

2ξ 1-ξ2 0

ω　～Xm 0 1
2ξ

F0

k（ ）ω F0

m
1

2ξω
=v0

2ξ
0

ω　～2Xm 0 ω2

2ξ
F0

k（ ）=A0

2ξ
A0

2ξ 1-ξ2 A0=F0

m
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1.1.2　模态位移法

1. 模态方程

多自由度系统的动力学基本方程为

Mu··+Cu·+Ku=P（t） （1.18）

初始条件

u（0）=u0

u·（0）=u·0｝ （1.19）

存在，有

（K-ω2
rM）φr=0　r=1，2，…，N （1.20）

其中，各φr 间满足正交关系，即

φT
r Kφs=φT

r Mφs=0　r≠s （1.21）

进而，可得模态质量为

Mr=φT
rMφr （1.22）

模态刚度为

Kr=φT
rKφr （1.23）

模态矩阵为

Φ=［φ1　φ2　…　φN］ （1.24）

模态力为

Pr（t）=φT
rP（t） （1.25）

通过解耦变换，式 （1.18）可变换成用模态坐标表示的单自由度模态方程，即

Mrη
··
r+Cη

·
r+Kηr=Pr（t）　r=1，2，…，N （1.26a）

原初始条件变换为

ηr（0）= 1
Mr

φT
r Mu（0）

η
·
r（0）= 1

Mr
φT

r Mu·（0）

■

■

■

■
■■

■
■

（1.27）

设外激励力为Pr（t）=Frcos（■t），并忽略阻尼效应，则式 （1.26a）可简化为

Mrη
··
r+Kηr=Frcos（■t）　r=1，2，…，N （1.26b）

系统稳态响应解为

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com
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u（t）= ∑
N

r=1
φrηr（t）= ∑

N

r=1
φr

Fr

Kr（ ） 1
1-（■/ωr）2［ ］cos（■t） （1.28）

故而，该方法又称为模态叠加法。

2. 模态截断

在模态分析中，并不需要知道全部的模态。一方面，在实际工程中并非所有的模态都

能被外激励激起；另一方面，当系统的响应仅包含较少的模态时，模态叠加法将更能有效

地显示出其优越性。模态选取的个数可根据计算精度要求或工程中的实际经验而定。
设模态选取的个数为N̂，则有

û（t）= Φ̂η̂（t）= ∑
N̂

r=1
φrηr（t） （1.29）

其中

Φ̂= φ1　φ2　…　φN̂［ ］

对一个无阻尼系统的模态方程，即

Mη+Kη̂=P̂（t） （1.30）

可以写成N̂个解耦的方程组，即

Mrη
··+Krη=Pr（t）　r=1，2，…，N̂ （1.31）

1.1.3　模态加速度法

无阻尼多自由度体系运动方程为

Mu··+Ku=P（t） （1.32）

对式 （1.32）进行变换，可得

u=K-1（P-Mu··） （1.33）

将u··近似地由模态位移法中的u代替，则

u～=K-1（P-Mu） （1.34）

u～ 即是由模态加速度法得到的近似解，再利用前面的结果，进一步展开得

u～ =K-1P-K-1∑
N̂

r=1
Mφrη

··
r （1.35）

联立特征值方程

（K-ω2
rM）φr=0 （1.36）

解得

u～ =K-1P-∑
N̂

r=1

1
ω2

r（ ）φrη
··

r （1.37）
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其中，第一项称为 “伪静力响应项”，第二项称为 “模态加速度项”。从式 （1.37）可以看

出，r越大的项，对响应的影响越小，r趋向无穷时，1
ω2

r
趋于零。因此，高振型对结构的

整体振型影响不大，多数情况下可不必考虑。
【例1.1】　图1.1所示为4层框架模型。其质量矩阵 ［M］、刚度矩阵 ［K］为已知，

进而，其圆频率向量 ｛ω｝和振型矩阵 ［Ф］均为可求，激励P1=F1cos（■t）。
试求该结构的模态质量Mr、模态刚度Mr 和模态力Pr。

图1.1　4层框架模型

解　已知

［M］=

1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

■

■

■
■

■
■

■
■
■

■

■

■
■

■
■

■
■
■

　 ［K］=800 ［K］=800×

1 -1 0 0

-1 3 -2 0

0 -2 5 -3

0 0 -3 7

■

■

■
■

■
■

■
■
■

■

■

■
■

■
■

■
■
■

进而

ω2=

0.17672

0.87970

1.68746

3.12279

■

■

■

■
■

■■
■

■
■

■

■

■

■
■

■■
■

■
■

×103ω=

13.294

27.660

41.079

55.882

■

■

■

■
■

■■
■

■
■

■

■

■

■
■

■■
■

■
■

以及

Φ=

1.0000 1.0000 -0.90145 0.15436

0.77910 -0.09963 1.0000 -0.44817

0.49655 -0.53989 -0.15869 1.0000

0.23506 -0.43761 -0.70797 -0.63688

■

■

■
■

■
■

■
■
■

■

■

■
■

■
■

■
■
■



　 7　　　　

由式 （1.22）、式 （1.23）以及式 （1.25）可得

M1=2.87288 M2=2.17732 M3=4.36658 M4=3.64239

K1=507.695 K2=1915.39 K3=7368.43 K4=11374.4

P1=F1 P2=F1 P3=-0.90145F1 P4=0.15436F1

1.2　有限元基本理论

1.2.1　有限元法解题基本思想

有限元法的基本思想是将连续的求解区域离散成一组有限个，且按一定方式相互连接

在一起的单元组合体。由于单元能按不同的连接方式进行组合，且单元本身又可以有不同

的形状，因此可以模拟几何形状复杂的求解域。
有限元法作为数值分析方法的另一个重要特点，是利用在每一个单元内假设的近似函

数来分片地表示全求解域上待求的未知场函数。单元内的近似函数通常由未知场函数或及

其导数在单元的各个节点的数值和其插值函数来表示。这样一来，在有限元分析中，未知

场函数或及其导数在各个节点上的数值就成为新的未知量 （也即自由度），从而使一个连

续的无限自由度问题变成离散的有限自由度问题。一经求解出这些未知量，就可以通过插

值函数计算出各个单元内场函数的近似值，从而得到整个求解域上的近似解。显然，随着

单元数目的增加，也即单元尺寸的缩小，或者随着单元自由度的增加及插值函数精度的提

高，解的近似程度将不断改进。如果单元是满足收敛要求的，近似解最后将收敛于精

确解。
运用有限元求解问题主要有以下3步。

1. 单元离散化

把整体求解域进行分割，划分成有限多个简单的小单元体，各个单元之间仅靠节点

连接。

2. 单元分析

单元分析的任务就是要形成各个单元的刚度矩阵 ［k］e，建立各单元的平衡方程。

3. 整体分析

整体分析的任务就是在单元刚度矩阵 ［k］e 的基础上形成总体刚度矩阵 ［K］，以建立

整个结构的平衡方程。求解方程，得到各节点的位移，再根据节点位移求出单元的应力和

应变。

1.2.2　薄板有限元简介

1. 薄板有限元

薄板弯曲变形问题的基本假定 （取薄板的中面为xy面，z轴垂直于中面）如下：
（1）变形前的中面法线在变形后仍是弹性曲面的法线，γzx=0，γzy=0。

（2）变形前后薄板的厚度不变，εz=∂w
∂z=0。

（3）板弯曲时中面无伸缩，中面μ=υ=0。
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（4）薄板内各平行层之间无相互挤压，σz=0。

2. 位移模式

作为基本未知量的节点位移，包括一个线位移 （挠度ω）和两个角位移 （绕x轴的转

角θx 及绕y 轴的转角θy），即

｛δi｝=［ωi　θxi　θyi］T （1.38）

但只有挠度ω是独立的函数，因此，只选挠度ω作为位移插值函数。对于矩形单元而言，
位移模式可采用12项的多项式：

ω=α1+α2x+α3y+α4x2+α5xy+α6y2+α7x3+α8x2y+α9xy2+α10y3+α11x3y+α12xy3

=Niωi+Nxiωxi+Nyiωyi+Njωj+Nxjωxj+Nyjωyj

　+Nmωm+Nxmωxm+Nymωym+Nlωl+Nxlωxl+Nylωyl （1.39）

用矩阵可表示为

｛ω｝=［N］｛δ｝e （1.40）

式中 ［N］———形函数矩阵。

3. 荷载的移置

矩形薄板单元上与各个节点位移相对应的节点荷载可表示为

｛R｝=［Zi Txi Tyi Zj Txj Tyj Zm Txm Tym Zp Txp Typ］ （1.41）

由集中荷载P 移置产生的荷载为

｛R｝e=［N］TP （1.42）

由分布面力 ｛P｝移置产生的节点荷载为

｛R｝e =∬［N］T｛P｝dA （1.43）

由分布体力 ｛P｝移置产生的节点荷载为

｛R｝e =∭［N］T｛P｝dV （1.44）

4. 单元的内力矩阵

单元内力为

｛M｝=［MxMyMxy］T （1.45）

单元形变为

｛x｝= -∂2ω
∂x2-∂2ω

∂y2-2∂ω2

∂x∂y［ ］
T

（1.46）

单元应力-单元内力的关系为
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｛σ｝=12
l3Z｛M｝ （1.47）

单元应变-单元形变的关系为

｛ε｝=Z｛X｝ （1.48）

单元形变-节点位移的关系为

｛X｝=［B］｛δ｝e （1.49）

单元内力-单元节点位移的关系为

［M］=［D］｛X｝=［D］［B］｛δ｝e （1.50）

式中 ［B］———应变矩阵；
［D］———弹性矩阵；
［δ］———内力矩阵。

5. 单元刚度矩阵和整体刚度矩阵

应用虚功原理建立薄板弯曲问题单元的虚功方程，得板单元的节点平衡方程为

｛F｝e=［K］e｛δ｝e （1.51）

式中 ［K］e———单元刚度矩阵。
将结构上各节点的平衡方程集合起来进行整体分析，得到整个结构的平衡方程组为

［K］｛δ｝=｛R｝ （1.52）

式中 ［K］———整体刚度矩阵。

1.2.3　三维实体有限元简介

1. 常应变四面体单元

对于四面体单元，以4个角点i、j、m、l为节点。每个节点有3个平移自由度，一

个单元有12个自由度，因此由广义坐标给出的位移函数是线性函数，即

μ=φβ=

φ 0 0

0 φ 0

0 0 φ

■

■

■
■

■
■■

■

■

■
■

■
■■

（1.53）

其中

φ=［1　x　y　z］

β=［β1　β2　β12］

用4个节点坐标代入式 （1.53），可得到

αe=

A 0 0

0 A 0

0 0 A

■

■

■
■

■
■
■

■

■

■
■

■
■
■

β=AB （1.54）
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其中

αe=［u1　u2　u3　v1　v2　v3　w1　w2　w3］T

A=

1 xi yi zi

1 xj yj zj

1 xm ym zm

1 xl yl zl

■

■

■
■

■
■

■
■
■

■

■

■
■

■
■

■
■
■

由式 （1.54）求出广义坐标β，再代入式 （1.53）可得到

u=Niui+Njuj+Nmum+Nlul

ν=Niνi+Njνj+Nmνm+Nlνl

w=Niwi+Njwj+Nmwm+Nlwl

■

■

■

■
■

■■

（1.55）

式中

Ni= 1
6V

（ai+bix+ciy+diz）

Nj= 1
6V

（aj+bjx+cjy+djz）

Nm= 1
6V

（am+bmx+cmy+dmz）

■

■

■

■
■

■■
■

■
■■

（1.56）

其中

ai=

xj yj zj

xm ym zm

xl yl zl

　　bi=-

1 yj zj

1 ym zm

1 yl zl

ci=

1 xj zj

1 xm zm

1 xl zl

　　di=-

1 xj yj

1 xm ym

1 xl yl

（i，j，m，l）

V=

1 xi yi zi

1 xj yj zj

1 xm ym zm

1 xl yl zl

（1.57）

式中　V———四面体i、j、m、l的体积。
单元位移的矩阵为
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u=

u

υ

ω

■

■

■

■
■

■■

■

■

■

■
■

■■ =Nαe=［INi　INj　INm　INl］αe （1.58）

其中

ae=［ui　vi　wi　uj　vj　wj　um　vm　wm　ul　vl　wl］T （1.59）

I是3阶单位矩阵。
2. 应变矩阵

在空间问题中，每个节点有6个应变分量，即

ε=

εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx

■

■

■
■

■
■

■
■■

■
■

■
■

■■

■

■

■

■
■

■
■

■■
■

■
■

■
■■

=

∂μ
∂x

∂ν
∂y

∂ω
∂z

∂μ
∂y+∂ν

∂x

∂ν
∂z+∂ω

∂y

∂ω
∂x+∂μ

∂z

■

■

■

■
■

■
■

■
■

■
■
■

■
■

■
■

■
■

■
■■

■

■

■

■
■

■
■

■
■

■
■
■

■
■

■
■

■
■

■
■■

（1.60）

将式 （1.58）代入式 （1.60），得到

ε=Bαe=［Bi-Bj　Bm-Bl］αe （1.61）

应变矩阵B的每个分块子矩阵是6×3的矩阵，如

Br= 1
6V

br 0 0

0 cr 0

0 0 dr

cr br 0

0 dr cr

dr 0 br

■

■

■
■

■
■

■
■

■
■

■
■

■■

■

■

■
■

■
■

■
■

■
■

■
■

■■

　r=i、j、m、l （1.62）

可以看出应变矩阵B 是常量阵，单元中应变分量都是常量，当然其应力分量也是

常量。
3. 单元刚度矩阵

单元刚度矩阵B可由下式计算：
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