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序

    自守函数的一般理论是P oinoare 和K lein 在上一世纪的八

十年代建立起来的，最先对M inkowski函数进行深刻研究的则是

Denjoy. 这两种函数之间有着密切的内在联系. 单独研究这一理

论不但在分析学上来说是重要的，而且它的发展在单值化理论、微

分方程解析理论以及 R iem an 边值间题上都有十分重要的应用，

直接为流体力学和弹性力学用来解决某些工程问题. 因此，这一

学科的研究不唯有它的理论意义而且有它的实用价值.

    本书首先介绍自守函数及其在上述各方面的应用，主要参考

文献是Ford 的书〔2]和收集在Darboux 编的〔3]中的Poinoare的

著作;然后，详细介绍了Denjoy 的M inkow ski函数理论及其在微

分方程中的应用，主要参考文献是D enjoy 的论文 〔12 X 14]. 其

中详细的证明迄今尚未发表，书中现已一一补足; Fuchs群上的

M inkowski函数则是著者在这方面研究的开端;最后，给出了这两

种函数的泛函化，目的是为古典分析数学在近代物理，特别是量子

场论的应用试辟道路，以便于物理学工作者掌握古典分析泛函化

的方法.

    主要工作完成于1956 年;为了便于从事这方面工作的同志查

考、了解和进行研究工作，于 1958 年连同这一学科的基本知识汇

集成册;接着又作了部分补充、删节和修改.时辍时续，谬误不当之

处一定很多，尚祈读者指正.

                                                著 者

              .
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第一章  正常不连续群

    线性变换在我们的讨论中起着很重要的作用. 它的一般性质

在II pHBaAoB 的书【1]中已有详细的讨论，本章只对线性变换的等

长圆理论加以叙述. 等长圆的引入大大简化了Poinoare 的正常

不连续群理论，这便是Ford在他的著作[[2]中采用的方法. 等长

圆的原意则是W hittaker最先提出来的.

' 1. 线性变换 群

复变量 : 与 x'的线性分式变换

a么+ b

c么1  d

其中a, b, c, d 都是常数，ad- bc# 0，称为线性变换，

它的系数所成的方阵

    (1 .1)

简记作 S .

、
、
.
.
夕
/

，O

d
      

.
J

.
尸

O

C

矛
才
.
.
、
、

称为变换方阵，简记作(的或S ; (必对应的行列式称为变换行列
                                                                1

式，简记作I(S)I. 以士}(5)IZ 来除任一线性变换S 的系数，就

一定可以将变换行列式化为1. 因此我们恒假定:

                        !(S)卜 1,        (1.2)

这一条件无改于线性变换的一般性.

    两个线性变换S 及T，它们的乘积ST 定义为:

          z'，二S (z') = S [T (z)]二ST  (z) (4 TS  (z) ). (1.3)

易知:

          (ST)一(S) (T) ; 6 (ST)!二!(S) i I (T) j一1,

    从式(1.劝中解出z, 则得



    一dz'+ b
z 特 ~ 一一下--甲，-

          C Z — 口

(1.4)

称为S 的逆变换，简记作S-1. 显然

                      1                      (S-1)卜1.
    有限或无限个变换形成的一个集合，假如:

    1 . 每一个变换的逆变换属于这一集合，

    2，任两个变换的乘积亦属于这一集合，

则称为变换群.

    因此，所有变换行列式为1的线性变换依变换乘积合成一个

群，称为线性变换群.

    对于线性变换群G 中的任一元素S (记作S E  G )，用一个不

属于G 的线性变换C (记作C 百G )，进行转换

                        S*二C SC -1,

可见 1(S*) 一!(c )I}(S)日(C-') l = 1, S，的全体成为一个群，

称为G 的转换群，记作a: 显然，这两个群的元素及它们的乘积

均分别一一对应，所以它们是同构的，简记作

                          仔之仔肠.

    这种转换方法是非常有用的.

    对于线性变换群的任一元素，若存在与之无限接近而不相同

的另一元素，则称为连续群. 不然，就是不连续群. 不连续群中的

特殊一类，使 :平面上至少存在一点zo及一邻域V  (zo)，对此一类

中的每一元素S (除恒等变换外)，有S (V 俩))百V 俩)，则称这一

类为正常不连续群.

    正常不连续群是建立自守函数的基础，后面我们还要详细地

讨论.

' 2 . 等  长 圆

任一线性变换从

    。，__、_ a z + b ，。 .，。、.
z  = 13 1 2 ) = .一 -- ,  G  ,  V , ! 113 1  I = 1 ,

                  c z 月一a -

此为试读,需要完整PDF请访问: www.ertongbook.com



取其微分的绝对值，得

{di !
Idz

1。十山“’

由此可见，
}di {一!dz!

的充要条件为:

}cz+ d  I一1, (2 .1)

、、。 ，，、， d 、，， 、 1 、，、，，~ 二。分 ，‘、，‘。，，，_ * _t    n 二二

送足一个以一下刀ICI心，下下刀牛俭阴圆，孙刀飘性义仪。阴
等长圆，简记作I.变换S 在等长圆上任一点的邻域中，无改于长

度和面积;在等长圆外任一点的邻域中，长度和面积缩小;在等长

圆内任一点的邻域中，长度和面积放大. 这一性质对我们以后的

讨论是很重要的.

    显然，S -i 的等长圆I -i为:

                        }cz -  a }一1. (2.2)
* 。，、，a 、，~ 、 1 、，、，.~ _、，__

这是以苦为圆’认亩 为半径的圆·
    容易证明: S 的等长圆I，经S 变换后，即为S-i之等长圆

I-i, I 与I-i的半径相等，即

                        S  (I) = 1_i.        (2 .3)

    下面介绍一些等长圆的重要性质.

    1. 线性变换与反形    根据等长圆的性质，我们将证明:每
一个线性变换相当于四个反形.

    考察线性变换S 及其逆变换S-i的等长圆I 与I-i之间的关

系。

    我们知道任意偶数多次反形相当于一个线性变换. 假如有偶

数多次反形将I 变为I-i，并且依公式(2.3)互相对应的两点亦相

对应，则它们与线性变换 S 全同.

    设点P  E l, 8 (P ) =  P -i E  1- ;对I, I-i适当定向后，依正向
                                                          / 一、 2 一 、

取P 1 E  I, P l-1〔1-i，使PP 1二P -iP i 1，则

                      L 11一S  (P1).



    我们证明，I 与I-1必须反向. 事实上，如果I 与I-1同向，

则可由一平移与一旋转(相当于四个反形)使I 与I-1及它们的各

对应点互相重合. 一平移与一旋转之乘积必须以00 点为固定点，

故S 须以00 点为固定点，因此 。= 0. 这与假设矛盾.

    现在从I 与I-1的相关位置分别来讨论怎样利用反形变换使

I 与I-1重合，P 与P -1重合，而方向相反.

    (1) 设I 与I-1不相重合 令I 与I-1的联心线为 Q, D

的中垂线为』. 首先，

    1. 对I 作反形，则I 的内域变为I 的外域，而I 保持不变;

    2 . 对 d 作反形，则I 变为 I-气而方向恰好相反.

    令P 为I 与Q 的交点，S  (P ) =  P -1 E  I-1; P 对d 的反形为

P *. 然后，

    3. 对I-1的圆心作一反向旋转(相当于两个反形)使P。与

P -1重合.

    若从P 沿I 的正向取另一点P 1, P :对d 的反形P 1，为自

P -1沿I-1的反向旋转同一弧长而得的点为P11=  S  (P 1). 因此，

这四个反形与S 全同.

    (2) 设I 与I-1重合    令点P E I, P -1=  S  (P ) , d 为PP -1

的中垂线. 于是

    1. 对 I 作反形，则I 保持不动;

    2 . 对 d 作反形，则I 变为同一圆周表示的I-气两者方向相

反，尸与P -1重合.

    若从P 沿I 的正向取另一点P 1，则 S  (P 1) =  P j1 E l-1与从

P _:沿I-1的反向旋转同一弧长而得的点重合. 因此，这两个反

形与S 全同.

    这一特殊情况在

                  S  (z)二

中。笋O,a+ d= 0 时发生.

周期的椭圆变换.

    一 4 .

a z + b

cz  + d
(}(S)I= 1)

此时，S 的乘数k =  e ，故S 为以2为



    以上是就等长圆存在，即。} o 的情况下进行的讨论，此时所

得的特种反形在以后的论证中有着重要的地位，读者宜加注意.

    当。一0 时，S 退化为

                  S  (z)二az+ b  (a# 0)，

相当于四个反形至为显然.

    2. I 与I 1的关联性      根据线性变换S 的类型可以阐明I

与I-1的关系. 从上面的叙述看得出来，I 与I-1的圆心距离为
} 。 . d } 、.，~ 、， 1 。 ，，一、，，、，、___

Ic+cl'半径为ICI'“的乘数‘为方程
                    k+ 1/k=  (a+ d)“一2

所决定. 因此，有下列判断:

    1. S 为双曲型时，k= u(实数铸1), (a+ d)为实数，j a+ d! >

2, I 与I-1不相交，固定点不能在I 及I-1上，亦不能同时在I或

I-1之内或之外;

    2. S 为椭圆型时，k= e'0, (a+ b) 为实数，}a十引< 2, I 与

I-1相交，固定点即I 与I-1之交点;

    3. S 为抛物型时，k= 1, Ia+ d l= 2, I 与I-1相切，固定点
即I 与I-1之切点;

    4. S 为混合型时，Ic= ue'e(u祷1), (a+ d)为复数，I 与I-1之

相关位置可以具有前面三种性质之一，但因存在绕I-1的旋转，固

定点不能在 I 或I -1之上，亦不能同在 I 或I-1之内或之外.

    现在我们来说明I 与I-1的联心线与I, I-1的交点P 与P�

以及 8 (P ) = P一1的坐标 :，:，及 z'之间的关系。因为 一d/c, z,

‘，a/c顺次在联心线上，因此:
    d

z -卜— =
  a + d

}a+ d {c
(2 .4)

        a
z }一 — = 一

          C

  a + d

a + d  ! c
(2.5)

但是

z'一竺二_

。2(:+竺、
(2.6)



所以

为

习

2.

当

z'一三二_ }a+引
    c (a + d)。

a + d

}a十d}。‘
由此可见，P *与 P -1重合的充要条件为:

                        a+ d = a + d,

亦即a + d 为实数.

    总结上述，可知:

    尺 与P -1相重的充要条件是S  (c# 0)不是混合型变换;

为混合型变换时尺 与P -1不相重.

    由

，一竺一a+d(二一竺、一。一、(二一竺、
        C a 月一a \ C / \ 心/

知

                    - 2c -- 2 arg(a+ d)        (2.8)

是绕I-1的圆心使P。与P -1重合所应转动的角度.

    3. z, z'与I, I-1之间的关系      我们讨论S 不是混合型

变换的情况. 圆心在I 与I-1的联心线的中垂线上，且与I (及

I-1)正交的单参数圆族{Q}对于非混合型变换S 是不变的，这种

圆Q 称 为 S 的固定圆. 对此，我们可以证明:

    非混合型线性变换S (c笋  0)，以4 记S 的任一固定圆Q 的圆

心，令h二}q一:}，h'二j4一:‘}，z' = S  (z)，于是
    1. h'二.4,如果 z在I 或Q 上;

    2. h' < h,如果 z在I 及Q 内或外;

    3. h'> h,如果 z在I 内，Q 外或I 外Q 内，

    不失一般性，我们可以改变I 的位置与大小，使I 的方程为

                        ::一1,        (2.孙

Q 的方程为

                    (:一q) (z- q) = r2,        (2.10)

即q在实轴上，见图1. 由于I 与Q 正交，

                      r2十1二扩.



图 1

所以Q 的方程可改写为

                  zz一q(z+ z) + 1一0,
但，

          h2一(:一q) (z一q)一zz一q(:+ 三)+ 1+ rZ;
记:对I 的反形为21，

                                      1

                      z1= 子

于是

              澎，二z1z1一q(z1+ 乳)+ 1十ra

(2.11)

(2 .12)

因此，

h2一h '2二

1-g(z+z)+丝+，2;

[zz一1] [zz一q(z+ z) + 1]
        (2.13)

由此立刻可得上述判断的证明.

' 3 . 正常不连续群

    在 '1 中我们定义了线性变换的正常不连续群，现在，我们要

用等长圆的性质来讨论这一理论.



    1. 正常不连续群的基域    我们用记号罗表示一个正常不

连续群，z平面上的图形D (点、线、集合、区域等)，经任一变换

S E ? 而得的图形 S (D ) 称为 D 关于箩的等同图形.

    :平面的任何区域Q (连通的或不连通的)称为岁的基域，如

果

    1. 口内任何两点均不等同;

    2. Q 的每一界点的充分小邻域内都有Q 内点的等同点.

    显然，梦的基域的等同图形也是少的基域.

    对于正常不连续群筑 由定义知道，存在zo及V  (z0)，使任一

S E A ,有S(V 伪)E V 临)).将V 伪)尽量扩大，保持基域性质 1,

至不能再扩大为止，则此最大区域，记作W  (z0). 它的界点具有基

域性质2. 所以W  (zo)即岁的基域. 由此可见梦的基域确实存

在.

    我们可以证明:

    若0 为 么平面上的一个区域，其中任何两点均不等同(关于

少)，则Q 之任意两个等同(相应于 Tq 中两个变换的等同)图形必

不互相重叠.

    设S, S'E } , S A S'. 假如S  (Q) 与S' (Q )互相重叠，即有一

点z"二S  (z)二S' (z'). 气z' E  Q，则

                  :‘二51-1(z*) =  S'-1S  (z).

由于    S'-YS  =  1，所以z与z'等同(关于罗). 与。的条件矛盾，

证完.

    由此推得基域的基本性质:

    正常不连续群的基域及其等同图形互不重叠. 由此显见，正

常不连续群的群元成一可数集.

    2. 群的等长圆      群元的等长圆对于基域的构造有着决定

性的意义. 因此，必须对群梦施行转换，使之成为} "， c#", 中每一

变换(除恒等变换外)均有等长圆. 为此必需使得每一变换都具有

S  (z)二
caz + b

cz + d

  

.
7

6
八  .



的形式，其中 1(S) I = 1, c #  o，亦即不以00 点为固定点. 利用等

长圆的性质构造 罗书的基域，再转化为罗的基域.

    具体地说，我们可以利用线性变换C  (z)三1/ (z -  zo)将zo变为

00点，将罗变为梦一 C罗0一1. 此时00 点就不可能成为了公中任

一非恒等变换的固定点，且00点有一邻域V  (oo) 没有关于爹 的

等同点，故尹 中除恒等变换外的每一变换均有等长圆. 如果 已

知爹 的基域为sa*，则岁的基域Q = C-1(Q *).

    为了避免符号混变，我们认为下面谈到的罗均已经过上述转

换. 因此，00点的邻域V  (oo)中没有两点是等同的，V (oo)的点

关于Tq 的等同点均在圆】川< p 内. 注意，此时除以2为周期的

椭变换的正、逆两群之外，罗中任何两个不同的变换均不可能有
相同的等长圆.

    我们首先考察任意两个变换

+ b
T (习二撰牛J

                U 汤州 ~ 切

S  (z)
_ az + ,C3

  7 z + 8

于是

ST()一(aa+/C3c)z+  (b1 /3d)
          (y a + d c)z十(y a + act)

(3 .1)

其中 (T )}= !(S) !=  1, }(ST )!二1,

T -1, S, 5-1, ST 的等长圆分别记作:IT, IT, Is, Is, IST}

!

T

等长圆心分别记作: 9T,必, g ,呱, gsT; 等长圆半径分别记作:

rT, r'T, rs, r's, rsr. 于是
1

一
C

I

-
C

I

一
下

1

-
下

  

-

，

﹄

1

1

          d

gT”一丁，rT

矛_ a 。仁

饰

炜

汤 ~ S

          )

  ， a

9 's = 二丁，
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