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AUS DEM VORWORT ZUR ORIGINALAUSGABE

Die Matrizenrechnung besitzt heute in den verschiedensten Gebieten der
Mathematik, Mechanik, theoretischen Physik, theoretischen Elektrotechnik
usw. vielfiltige Anwendungsméglichkeiten. Das vorliegende Buch stellt einen
Versuch dar, sowohl die Probleme der Matrizentheorie als auch ihre mannig-
fachen Anwendungen hinreichend umfassend darzustellen.

Dem Buch liegen Zyklen von Vorlesungen iiber Matrizenrechnung und ihre
Anwendung zugrunde, die ich zu verschiedenen Zeiten wihrend der letzten
17 Jahre an der Staatlichen Moskauer Lomonossow-Universitidt, an der Staat-
lichen Thilisser Stalin-Universitéit und am Moskauer Physikalisch-technischen
Institut gehalten habe.

Das Buch ist nicht nur fiir Mathematiker (Studenten, Aspiranten und Wissen-
schaftler) gedacht, sondern auch fiir Spezialisten der Nachbargebiete (Physiker,
Entwicklungsingenieure), die sich fiir die Mathematik und ihre Anwendungen
interessieren. Aus diesem Grunde war ich bestrebt, den Stoff in méoglichst ver-
stdandlicher Form wiederzugeben. Vom Leser wird im allgemeinen nur die
Kenntnis der Determinantenrechnung sowie einer Vorlesung iiber hdohere
Mathematik in dem an Technischen Hochschulen iiblichen Umfang voraus-
gesetzt. Lediglich einzelne Paragraphen in den letzten Kapiteln des Buches
erfordern zusitzliche mathematische Kenntnisse. Ferner habe ich mich be-
miiht, die einzelnen Kapitel moglichst unabhingig voneinander zu gestalten.
So stiitzt sich beispielsweise Kapitel V , Matrizenfunktionen® nicht auf die
Untersuchungen, die in den Kapiteln IT und III durchgefiihrt werden. An den
Stellen in Kapitel V, an denen erstmalig die in Kapitel IV eingefiihrten grund-
legenden Begriffe benutzt werden, findet man entsprechende Hinweise. So hat
der Leser, der schon mit der elementaren Matrizenrechnung vertraut ist, die
Moglichkeit, unmittelbar mit der Lektiire der ihn interessierenden Kapitel zu
beginnen. '

Das Buch besteht aus zwei Teilen, die insgesamt fiinfzehn Kapitel umfassen.

In den Kapiteln I und IIT werden die wichtigsten Kenntnisse iiber Matrizen
und lineare Operatoren vermittelt; ferner wird der Zusammenhang zwischen
Operatoren und Matrizen hergestellt.

In Kapitel II werden die theoretischen Grundlagen der Gaussschen
Eliminationsmethode dargelegt und in Verbindung damit praktische Methoden
zur effektiven Losung von Systemen mit n linearen Gleichungen fiir grofles n
entwickelt. Auch wird der Leser mit den Rechenregeln fiir solche Matrizen
bekannt gemacht, die in rechteckige ,Kistchen oder ,,Blocke* aufspaltbar
sind.



VI Vorwort

In Kapitel IV werden einige grundlegende Begriffe eingefiihrt: das ,,charak-
teristische und das ,Minimal*“-Polynom einer quadratischen Matrix, ,,ad-
jungierte® und ,,reduzierte adjungierte’ Matrizen.

Das Kapitel V, das den Matrizenfunktionen gewidmet ist, enthilt eine all-
gemeine Definition und konkrete Verfahren zur Berechnung von f(4), wenn
f(A) eine Funktion des skalaren Arguments 4, aber 4 eine quadratische Matrix
ist. Der Begriff Matrizenfunktion wird in den Paragraphen 5 und 6 dieses
Kapitels benutzt, um die Losung von Systemen linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten aufzufinden und vollstindig zu
untersuchen. Sowohl der Begriff der Matrizenfunktion als auch die damit
zusammenhéngenden Untersuchungen von Systemen linearer Differential-
gleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten stiitzen sich lediglich
auf den Begriff des Minimalpolynoms einer Matrix und vermeiden (im Unter-
schied zu der iiblichen Darstellung) die Verwendung der sogenannten ,,Elemen-
tarteiler-Theorie®, die in den Kapiteln VI und VII dargelegt wird.

Die ersten fiinf Kapitel umfassen die Grundlagen der Matrizenrechnung und
ibrer Anwendungen. Tiefgehende Fragen der Matrizenrechnung sind mit der
Reduktion der Matrizen auf Normalform verbunden. Diese Reduktion wird
mit Hilfe der WrikrsTrAssschen Elementarteiler-Theorie durchgefiihrt. In
Anbetracht ihrer Wichtigkeit werden im vorliegenden Buch zwei Darstellungen
dieser Theorie gegeben: die analytische in Xapitel VI und die geometrische in
Kapitel VII. Wir machen den Leser auf die Paragraphen 8 und 9 des Kapi-
tels VI aufmerksam, in denen praktische Methoden zur Berechnung derjenigen
Matrizen behandelt werden, die eine gegebene Matrix auf Normalform trans-
formieren. In § 8 des Kapitels VII wird die Methode von A. N. KryLow zur
Berechnung des charakteristischen Polynoms ausfiihrlich behandelt.

In Kapitel VIII werden gewisse Typen von Matrizengleichungen gelést.
Dabei wird auch die Fragestellung betrachtet, alle Matrizen zu bestimmen, die
mit einer gegebenen Matrix vertauschbar sind ; ferner werden die mehrdeutigen

Matrizenfunktionen "4 und In 4 im einzelnen untersucht.

Die Kapitel IX und X sind der Theorie der linearen Operatoren im unitaren
Raum und der Theorie der quadratischen und hermiteschen Formen gewidmet.
Diese Kapitel stiitzen sich nicht auf die WriERsTRASSsche Elementarteiler-
Theorie und benutzen lediglich die grundlegenden Sitze iiber Matrizen und
lineare Operatoren, die in den ersten drei Kapiteln des Buches dargestellt sind.
In § 8 des Kapitels X wird die Theorie der Formen zur Untersuchung der
Grundschwingungen von Systemen mit n Freiheitsgraden benutzt. In § 10
dieses Kapitels werden die subtilen Untersuchungen von FroBENIUS iiber
die Theorie der HanNkErschen Formen wiedergegeben. Diese Untersuchungen
werden im weiteren (in Kapitel XV) bei der Betrachtung der Sonderfille des
RouvrE-Hurwirtzschen Problems verwendet.

Die folgenden fiinf Kapitel bilden den zweiten Teil des Buches. In Kapitel XI
werden Normalformen fiir komplexe, symmetrische, schief-symmetrische und
orthogonale Matrizen definiert und interessante Zusammenhiinge dieser Ma-
trizen mit reellen Matrizen derselben Klassen und mit unitiren Matrizen auf-
gezeigt.



Yorwort VIIL

In Kapitel XTI wird die allgemeine Theorie der Matrizenbiischel der Form
A + A B dargelegt, wobei A und B beliebige rechteckige Matrizen gleichen
Typs sind. Wie die Untersuchungen der reguldren Matrizenbiischel 4 + A B
auf der Grundlage der WriersTrassschen Elementarteiler-Theorie durch-
gefithrt werden, stiitzt sich das Studium der singuldren Biischel auf die
Kroneckrrsche Theorie der minimalen Indizes, die eine Weiterentwicklung
der WxiersTRASSschen Elementarteiler-Theorie darstellt. Mit Hilfe der
KroneckERschen Theorie (der Verfasser hofft, dal es ihm gelungen ist, die
Darstellung dieser Theorie zu vereinfachen) wird in Kapitel XTI die kano-
nische Form eines Matrizenbiischels im allgemeinen Fall aufgestellt. Die dabei
gewonnenen Ergebnisse werden auf die Untersuchung von Systemen linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten angewandt.

In Kapitel XIII werden bemerkenswerte Spektraleigenschaften von Matri-
zen mit nichtnegativen Elementen bewiesen und zwei wichtige Anwendungs-
gebiete der Matrizen dieser Klasse betrachtet: a) die homogenen MARKOFF-
schen Ketten der Wahrscheinlichkeitsrechnung und b) die elastischen Schwin-
gungen in der Mechanik und ihre Oszillationseigenschaften. Die Matrizen-
methoden zur Untersuchung homogener Margorrscher Ketten wurden in den
Arbeiten W. I. Romanowskys (siche [25]) entwickelt und stiitzen sich auf
die Tatsache, daB die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homo-
genen Marxorrschen Kette mit endlich vielen Zustinden eine Matrix speziel-
len Typs mit nichtnegativen Elementen ist (eine ,,stochastische Matrix*).

Die Oszillationseigenschaften elastischer Schwingungen hingen mit einer
anderen wichtigen Klasse nichtnegativer Matrizen, mit den ,,Oszillations-
matrizen®, zusammen. Diese Matrizen und thre Anwendungen wurden von
M. G. KrEiN zusammen mit dem Verfasser dieses Buches untersucht. In
Kapitel XIII werden nur einige grundlegende Resultate dieses Gebietes er-
ortert. Eingehende Untersuchungen des gesamten Materials findet der Leser
in der Monographie [7].

In Kapitel XIV sind diejenigen Anwendungen der Matrizentheorie zu-
sammengestellt, die sich auf Systeme von Differentialgleichungen mit variablen
Koeffizienten beziehen. Dabei nimmt die Theorie der Produktintegrale und
im Zusammenhang damit des VorrERRAschen Infinitesimalkalkiils einen zen-
tralen Platz ein (§ 5 bis 9). Diese Fragen sind in der sowjetischen mathema-
tischen Literatur fast gar nicht behandelt worden. In den ersten Paragraphen
und in § 11 werden (im Liapunorrschen Sinne) reduzierbare Systeme im
Zusammernhang mit der Frage der Stabilitit von Bewegungen studiert und
gewisse Resultate von N. P. JErvGIN angegeben. Die Paragraphen 9 bis 11
beziehen sich auf die analytische Theorie von Differentialgleichungssystemen.
Hier wird die Unrichtigkeit eines Hauptsatzes von BirkHoFrF nachgewiesen
(gewdhnlich benutzt man diesen Satz dazu, die Losung eines Systems von
Differentialgleichungen in der Umgebung eines singuliiren Punktes zu unter-
suchen). Ferner wird die kanonische Form der Losung fiir den Fall aufgestellt,
daB es sich um eine schwach singulére Stelle handelt.

In §12 des Kapitels XIV werden in Form einer Ubersicht einige Resultate
der Untersuchungen J.A. Lairro-DANILEWSEIs angegeben, die analytische
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Funktionen mehrerer Matrizen und deren Anwendungen auf Differential-
gleichungssysteme betreffen.

Das letzte Kapitel (XV) ist der Anwendung der Theorie der quadratischen
Formen (und insbesondere der HankEeischen Formen) auf das RovuTH-
Huswirzsche Problem, d. h. der Bestimmung der Anzahl der Wurzeln eines
Polynoms, die in der rechten Halbebene der komplexen Zahlenebene liegen
(Re (2) > 0), gewidmet. In den ersten Paragraphen dieses Kapitels wird die
klassische Behandlung des Problems erortert. Im Paragraphen 5 wird ein
Satz von A.M.LisPUNOFF bewiesen, der ein dem Rovura-HvurwiTzschen
Kriterium é#quivalentes Stabilititskriterium darstellt. Neben dem RovuTH-
Hurwirzschen Stabilitétskriterium wird im Paragraph 13 dieses Kapitels das
relativ wenig bekannte Kriterium von LifNaep und CHIPART erschlossen,
in welchem die Anzahl der Determinantenungleichungen etwa halb so groB ist
wie in dem Roura-Hurwitzschen Kriterium.

Am Ende des XV. Kapitels wird der enge Zusammenhang zweier bemer-
kenswerter Sitze von A.A.Markorr und P.L. TscHREBYSCHEFF mit dem
Stabilitétsproblem gezeigt; diese Sitze wurden von den berithmten Autoren
auf der Grundlage der Theorie der Reihenentwicklung gewisser Kettenbriiche
speziellen Typs nach abnehmenden Potenzen des Arguments gewonnen. Hier
werden diese Sitze mit Hilfe der Matrizenrechnung bewiesen.

F. R. Gantmacher

BEMERKUNGEN ZUR DEUTSCHEN AUSGABE

Um dem interessierten Leserkreis wenigstens den theoretischen Teil schneller
zugénglich zu machen, erscheinen in der deutschen Ausgabe die beiden Teile
des Buches als einzelne Binde.

Gegentiber dem Original ergaben sich Anderungen in § 5 von Kapitel IX
auf Grund einer im Jahre 1954 erschienenen Arbeit des Verfassers; ferner in
§ 6 von Kapitel XII und in § 5 von Kapitel XIV auf Grund von Mitteilungen
des Verfassers wiihrend der Vorbereitung der deutschen Ausgabe.

Das Literaturverzeichnis im ersten Band enthilt diejenigen Biicher und
Arbeiten, auf die im Text des ersten Bandes verwiesen wird. Der zweite Band
wird ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis iiber das gesamte Stoffgebiet ent-
halten.

Im Sachverzeichnis des zweiten Bandes wird auch das Sachverzeichnis dieses
ersten Bandes enthalten sein. '

Einige Anmerkungen der Redaktion der deutschen Ausgabe sind als solche
gekennzeichnet.

SchlieBlich mdchten die Herausgeber und der Verlag Herrn Prof. Dr.
F. R. GanTMACHER fiir seine bereitwillige Mitarbeit an der deutschen Aus-
gabe und die Durchsicht einer Korrektur sowie Herrn Dr. R. ZvRMUHL fiir
einige Bemerkungen und Hinweise ihren Dank aussprechen.
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I. MATRIZEN UND MATRIZENOPERATIONEN

§ 1. Definition der Mairiz. Bezeichnungen

Gegeben sei ein Zahlkirperl) K.
Definition 1. Ein rechteckiges Schema von Zahlen aus K,

11 G2 -+ - Q1a
a a a,
21 22 - Y2n
, (1
21 Oz - - Oy

nennen wir eine Matriz. Ist m = n, so heiBt diese Matrix quadratisch und die
Zahl m bzw. n ihre Ordnung?). Im allgemeinen Fall ist die Matrix rechfeckig®)
[vom Typ (m, n)]. Die Zahlen, aus denen sich die Matrix zusammensetzt,
werden ihre Elemente genannt.

Bezeichnungen. Die Elemente sind hiufig mit zwei Indizes versehen,
deren erster die Zeile (Zeilenindex) und deren zweiter die Spalte (Spalten-
index) bezeichnet, in der das entsprechende Element steht.

Neben der Schreibweise (1) wird fiir Matrizen auch folgende kiirzere Be-
zeichnung verwendet:

lawll G=1,2,...,m;k=1,2,...,n). )

Héufig werden wir die Matrix (1) auch durch einen Buchstaben bezeichnen
und z. B. von der Matrix 4 sprechen. Ist 4 eine quadratische Matrix n-ter
Ordnung, so schreiben wir A = |[a,([?. Die Determinante von A4 = |||
bezeichnen wir mit | a,, [? oder mit | 4 |.

1) Unter einem Zahlkorper verstehen wir eine Menge von Zahlen, in der die folgenden
vier Operationen stets eindeutig susfiihrbar sind: Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division, ausgenommen die Division durch Null.

Als Beispiele fiir Zahlkérper filhren wir an: die Menge aller rationalen Zshlen, die
Menge aller reellen Zahlen und die Menge aller komplexen Zahlen,

Wir setzen voraus, daB alle im folgenden vorkommenden Zahlen stets dem vorgege-
benen Zahlkérper angehéren.

%) Fiir Ordnung ist in der Literatur auch die Bezeichnung Grad iiblich. Sie wird in die-
sem Buch nicht benutzt, da sich sonst bei der Betrachtung von Matrizenpolynomen (die
ja als Polynome ebenfulls einen Grad besitzen) Bezeichnungsschwierigkeiten ergsben
wiirden (4dnm. d. Red.).

%) Wenn im folgenden einfach von einer ,,Matrix* gesprochen wird, so ist diese nicht
notwendig als quadratisch vorauszusetzen; in dem speziellen Fall quadratischer Matrizen
wird stets besonders darauf hingewiesen (Anm. d. Red.).

1 Matrizenrechnung I



2 I. Matrizen und Matrizenoperationen

Fiir die aus gewissen Elementen einer gegebenen Matrix gebildeten Deter-
minanten fithren wir folgende abkiirzende Bezeichnung ein:

ity Tty - -+ By
A(il 1:2 ...’l:p)= Dk, Xk, ...a,',kp ) (3)
kyky. o ky) feeeeieiiiiiins
a,-p;-l az-pk, cee a,-pkp
Ist1 <4 <i4y...<i,=mund 1 <k <k, <...<k,<n, sonennen

wir die Determinante (3) einen Minor (oder eine Uniterdeterminante) p-ter
Ordnung der Matrix 4.

Die Matrix A=|[a,|| (6=1,2,...,m; k=1,2,...,n) besitzt (’;)(:)
Minoren p-ter Ordnung der Form

Ailiz...i,, 1§i1<i2<.“<ip§m;p3m,n. )
kyky. ..k, 1<k <ky<:-o <k, <

Die Minoren (3'), fiir die 4, = k;, 4y = ks, . - ., %, = k,, ist, heiBen Hauptminoren.
Nach (3) kénnen wir die Determinante der quadratischen Matrix 4 = || ag |
auch folgendermaBien schreiben:

|A]=A(1 2n)

1 2...n)°

Die grofBte unter den Ordnungen der von Null verschiedenen Minoren einer
Matrix heiBt ihr Rang?). Ist r der Rang einer rechteckigen Matrix vom Typ
{m, n), so ist offenbar r < m und r < n.

Eine Matrix

die nur aus einer Spalte besteht, nennen wir Spaltenmatriz oder Spalte und be-
zeichnen sie mit (z,, x,, . . ., a,).
Eine Matrix

121 295+« o5 2]

die nur aus einer Zeile besteht?), nennen wir Zetlenmatriz oder Zeile und be-
zeichnen sie mit [z, 2, . . ., 2,].

1) Verschwinden auch alle Minoren erster Ordnung, d. b. sind alle Elemente der Matrix
gleich Null (Nullmatiix), so schreiben wir ihr den Rang Null zu (4dnm. d. Red.).
%) Fiir die beiden angefiihrten Spezialfille von Matrizen wird auch der Begriff einreshige

Matriz verwendet, Derartige Matrizen werden mit kleinen Buchstaben bezeichnet (Anm.
d. Red.).
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Eine quadratische Matrix

d 0...0
0 dy...0
0 0...4d,

bei der alle Elemente, die auerhalb der Hauptdiagonalen stehen, gleich Null
sind, heit Diagonalmatriz und wird folgendermaBen bezeichnet!): ||d,d, (|

oder
{dy,dy, ..., d,}.
Werden m Grollen y,, ¥, - .., y, linear und homogen durch = andere
GréBen z,, z,, . . ., =, ausgedriickt,

Y1 =0y + Gy + oo + 04,7,
Yo = 0Ty + Qoolty + +++ + Gy,

(4)
Y= Cpy®y + Cpo@y + <+ » + a2,
oder kiirzer
n
yi=2ailxk (i=l, 2"";m)’ .(4’)
k=1

so sprechen wir von einer linearen Transformation (oder einer linearen Sub-
stitution der y; durch die z;). Die Koeffizienten dieser Transformation bilden
eine Matrix der Form (1) [vom Typ (m, n)]. Die lineare Transformation (4)
definiert eindeutig eine Matrix der Form (1) und umgekehrt.2)

Von den Eigenschaften der linearen Transformation (4) ausgehend, dcfi-
nieren wir im folgenden Paragraphen die wichtigsten Matrizenoperationen.

§ 2. Addition und Multiplikation von Matrizen

Wir definieren folgende Matrizenoperationen: die Addition von Matrizen,
die Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl und die Multiplikation von
Matrizen.

1 fiire ==k,
0 fiir ¢ 4 £.

%) Zwei Matrizen sind also genau dann gleich, wenn sie elementweise iibereinstimmen ;.
dabei ist vorausgesetzt, daf sie von gleichem Typ sind (Anm. d. Red.).

1) 84 ist das KRONECKERsymbol: dy = {



4 I. Matrizen und Matrizenoperationen

1. Betrachtet man die linearen Transformationen

n
yi= agm, (t=1,2,...,m) (5)
k=1
und
zizkz:bikxk (1;:1’ 23 vy 'm), (6)

wobei die z; in beiden Fillen dieselben sind, so gilt

n
y,.+z,.=kzl‘(a,.,,+b,.,,) z, (t=1,2,...,m). (7

In Ubereinstimmung damit erhalten wir

Definition 2 (Matrizenaddition). Es seien zwei Matrizen gleichen Typs
A =|lay| und B=|b,| gegeben. Die Matrix C=|lc;| vom gleichen
Typ heilt die Summe der Mairizen A und B, wenn ihre Elemente die Summen
der entsprechenden Elemente der gegebenen Matrizen sind:

0=A+B)
wenn
ca=ag+b, (1=1,2,..,m k=1,2, ..., 7).
Beispiel
'“1“2“3 '+( a ¢ Gl _[ate ate ot
NS R P A ] el S o St s S

Nach Definition 2 kann man nur Matrizen gleichen Typs addieren. Ebenso
ergibt sich, daf} die Koeffizientenmatrix der Transformation (7) die Summe der
Koeffizientenmatrizen (5) und (6) ist.

Aus der Definition folgt unmittelbar, daB die Matrizenaddition kommu-
tativ und assoziativ ist:

1. A+ B=B+ A4,
2.(A+B)+C=A4+(B+0).

Dabei sind 4, B und C beliebige Matrizen gleichen Typs.
Die Matrizenaddition 1aBt sich fiir eine beliebige (endliche) Anzahl von
Summanden entsprechend verallgemeinern.

2. Wir multiplizieren in der Transformation (5) ¥, ¥s, - . ., ¥,, mit einer
Zahl « aus K. Dann gilt

n
ay, =Ig1'(aaik) x, (t=1,2,...,m).

In Ubereinstimmung damit erhalten wir
Definition 3 (Multiplikation einer Matriz mit einer Zahl). Die Matrix C
wird das Produktder Matriz A mit der Zahl & genannt [4 vom Typ (m,n), @ aus K],
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wenn ihre Elemente die Produkte der entsprechenden Elemente von 4 mit der
Zahl « gind und sie den gleichen Typ besitzt:

C=uad,
wenn
Cip = Ay (i=12,...,mk=1,2,...,n).
Beispiel.
a; a; ag . ad, o, oldg
%oy by by || = || by ab, aby |-
Es gilt1):

1. a(A+B)= ad +(XB,
2. (a+p) A — ad + pA,
3. (@f)A = a(BA).

Dabei sind 4 und B beliebige Matrizen gleichen Typs, « und 8 Zahlen aus K.

Die Differenz A—B zweier Matrizen gleichen Typs wird folgendermaBen
definiert:
A—B=4+(—1)B.

Ist A eine quadratische Matrix n-ter Ordnung und « eine Zahl aus K, so

gilt?)
lad |=a"|4].

3. Wir betrachten die lineare Transformation

z¢=£ai,,y,, (=1,2,..., m) (8)
und driicken y,, ¥,, ..., ¥, durch %, x,, ..., 2, vermittels der linearen Trans-
formation

yk=i=2q1'bkixj (k=1,2,...,m) (9)
aus; setzen wir nun in (8) die aus (9) gewonnenen Ausdriicke fir ¥y, ¥, .. ., ¥,

ein, so erhalten wir
n q q n
zi=gaik72;bkixj=2;(k21aikbﬁ) g  (=1,2,...,m); (10)
= = j= =

(10) ist die ,,zusammengesetzte‘‘ Transformation, bei der die z; direkt durch
die x; ausgedriickt werden. In Ubereinstimmung damit erhalten wir

1) In entsprechender Weise definiert man die Matrix Aa. Esist a4 = Aa (Anm.d. Red.).
%) Dabei sind |4 | und | 24 | die Determinanten der Matrizen 4 und «4 (siehe Seite 1).
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Definition 4 (Mairizenmultiplikation). Die Matrix

Coy G Iy
C — 21 22 27
Cn1 Cmg- - Cimg
ist das Produkt der beiden Matrizen
By Oy ... 0, by byp... by,
A= || %22 - %an B— byr s byq
- s _— s
a’ml “mz e amn bnl bn2 M bnq

wenn das Element c;, das in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte der Pro-
duktmatrix steht, gleich dem (inneren) ,,Produkt* der i-ten Zeile von A mit
der k-ten Spalte von B ist !):

n
cii=k21a’ikbk7' (t=12,...,m;j=12,...,9). (11)
Beispiel.
e, ay ag]l {|® d e |
‘bbb cg dy e [l =
roT T es dy e fs

@101 + Qoly + AsCs @33y + Gody - Bads @18 + sy Gty Gyfy - Gofy 1 agfs
biey -+ baCy -+ byey  bydy + bady + beds  biey 4 bygs + byes  Byfy - Byfy + byfs

Nach Definition 4 ist die Koeffizientenmatrix der Transformation (10) das
Produkt der Koeffizientenmatrizen (8) und (9). :

Die Multiplikation zweier Matrizen ist nur dann ausfihrbar, wenn die Anzahl
der Spalten des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zwetten 1st.2) Die
Multiplikation ist insbesondere immer dann ausfithrbar, wenn beide Faktoren
quadratische Matrizen gleicher Ordnung sind. Wir machen den Leser darauf
aufmerksam, da$ selbst in diesem Spezialfall die Matrizenmultiplikation nicht
kommutativ ist. So ist z. B.

1 2] 12 0 8§ —2 1 2
3 41113 —1 18 —4 3 4
Ist AB = BA, so sagt man, die Matrizen 4 und B seien vertauschbar.

2 0
3 —1

o 3l

j , aber

1) Unter dem (inneren) Produkt zweier Zahlenreihen a,, a,, . . ., a,und by, b, . . ., by,
n
verstehen wir die Summe der Produkte der entsprechenden Glieder dieser Reihen: I ab;.

i=1
2) Nach 1. SCHUR bezeichnet man mitunter die erste Matrix als mit der zweiten ver-
kettet (Anm. d. Red.).
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Beispiel. Die Matrizen

1 2 —3 2
4= of = 2=|Z; ]
sind vertauschbar, da
—7 —6 —7 —6
AB = BA = .
o I e

Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ und distributiv (beziiglich der
Matrizenaddition):
1.(4dB)C =4(B0),
2.(44+B)C=4C+ BC,
3.A(B4+C)=4B+ AC.
Die Matrizenmultiplikation 148t sich fiir eine beliebige (endliche) Anzahl
von Faktoren entsprechend verallgemeinern.
Die lineare Transformation
Y1 =0u% + 0%y + c 0+ 8,2,
Yp =0y t+ Gy + - - +8y,%,
Y = Omi®y T Gy + =+ - + @, %,
kann, wenn man die Matrizenmultiplikation benutzt, als eine einzige Matrizen-
gleichung geschrieben werden:

% Gy Gyp-.. 0y z
Ya || _||%1 Ogp-..- g, Zy
2= 20,
Ym a’ml am2 v Opp Zy
oder kiirzer:
y=Azx.
Dabei ist x= (2, %2, .. ., %,), Y= (Y1, Y2 - - »» Yp) und A = ||ag || eine

Matrix vom Typ (m, n).

Wir gehen noch auf den Spezialfall ein, da in dem Produkt € = A B der
zweite Faktor eine Diagonalmatrix B={d,, d,, ..., d,} ist. Dann folgt
aus (11)

i = ad; ¢t=12,...,m; 7=1,2,...,n),
d. h.
.0 and, opd, ... a4,

* Yn a’mldl “mzdz b amndn



