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1. Topologie——Note Surles Produits
Essentiels Symétriques des Espaces
Topologiques*®

Note! de M. Wen-Tsiin Wu, présentée par M. Elie Cartan

Dans un espace topologique donné E prenons un ensemble arbitraire de n points
{x1, -+, x,} qui ne sont nécessairement pas tous différents. Deux ensembles {z, - ,
Tn et {y1,-- -, yn} sont considérés comme identiques si chaque x; est égal a un certain
y; et chaque y; est égal a un certain x;. Nous définissons, d’apres M M. Borsuk et
Ulam®, dans cet espace une topologie d'une maniere naturelle. L’espace topologique
ainsi obtenu s’appelle produit essentiel symétrique de ’espaoe E et sera désigné par
E(n). L'objet de cette Note est d’étudier des propriétés topologiques et en particulier
de déterminer les groupes d’homologie des espaces I(n) et C(n), ol I est un intervalle
fermé et C est un cercle.

Considérons d’abord le cas de I(n). On remarque qu'un point de I(n) peut étre
représenté par un ensemble des valeurs {zy,--- ,x,} tellessqueo < 27 <--- <z, <L

Prenons dans 'espace euclidien & n dimensions R™, n + I points

Désignons par [zg,--- ,z,] le point du simplexe ¢ = AgA;---A, dont les coor-
données barycentriques sont zq, - ,x,. La transformation
f : [-TO,"' 7I7l] = {1'1,1'1 +I21"' , L1 —+‘"'+Z'n}

* C. R. Acad. Sci. Paris 224, 1947: 1139-1141.
@O Bull. Amer. Math. Soc., 1931, 37: 875-882.
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est une transformation continue de ™ sur I(n). Deux points [zg, - ,z,] et [yo, -+, yn]
ont la méme image s’il existe des entiers ¢y > 1, -+, i 2 1, 1 =2 L, -+, jr = I tels
que l'on ait

Zx, Zyl =T

i=0 1=0
By ==y =0, fa=ri=1 =0
Tin+2 = =Tig+ia =0, Yji+2 = = Yji+j2 — O
Tiy4-tig—142 = " T Tigtetie = 03 YUindoodgna4+2 = 7" = Yindtie = 0
Lo = Yo,
I =1,
Ti41 =UYn+1s

Tiy+-tig_1+1 = Yji+-+ix1+1-
Il en résulte que 'espace déduit de o™ par l'identification de toutes les paires de
simplexes ordonnés
AphiRg 1 9 Bgpdetieer s
Aghahiiq1 v Ajpedieatl
est homéomorphe a I(n). Nous avons done le théoreme suivant :

Théoreme I — SoitI'(n) le complexe déduit du simpleze A - - - A,, par l'identi-

fication de tous les simplexes ordonnés de la table suivante :

A3A4A5 ste s An—lAny
A2A4A5 o An—lAna
AsAzAs - ApiAg,
A2A3A4 -+ Ap_2Ap-1.

Ators I(n) est homéomorphe a l'umon de 1'(n) et d’un intervalle ApA,.
Borsuk et Ulam ont démontré que I(n) ne peut pas étre plongé dans R" lorsque
> 4, Avec notre théoreme il serait facile de voir que I(4) peut étre plongé dans
RP. En effet I'(4) est un triangle Ay AzA, avec l'identification des cotés AsAsz, AsAy,
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A3A4. Done I'(4) peut étre plongé dans R®. En prenant dans R® un intervalle AgA,

sur une droite qui ne rencontre pas R?, on voit que I'union de AgA; et I'(4), c’est-a-

dire 1(4), est plongé dans R°. Ce théoréme a été démontré par M. Haratomi®.
L’espace C(n) se déduit de I(n) par I'identification des points frontiéres o et I de

I'intervalle I. Cela correspond a l'identification des points

[ylaoﬁyZa"' 7yn] et [0,y21'” ’y’nvyl]'

Cette observation conduit aux resultats suivants :
Théoréeme II — C(n) est homéomorphe au complere déduit de o™ par les
identifications de la table suivante:

(AgA1A3A4As -+ An_1A,
AoAi1A2A4As -+ AniA,
{ AoA1AzA3As -+ An A,
(AoA1A2A3A -+ Ap2An,
ApAzA3 - A,
ApA1Ay -0 AL
Théoréme IIT — C(n) est une H-sphére lorsque n est impair. Pour n pair, les

seuls groupes d’homologie non nuls sont H® et H" =1, qui sont d’ailleurs isomorphes
au groupe additif des entiers.

Comme I(n)est un H-simplexe, loutes les transformations de I(n)en luiméme ont
an moins un point fixe. La situation est différente pour C(n). Soient o < 6 < 2w la

coordonnée angulaire sur C et a une valeur inférieure a 2n/n. La transformation
f : {917"' )en} =y {01+aa 10n+a}

est une transformation de C(n) en lui-méme qui ne possede pas de points fixes.

®Jap. Journal of Math., 1932, 9: 103-110.



2. On the Product of Sphere Bundles and
the Duality Theorem Modulo Two*

Introduction®

Given two sphere bundles &; and &, over the base complexes K; and K> respec-
tively, it is possible to define in a natural way a “product bundle” over the product
complex K7 x Ko. When K; = K> = K(say), the part of the product bundle over
the diagonal of the product complex K x K is the product bundle in the sense of
Whitney.® We shall prove in the present paper that a certain duality theorem holds
for the product bundle over K; x Ko and that Whitney’s duality theorem for sphere
bundles follows from this more general duality theorem as a consequence. (Through-
out the paper coefficients mod 2 will be used.) The idea of this proof seems to be
quite different from Whitney’s original one, of which only a brief sketch is known.®

The paper is divided into three sections. In §1 some preliminary considerations
and theorems on vector fields are given. A duality theorem for the product bundle

over Ky x Ky is then proved in §2. 83 is devoted to a proof of Whitney’s duality

theorem.

§1

1. We recall in this paragraph the definition of a bundle of linear spaces or more
simply, a vector bundle.

A complex K with cells o1, 09, - - - and a v-dimensional vector space V are given.
To each point p of K a v-dimensional vector space V(p) is associated so that V(p)
and V(q) are disjoint if p and ¢ are distinct points of K. Suppose there are non-

degenerate linear mappings &5, of V on V(p) for every o; of K and every point p of

* Ann. of Math., 1948, 49(3): 641-653.

(D The problems in this paper were suggested to me by Professor S. S. Chern, with whom I
have many helpful discussions. To him are expressed here my thanks.

@ Whitney, Lectures in Topology. Harvard Univ. , 1941: 131.

® Whitney, Proc. , Nat. Acad. Sci. , 1940, 26: 143-148.



